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Vorwort 

Es ist eine alte Weisheit: Wenn man das Werk von Dichtem und Philo­
sophen verstehen will, tut man gut, sich fiir ihre Biographie zu interessieren. 
Bei den Vertretem der exakten Wissenschaften, insbesondere bei den Mathe­
matikem, sucht man kaum nach Beziehungen zwischen Leben und Werk. 

Unter den groBen Forschem der Mathematik gibt es Konservative und 
Sozialisten, Atheisten und Christen aller Konfessionen. Es scheint, daB 
erfolgreiche Arbeit in der Wissenschaft von den formalen Systemen fur Ver­
treter aller Weltanschauungen moglich ist. 

Wer sich aber eingehender mit den Wandlungen des mathematischen Den­
kens beschaftigt, wird - schon bei den Pythagoreem und bei Platon - Ein­
wirkungen der mathematischen Forschung auf weltanschauliche Konzep­
tionen erkennen. Noch deutlicher wird dieser Zusammenhang an der Wende 
zur modemen Mathematik. Schon die Entdeckung der nichteuklidischen 
Geometrie im 19. Jahrhundert hatte zu einer Diskussion tiber die Grund­
lagenprobleme der Mathematik geftihrt. Noch starker aber haben die Anti­
nomien der Mengenlehre dazu beigetragen, daB vielen Mathematikem die 
klassische (von Platon beeinfluBte) Auffassung tiber das Wesen ihrer 
Wissenschaft problematisch wurde. 

Georg Cantor selbst, der Begrtinder der Mengenlehre, war wohl der letzte 
groBe Vertreter des platonischen Denkens in der Mathematik. Er hat die 
Ergebnisse seiner Forschungen nicht nur als Beitrage zu einer 11 Wissenschaft 
von den formalen Systemen" verstanden; er suchte groJSere Zusammen­
hange. Aus vielen seiner Briefe geht es hervor: Er schatzte die Mathematik 
als eine Vorstufe der Metaphysik, und die Fortschritte auf dem Gebiet der 
Mengenlehre waren ihm zugleich bedeutsame Schritte zur Erkenntnis von 
Gott und Welt. Es ist eines der erregendsten Kapitel der modemen Geistes­
geschichte: Gerade die genialen Forschungen Cantors haben den Weg fiir 
den modernen Formalismus freigemacht, der sich so gar nicht in seine 
eigenen metaphysischen Konzeptionen einfiigte. 

Aber wir wollen in der Einleitung nicht das Ergebnis dieser Darstellung vor­
wegnehmen. Es geht nur urn eine Begrtindung fiir den Versuch, Werk und 
Leben Cantors darzustellen. 



Seit iiber 30 Jahren liegt die von Zermelo besorgte Ausgabe der gesammel­
ten Schriften Cantors vor. Es liegt im Wesen einer solchen Zusammen­
fassung, daB hier Wichtiges und weniger Bedeutendes nebeneinander steht. 
Es gibt auch einige Arbeiten Cantors, die wir heute nicht als vollig korrekt 
bezeichnen konnen. Daneben aber finden sich wichtige Leistungen Cantors 
in FuBnoten untergebracht, andere fehlen in dieser Zusammenstellung ganz. 
Urn Cantor und sein Werk verstandlich zu machen, muB man das Wesent­
liche lesbar darstellen. Man dar£ Wiederholungen vermeiden, sollte aber 
den Zusammenhang zwischen den Ergebnissen der Forschung und der Per­
sonlichkeit des Forschers erkennen lassen. 

Eine wichtige Hilfe ist dabei der Briefwechsel Cantors. Durch das freund­
liche Entgegenkommen der Erben Cantors und einiger Bibliotheken war es 
moglich, in dieser Schrift vieles zu verwerten, was Zermelo 1930 noch nicht 
vorlag. lm Anhang werden eine ganze Reihe von (bisher nicht bekannten) 
Briefen von und an Cantor veroffentlicht, die fiir das Verstandnis der Arbeit 
des groBen Forschers wichtig sind. 

Bei den ersten mengentheoretischen Arbeiten haben wir uns - in Wiirdi­
gung der geschichtlichen Bedeutung dieser grundlegenden Publikationen -
ziemlich eng an die Cantorsche Darstellung gehalten, auch da, wo Ver­
einfachungen moglich gewesen waren (Kap. III). In den folgenden Kapiteln 
stand fiir uns der Wunsch im Vordergrund, die weiterfiihrenden Ideen 
Cantors dem modernen Leser moglichst Ieicht zuganglich zu machen. Wir 
hoffen, daB auf diese Weise eine brauchbare Einfiihrung in die ,naive" 
Mengenlehre entstanden ist. 

Es geht in dieser Darstellung auch urn die Wirkung Cantors his in die 
Gegenwart. Man wird nicht erwarten, daB hier iiber alle auch nur einiger­
maBen wesentliche Arbeiten zur Mengenlehre berichtet wird. Wir haben die 
Themenstellung so verstanden: Cantor hat viele Begriffe gepragt (Kardinal­
zahl, Ordnungszahl z. B.), die in ihrer ersten Fassung vom Standpunkt der 
modernen Mathematik her kritisiert werden konnten. Es erscheint uns des­
halb bedeutsam fiir die Wiirdigung von Cantors Schaffen, daB die moderne 
axiomatische Fundierung der Mengenlehre eine Fassung der klassischen De­
finitionen Cantors zulaBt, die als axiomatisch gesicherte Formulierungen der 
(spaten) Cantorschen Erklarungen gelten konnen. 

Wir wollen schlieBlich versuchen zu zeigen, warum in mengentheoretischen 
Lehrbiichern unserer Tage die gesamte Mathematik als ,Mengenlehre" defi­
niert werden kann. 

,Mathematik ist Mengenlehre": Diese auch fiir einige zeitgenossische 
Mathematiker noch aufreizende Definition soll uns schlieBlich ein AnlaB sein 



zu dem Versuch, die geistesgeschichtliche Bedeutung Georg Cantors zu 
wiirdigen. 

Es ist in dieser Schrift natiirlich nicht moglich, von den modernen Unter­
suchungen zur Mengenlehre auch nur die wichtigsten eingehend zu wiirdi­
gen. Wir wollen uns damit bescheiden, die Bestatigung der genialen Intuitio­
nen Cantors durch die moderne Forschung herauszustellen. 

\.Yenn wir Cantor gerecht werden wollen, konnen wir aber in diesem Buch 
nicht nur Definitionen, Formeln und Beweise zusammenstellen. Er suchte 
den Zusammenhang seiner mathematischen Ideen mit philosophischen und 
sogar mit theologischen Fragestellungen zu klaren. Wir werden ihm in 
diesen Gedankengangen zu folgen versuchen, auch dann, wenn es uns als 
Menschen des 20. Jahrhunderts nicht Ieicht fallt. 

Wir gewinnen einen wichtigen Beitrag zum Verstandnis unserer Situation, 
wenn wir dies begreifen: Cantor zog aus, urn eine Briicke zu schlagen von 
der Mathematik zur Metaphysik. Aber mit seinen genialen mathematischen 
Forschungen fiihrte er wider Willen solche Zielsetzungen ad absurdum; sein 
Werk brachte keine Wiederbelebung einer wissenschaftlichen Metaphysik, 
sondern regte zu einer Grundlagenforschung an, deren philosophische Be­
deutung ins Feld der Erkenntniskritik gehort. 

Das vorliegende Buch setzt wenig Vorkenntnisse voraus. Es werden ge­
legentlich die Grundbegriffe der Aussagenlogik zur einfachen Formulierung 
der Definitionen und Lehrsatze benutzt. Sie sind heute jedem Studenten der 
Mathematik aus der Einfiihrungsvorlesung vertraut. Wir glauben, dag auch 
philosophisch interessierte Leser aus anderen Fakultaten das Buch in seinen 
wesentlichen Teilen verstehen konnen. Notfalls sei die Lektiire der ersten 
Kapitel meiner ,Einfiihrung in die moderne Mathematik" (Mannheim 1964) 
empfohlen. 

Die in eckigen Klammern beigefiigten Hinweise ([C 1], [W] usw.) deuten 
auf das Literaturverzeichnis am SchluB der Arbeit hin. 

An dieser Stelle mochten wir allen danken, die bei der Sammlung von Mate­
rial und durch Anregungen behilflich waren, vor allem den heiden Enkeln 
Cantors, den Herren Oberstudienrat Wilhelm Stahl, Bad Godesberg, und 
Prof. Dr. Ulrich Schneider, Miinchen, und den auf S. 227 genannten Biblio­
theken. Sehr hilfreich bei der Aufspiirung seltener Literatur war Herr Joachim 
Suin de Boutemard. Herrn Akad. Rat Winfried Nilson danke ich fiir treue 
Hilfe bei der Durchsicht des Manuskriptes und bei den Korrekturen. 

Berlin, im September 1966 
Herbert Meschkowski 
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Die Eltern Cantors 

Frau Vally, geb. Guttmann 



I. Herkunft und ]ugend 

1. Die Eltem 

Georg Cantor wurde am 3. Marz 1845 (19. Februar a. St.) in Petersburg ge­
boren. Sein Vater, Georg Waldemar Cantor, war ein erfolgreicher Kauf­
mann. Das Maklergeschaft "Cantor & Co." brachte ihm einigen Wohlstand 
ein, und so konnte er seinen Sohn Georg wahrend des Studiums ermutigen, 
sich Zeit zu lassen und nicht bis in die Nachte hinein zu arbeiten. 

Wozu die Gewalt? Ic:h habe Dir, glaube ich, sc:hon his zum UberdruB 
Wiederholt, daB wir die Mittel haben (gottlob, und ic:h glaube reichlicher, 
als Du Dir einbildest !) um Dein Studium so lange auszudehnen als wir 
wollen. 

So schrieb Georg Waldemar Cantor am 21. Januar 1863 an seinen fleHsigen 
Sohn. Er hinterliefS bei seinem Tode ein betrachtliches Vermogen, das spater 
dem sehr bescheiden honorierten Professor Georg Cantor die Moglichkeit 
schuf, fiir seine Familie ein Haus in Halle zu erwerben. 

Von Georg W oldemar Cantor wird berichtet, daB er 1813 ( oder 1814 ?) als 
Sohn eines Kaufmanns in Kopenhagen zur Welt kam. Wenn man heute die 
Bride liest, die der Vater Cantor seinem studierenden Sohn schrieb, ist man 
fasziniert von dieser vielseitig gebildeten, reifen und giitigen Personlichkeit. 
Sie atmen einen Geist, den man bei erfolgreichen Geschaftsleuten nicht 
immer vorfindet. 

Er kennt sich in der Denkweise der akademischen Welt aus und weist Georg 
Cantor (nach der Priifung in Darmstadt 1862) auf die Bedeutung der "huma­
nistischen" Facher hin 1): 

... wenngleic:h das Resultat der Priifung in Mathematik und Physik ein 
schones, ware es doch auch hochst wiinschenswert gewesen, daB es auch in 
den humanoria als ein gutes sich gezeigt hatte, denn Geschic:hte und Geo­
graphie brauchst Du, um in der Gesellschaft - namlich in der guten - als 
ebenbiirtig zu erscheinen und das Lateinische gar, speziell und spaterhin 
Deinen gelehrten Kollegen gegeniiber in den vielfachen Beriihrungen, in 
die man selbst als Gelehrter kommt, besonders in amtlichen akademischen 
Stellungen ganz zu schweigen von der Fatalitat, sic:h BloBen geben zu 

1) Brief vom 28. August 1862. 

1 Meschkowski, Cantor 1 



miissen oder sol chen fortwahrend ausgesetzt zu sein! Dies ware ein hochst 
demiitigendes und deprimierendes Gefiihl fiir Dich als Mann, wenn Du im 
Kreis anderer Professoren zu sitzen klimst, die natiirlich Deine Schwlichen 
und BloBen im Nu mer ken wiirden und - was das Schlimmste ist! - Dir 
auf eine so feine Weise dies zu fiihlen geben wiirden, daB Du nichts dagegen 
tun als - das Maul halt en kannst! Siehst Du, das ist der Fluch des Mangels 
griindlicher klassischer Studien! -

Er korrigiert den Stil seines Sohnes (,Es heiiSt ,dramatische' Kunst, nicht 
,theatralische' ") und versucht, ihn in triibseligen Stimmungen aufzu­
muntern 2): 

,Grillen sind mir bose Gliste 
immer mit leichtem Sinn 
tanzen durch' Leben hin, 
das nur ist Hochgewinn! ... " 
... fort mit den trockenen Stubenhockerlaunen. Der Humor soli nimmer 
fehlen. Klag mir nur stets, wo der Schuh driickt und ich werde stets dafiir 
sorgen, daB Dir der Humor nicht fehle! ... Ich wollte, ich hlitte Dich nur 
gleich bei mir, ich wollte in weniger als einer halben Stunde deine Grillen 
derart bannen und Deine Stimmung so erheitern, daB Du mindestens fiir 
drei Jahre keinen Riickfall haben solltest! 

Der erfolgreiche Geschaftsmann berichtet seinem Sohn von musikalischen 
Veranstaltungen und weiiS empfindsam iiber die Schonheiten des Ziiricher 
Sees zu schwarmen 3) : 

... Hosianna rufe ich mit Entziicken! Mein Auge hat ZUrich im Glanze des 
Sonnenscheins vom Garten am See gesehen - mein Auge kann schlafen 
gehen! SchOneres kann und wird es nie mehr erblicken! Meine Seele hat 
Gott empfunden in dem ruhigen Frieden des Sonnenunterganges, der sich 
im goldigen Dufte iiber dem See ausbreitet ... 

Sieh, mein Iieber Georg, so hat mich diesmal der Anblick des Ziiricher Sees 
an einem milden Sommerabend entziickt und begeistert. In solchen An­
blick vertieft war ich mit allen Harten und Leiden dieses Lebens aus­
gesohnt ... Darum komm, sieh und urteile - denn gesiegt hast Du hoffent­
lich schon, nlimlich im Examen! Doch gleichviel, wie groB oder klein de in 
Sieg sein mag, schreibe mir ganz getrost und offen heraus, wie es damit 
in Wirklichkeit gegangen ... Du bist ja jung noch und wenn es Dir Ernst 
um eine hervorragende Stellung in diesem kiinftigen Berufe ist, so kannst 
Du unglaublich vie! nachholen, um Dich zu beflihigen, die nlichsten Stufen 
zu erreichen ... 

2) Brief vom 21. Januar 1863. 
3) 24. August 1862. 

2 



Wichtiger noch als diese Vielseitigkeit des Denkens und Empfindens war fiir 
die Entwicklung des Sohnes die Religiositat des Vaters Cantor. Georg Wal­
demar Cantor gehorte der evangelischen Kirche an, und er war Christ aus 
Oberzeugung. Georg Cantor hat sein Leben lang den Brief aufbewahrt, den 
ihm sein Vater zur Konfirmation Pfingsten 1860 schrieb 4). Er spricht davon, 
daB die ,allerhoffnungsvollsten Menschen, nachdem sie ins praktische Leben 
eingetreten, schon in den ersten emstlichen Kampfen nach kurzem ohnmach­
tigem Widerstand" scheitern. Dies ist der Grund: 

Ihnen fehlte der feste Kern, auf den alles ankommt! Nun, mein teurer 
Sohn! - glaube es mir, Deinem aufrid!tigsten, treuesten und erfahrensten 
Freunde- dieser feste Kern, der in uns !eben muf3, das ist: ein wahrhaft 
religioses Gemiit! Dies offenbart sid! uns selbst durch ein aufrid!tiges de­
miitiges Gefiihl dankbarster Gottesverehrung, aus welcher denn auch das 
siegreid!e, unersd!iitterlid! feste Gottesvertrauen erwad!st und uns unser 
ganzes Leben hindurch in jenem stillen zuversichtlichen Verkehr mit unse­
rem himmlischen Vater erhalt. 

Mahnungen dieser Art an Konfirmanden mogen im 19. Jahrhundert nicht 
ganz selten gewesen sein. Wir wollen deshalb diesem Beleg fiir die Frommig­
keit von Georg W oldemar Cantor noch ein paar Zeilen hinzufiigen, die auf 
einem vergilbten Blatt mit den schonen Schriftziigen seiner Hand erhalten 
sind. Sie zeugen davon, daB er sich emstlich Gedanken gemacht hat iiber 
Moglichkeiten und Grenzen aller Philosophie und Theologie 6): 

,Nichts ist torichter, als von unserem irdischen Standpunkt und mit unse­
ren verhaltnismli.Big kleinen geistigen Mitteln die Tiefe der Gottheit und 
das himmlische Reich des Geistes auskliigeln zu wollen. Diese Tiefe ist 
unserem geistigen Auge so unergriindlich wie die Tiefe des Fixstern­
himmels unseren sinnlichen Augen. Die kurze Himmelsleiter eines irdi­
schen Traumes reicht nicht in jene ewigen Sonnen, die ganze Wonne der 
Gottheit mitzufiihlen, ist unser irdisches Herz zu eng. Hier sind wir zu 
GroBem noch nicht berufen, in kleinen Miihen miissen wir erprobt werden, 
die Beschrankung ist unser Los. Und wer im Kleinen nicht edel handeln 
und gliicklich sein kann, wie ware er einer hoheren Wiirde, eines seeligen 
Genusses unter hoheren Geistern wiirdig? Wir sollen Gott nicht suchen 
auBer uns und uns selbst dariiber vergessen, sondern in dem uns an­
gewiesenen Kreise Gottes oder der uns eingeborenen Idee des Gottlichen 
wiirdig handeln ... " 

4) Der Brief ist fast vollstandig in der Biographie von Fraenkel [B 2] abgedruckt. 
6) Wir entnehmen dieses Zitat (und einige weitere wichtige Hinweise iiber die 

Familie Cantor) der Biographie Else Cantors [B 9]. 

3 



Die Mutter Cantors, Marie Bohm, stammte aus einer Kiinstlerfamilie. Georg 
Cantor schreibt dariiber an E. Lemoine am 17. Marz 1896 6): 

Au fond bin ich eine sehr leichte Kiinstlernatur und bedaure stets, daB mein 
Vater mich nicht hat "violiniste" werden laBen, darin ich jedenfalls am 
gliicklichsten geworden ware. Ich gehore ja miitterlicherseits einer Familie 
von Violinvirtuosen an. Mein Gro!Svater und meine Gro!Smutter Franz und 
Marie Bohm (geb. Morawek) (aus der Schule des Franzosen Rode) haben 
in den 20er und 3o•• Jahren dieses Jahrhunderts in St. Petersburg als kaiser­
liche Violinvirtuosen die dortigen musikalischen Kreise entziickt; und mein 
Gro!Sonkel Joseph Bohm (auch Schiller von Rode) stand in Wien dem Con­
servatorium vor und ist der Grunder einer beriihmten Violinistenschule, 
aus welcher Joachim, Ernst, Singer, Hellmesberger (Vater), L. Strauss, 
Rappoldi u. a. hervorgegangen sind. Sie sehen also, daB ich meinen Beruf 
verfehlt und dem Grundsatz 11Ne sutor ultra crepidam" 7) nicht gefolgt bin. 

Ob der letzte Satz so ganz ernst gemeint war? Wir Heutigen werden jeden­
falls dem Begriinder der Mengenlehre nicht bestatigen wollen, daB er 11Seinen 
Beruf verfehlt" habe. Immerhin: Man merkt gelegentlich etwas von dem un­
steten Kiinstlerblut in seinen Adern, und auch seine Handschrift zeigt einen 
Schwung und eine Phantasie der Formen, die man (vielleicht zu Unrecht?) 
bei einem Mathematiker nicht erwartet. 

Zur Familie der Mutter Cantors gehi:irte ein GroBonkel, Dimitry Meier, der 
als Jurist und Philosoph an der Universitat Kasan wirkte. Cantor berichtet 
von ihm, daB er der erste war, "der noch unter Nikolaus I. es wagte, in 
seinen Universitatsvorlesungen fiir die Abschaffung der Leibeigenschaft zu 
wirken". 

In summa: Unter den Vorfahren Cantors finden sich erfolgreiche Kaufleute 
und empfindsame Violinvirtuosen, Forscher und Kapellmeister: ein reiches, 
aber schwer zu bewaltigendes Erbe. 

2. Jugendjahre 

Im Jahre 1856 setzte sich Georg Waldemar Cantor eines Lungenleidens 
wegen in Frankfurt a. M. zur Ruhe. Georg Cantor, der vorher in Petersburg 
die Elementarschule besucht hatte, wurde nun Gymnasiast in Wiesbaden. 
Ostern 1859 trat er in die GroBherzoglich Hessische Realschule in Darmstadt 
ein. Wir wissen nicht, was der AnlaB zu diesem Schulwechsel war. Der Vater 
legte ja groBen Wert auf die humanistische Bildung seines Sohnes, und es 

6) Vollstandig abgedruckt in fB 7], S. 515 ff. 
7) Bei Plinius (Historia naturalis 35, 85) hei!St es: "Ne sutor supra crepidam (sc. 

judicet)." ,Schuster, bleib bei deinem Leisten!" 

4 



hestand auch kein AnlafS zu der Annahme, dafS er den Anforderungen des 
Gymnasiums nicht gewachsen war. Seine Zeugnisse in Darmstadt waren stets 
vorziiglich, und er hat sich spater offenbar fundierte Kenntnisse des Griechi­
schen (Latein wurde auch an der Realschule in Darmstadt gelehrt) angeeig­
net. Vielleicht lag es daran, dafS sein Vater fiir ihn den Beruf eines Ingenieurs 
vorgesehen hatte? Jedenfalls besuchte Cantor nach AbschlufS der Realschule 
den unteren allgemeinen Kursus der GrofSherzoglich Hoheren Gewerbe­
schule (spateren Technischen Hochschule) in Darmstadt. 

Hier wuchs sein Interesse fiir die Wissenschaften, insbesondere fiir die 
Mathematik. 

Zu Beginn des ,Oberkursus" ermunterte ihn sein Vater mit dem ihm eige­
nen Pathos (Brief vom 19. Oktober 1861): 

Hege und pflege die Liebe zu den Wissenschaften gleichwie das heilige 
Feuer der Vestalinnen, deren brennende Lampe nie ausgehen durfte. Die 
ewige, nie zu verli:ischende Lampe der Wissenschaft aber ist ein heiligeres 
Feuer als jenes es war. Pflegt der Mensch diese Lampe nach seinen indivi­
duellen Fahigkeiten und Kraften, so hat er seine Schuldigkeit getan -
dieses BewuBtsein ist etwas sehr GroBes! Beruhige Dich daher auch iiber 
die Zweifel, die mitunter in einzelnen Augenblicken in Dir aufgestiegen 
sind. Dergleichen kommen in jedem Menschen im }iinglingsalter vor und 
verlieren sich allmahlich ... 

Im Mai 1862 erhielt Cantor die Zustimmung seines Vaters zum Studium der 
Mathematik. Sein Dankbrief vom 25. Mai 1862 ist der alteste der uns von 
Cantor selbst erhaltenen Briefe. Es heifSt da: 

Mein Iieber Papa! Wie sehr Dein Brief mich freute, kannst Du Dir 
denken; er bestimmt meine Zukunft. Die letzten Tage vergingen mir im 
Zweifel und der Unentschiedenheit; ich konnte zu keinem EntschluB 
kommen. Pflicht und Neigung bewegten sich in stetem Kampfe. Jetzt bin 
ich gliicklich, wenn ich sehe, daB es Dich nicht mehr betriiben wird, wenn 
ich in meiner Wahl dem Gefiihl folge. Ich hoffe, Du wirst noch Freude an 
mir erleben, teurer Vater, denn meine Seele, mein ganzes lch lebt in 
meinem Berufe; was der Mensch will und kann, und wozu ihn eine un­
bekannte, geheimnisvolle Stimme treibt, das fiihrt er durch! ... 

Er begann sein Studium in Ziirich und setzte es 1863 (nach dem plotzlichen 
Tode des Vaters) in Berlin fort. 

Es war vor allem der als Forscher wie als Lehrer bedeutende Carl Weierstraf3, 
der damals junge Begabungen nach Berlin zog. Auch von Kummer und 
Kronecker hat Cantor viel gelernt. Da aber sein Interesse spater besonders 
der Analysis (Reihenlehre, Theorie der reellen Zahlen, Fouriersche Reihen) 
zugewandt war, hater in erster Linie Weierstraf3 als seinen Lehrer geschatzt. 
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Seine Dissertation ,De aequationibus secundi gradus indeterminatis" be­
trifft ein zahlentheoretisches Problem. Kummer schreibt dariiber im Prii­
fungsprotokoll vom 17. Oktober 1867: 

Die von dem Candidaten eingereichte Dissertation betrifft einen von den 
groBten Meistern der Zahlentheorie Lagrange und GauB bereits behandel­
ten Gegenstand: die allgemeine Auflosung der unbestimmten Gleichungen 
zweiten Grades. Der Verfasser hat die von diesen angegebenen Methoden 
der Auflosung sehr griindlich studiert und zeigt indem er dieselben 
kritisch beleuchtet, was in diesem Problem noch zu leisten sei, urn aile 
Losungen desselben ... in reiner vollendeter Form darzustellen. Er zeigt 
hierbei eine griindliche KenntniB und Einsicht in die neueren Methoden 
der Zahlentheorie und entwickelt eine gesunde Kritik. Sodann entwickelt 
er eine eigentiimliche Methode der Auflosung dieses Problems ... 

Weierstraf3 stimmt dem Votum seines Kollegen Kummer zu, und die heiden 
priifen den Candidaten dann iiber Probleme der Zahlentheorie bzw. der 
Algebra und Funktionentheorie, ,namlich derTheorie der elliptischen Trans­
zendenten". Nachdem Cantor auch noch die Priifung in Physik (Dove) und 
Philosophie (Trendelenburg) gliicklich iiberstanden hatte, wurde er "magna 
cum laude" promoviert. 

Damals hestand noch die Sitte, daE der Doktorand wissenschaftliche 
"Thesen" gegen einige Kommilitonen verteidigen muBte. Bemerkenswert 
scheint uns seine dritte These zu sein: 

In re mathematica ars proponendi quaestionem pluris facienda est quam 
sol vendi. 

Tatsachlich liegt die spatere Leistung Cantors nicht immer in der Losung 
der Probleme. Seine einmalige Leistung war, daB er mit eigenwilligen Frage­
stellungen neue Gebiete der Mathematik erschloB, deren Probleme zum Teil 
von ihm selbst, zum Teil erst durch Forscher der nachsten Generationen ge­
lost wurden. 

Von den Berliner Jahren Cantors wissen wir heute nicht viel. Es wird ver­
mutet, daB er an einer Berliner Madchenschule unterrichtet hat. Jedenfalls 
hat er 1868 die Staatspriifung fiir das Lehramt abgelegt und war Mitglied 
des Schellbachschen Seminars der Mathematiklehrer. 

Wie Ernst Lamla in seiner Geschichte des Mathematischen Vereins 1861-
1911 (Berlin 1911, 5. 84) berichtet, war Cantor Mitglied und von 1864-65 
sogar Vorsitzender dieses Vereins, der die Geselligkeit der Mathematiker 
und ihre wissenschaftliche Arbeit fordern wollte. In seinen spateren Jahren 
(vgl. S. 166) hat sich Cantor um den internationalen ZusammenschluB der 
Mathematiker bemiiht. Er war also kein in seine Wissenschaft versponnener 
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Einsiedler, und wenn er sich dennoch spater von manchen seiner friiheren 
Freunde loste 8), so hat das Griinde, die eher in der eigenwilligen Art seiner 
Forschung als in seinem Charakter zu suchen sind. 

Besondere Freundschaft verband ihn in jenen J ahren mit dem urn zwei Jahre 
alteren Kollegen Hermann Amandus Schwarz. Beide Waren sich einig in der 
Verehrung ihres Lehrers Weierstraf3 und in der Sorge urn das Votum Kron­
eckers, der nur allzu oft die Deduktionen von WeierstrafS und seinen 
Schiilern als ungesichert beanstandete 9). 

Vielleicht dar£ man diese friihen Jahre der beginnenden Forschungsarbeit als 
die gliicklichsten im Leben Cantors bezeichnen. Jedenfalls strahlen einige 
uns erhaltene Briefe an seine Schwester Sophie eine Zufriedenheit aus, die 
ihm spater im Kampf urn die Anerkennung seiner Theorie nicht immer ver­
gonnt war. 

Im Friihjahr 1869 verbrachte er einige Wochen der MuiSe in Dietenmiihle 
bei Wiesbaden. Er hat seine mathematischen Manuskripte bei sich, obwohl 
er dort nicht arbeiten wollte. Aber die Nahe dieser Papiere, ,in welchen sich 
die Studien mancher Jahre widerspiegeln" tat ihm wohl, und er erwartete 
,bei ihrem Anblick Kraft, urn neue, vielleicht gediegene und bessere anzu­
fangen". 

Es hei!St dann weiter in seinem Brief an Sophie vom 7ten Februar 1869: 

Ich sehe doch immer mehr ein, wie sehr mir meine Mathematik ans Herz 
gewachsen ist oder vielmehr, daB ich eigentlich dazu geschaffen bin, urn in 
dem Denken und Trachten in dieser Sphiire Gliick, Befriedigung und wahr­
haften GenuS zu finden. Das Arbeiten ist und bleibt fiir mich der eigent­
lime Kern meines Lebens, und meine Wiinsme erstrecken sim nur so weit, 
daB ich mich sowohl durch korperliches Befinden wie auch durch die Ver­
hiiltnisse stets in solchen Lagen befinden mochte, wo ich ungehemmt 
diesen Beschiiftigungen namgehen und durch sie einem Kreise der mensch­
limen Gesellsmaft niitzlich und angenehm werden kann. Du wirst Dir 
denken konnen, daB sich diese Hoffnungen zuniichst an Halle kniipfen; 
dort werde ich eine Wirksamkeit haben, welme sich ganz und gar auf 
meinen Beruf erstreckt, und ich werde dort vielleicht von selbst An­
erkennung und Verstiindnis meiner Bestrebungen finden. 

Cantor habilitierte sich im Friihjahr 1869 in Halle, wieder mit einer zahlen­
theoretischen Arbeit: De transformatione formarum ternarium quadricarum. 
Vorher schon hatte er zwei bedeutsame Arbeiten tiber Zahlensysteme ver­
offentlicht, tiber die wir im nachsten Kapitel ausfiihrlicher berichten. 

8) Siehe dazu Kap. IX! 
9) Man sehe dazu Brief Nr.ll 
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Hermann A. Schwarz war schon seit 1867 Extraordinarius in Halle. Er erhielt 
aber schon im Friihjahr 1869 einen Ruf auf ein Ordinariat in Zurich. In den 
Briefbiichern Cantors finden sich eine Reihe von Orginalbriefen von Schwarz 
an Cantor aus dieser Zeit 10). Sie sind ein schones Zeugnis fiir die Produk­
tiviHit der ,Berliner Schule", der sie sich beide mit einem gewissen Stolz zu­
rechneten 11). Leider sind uns die Antwortbriefe Cantors nicht erhalten; es 
existieren aber noch (aus dem Nachla/5 von Schwarz) einige Briefe des 
Hallenser Ordinarius Heine an Schwarz. Cantor, Schwarz und Heine waren 
an der Weiterfiihrung der WeierstraJSschen Ideen interessiert. Sie diskutier­
ten tiber Fragen der Stetigkeit (gleichmaJSige Stetigkeit, Stetigkeit fur Funk­
tionen von mehreren Veranderlichen) und tiber die Theorie der Fourier­
Reihen. 

Die siebziger Jahre bringen fur Cantor einige Erfolge. Er wird bald auJSer­
ordentlicher Professor in Halle, ordentliches Mitglied der Naturforschenden 
Gesellschaft zu Halle und korrespondierendes Mitglied der Gottinger Gesell­
schaft der Wissenschaften. 

Leider wurden damals junge Professoren nur allzu bescheiden besoldet. Im 
}uli 1873 berichtet er seiner Schwester Sophie von einem Besuch des Hallen­
ser Rektors, der den jungen Extraordinarius zum Bleiben iiberredete. Er bot 
ihm ,,fur das nachste J ahr 300 Thaler I sage 300 Thaler" ! 

Das ist nicht viel, wenn man an die Griindung einer Familie denkt. Cantor 
hatte schon in Berlin seine spatere Gattin Vally als Freundin seiner Schwester 
Sophie kennengelernt. Sie hatte schon friih ihre Eltern verloren und war in 
Berlin bei ihrem wesentlich alteren Bruder Dr. Paul Guttmann erzogen wor­
den. Sie war (wie ja viele Vorfahren Cantors aus der Familie Bohm) hoch 
musikalisch, und ihre Liebe zur Kunst bestimmte in den spateren J ahren die 
Atmosphare des Hauses Cantor. Die Heirat fand im Sommer 1874 statt. Sie 
wurde aus tiefer Zuneigung geschlossen, und die heitere, der Kunst zu­
gewandte Art von Frau Vally wurde eine gliickliche Erganzung zum ernsten, 
manchmal schwermiitigen Temperament des groJSen Mathematikers. 

1885 haute Cantor fiir seine Familie - er hatte vier Madchen und zwei 
}ungen- ein- damals ganz im Griinen gelegenes Haus in der HandelstraJSe. 
Es wurde zum Mittelpunkt der vielen gesellschaftlichen Verpflichtungen, die 

10) Ein Brief (vom 25. Februar 1870) ist in meinen Denkweisen [B 6] (5. 78 f.) ver­
offentlicht, im Anhang hier Brief Nr. 1. 5iehe auch 5. 130 ff. 

11) Der Begriff ,Berliner 5chule" ist wohl zum ersten Male bei Smwarz in seinem 
Brief vom 1. April 1870 (Brief Nr. 1) an Cantor erwahnt. Er rechnet ihr offen­
bar aile die Mathematiker zu, die - wie Smwarz unq Cantor - durch die von 
Weierstraf3 geschaffene Fundierung der Analysis beeinfluBt sind. 
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damals fiir eine Professorenfamilie selbstverstandlich waren. Im Jahre 1879 
erhielt er ein neu eingerichtetes Ordinariat fiir Mathematik. 

Aber damit haben wir in der Biographie Cantors schon vorgegriffen. Wir 
wollten tiber die Jahre des Werdens berichten und miissen uns jetzt seinen 
wissenschaftlichen Leistungen zuwenden, die seinen Namen auf der ganzen 
Welt bekannt gemacht haben. Wir beginnen mit dem Bericht tiber einige 
friihe Arbeiten, die aus mancherlei Grunden auch heute noch unser Interesse 
verdienen. 
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II. Fruhe Arbeiten 

1. Ein Oberblick 

Georg Cantor ist heute jedem Mathematiker als der Schopfer der Mengen­
lehre bekannt. Man sollte aber nicht vergessen, dalS wir ihm auch eine Reihe 
von bedeutsamen Arbeiten auf verschiedenen klassischen Gebieten der 
Mathematik verdanken. Ein vollstandiges Verzeichnis seiner Publikationen 
findet sich im Anhang des Suches. Entsprechend unserer Zielsetzung 12) 

wollen wir hier nicht eine Inhaltsangabe seiner samtlichen Arbeiten geben. 
Wir wollen jene Leistungen herausstellen, die fiir die moderne Mathematik 
besonders bedeutsam sind. 

Von seinen friihen Arbeiten halten wir fiir besonders wichtig 

1. seine Theorie der reellen Zahlen, 

2. seine Arbeiten iiber Zahlsysteme. 

Man kann die Theorie der reellen Zahlen mit Hilfe der Dedekindschen 
Schnitten 13) begriinden, man kann Intervallschachtelungen oder Fundamen­
talfolgen benutzen. Cantor hat diesen letzten Weg gewahlt ([W] 5. 92 ff. 
und 184 ff.) und damit einen besonders bequemen Zugang zur Theorie 
der reellen Zahlen geschaffen. Konrad Knopp sagt im Vorwort seines Suches 
iiber 11Unendliche Reihen" (5. 12), dalS "im Jahre 1872 von Cantor und von 
Dedekind sozusagen das letzte Wort in der Sache gesprochen" sei, und dalS 
kein modernes Werk iiber Analysis Anspruch auf Giiltigkeit haben kann, 
wenn es nicht "von dem gereinigten Begriff der reellen Zahl seinen Aus­
gangspunkt nimmt". 

Vielleicht kann man die Bedeutung der Cantorschen Leistung am besten 
durch den Hinweis auf die Tatsache unterstreichen, dalS einer der wenigen 
Kritiker 14) einer mengentheoretischen Fundierung der modernen Mathe­
matik, Paul Lorenzen, in seiner Schrift "Differential und Integral" [C 30] die 

12) V gl. das Vorwort. 
13) Man vergleiche dazu etwa die Darstellung von G. Pickert und L. Gorke im 

Handbuch "Grundztige der Mathematik" (Band I Kap. I) von Behnke-Fladt­
Sup. 

14) Vgl. dazu Kap. XV. 
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Theorie der reellen Zahlen nach der Cantorschen Methode der Fundamental­
folgen begriindet. Es gibt heute so viele Darstellungen dieser Theorie in den 
Lehrbtichern, daiS wir uns hier mit dem Hinweis auf diese frtihe Leistung 
Cantors begntigen konnen. 

2. Darstellung reeller Zahlen durdt Reihen 

Weniger bekannt sind heute die Arbeiten Cantors tiber die Darstellung 
reeller Zahlen vom Jahre 1869. Wir halten es fiir moglich, daiS in Zukunft 
die Cantorschen Zahlsysteme ftir die modernen Rechenautomaten bedeut­
sam werden konnten und wollen deshalb tiber seine heiden Arbeiten in der 
von Schlamilch herausgegebenen Zeitschrift berichten. 

In der ersten Arbeit , Dber die einfachen Zahlsysteme" geht es urn den Be­
weis der folgenden heiden Satze: 

Satz 1 
1 ede natilrliche Zahl n ist genau dann auf genau eine Weise durch ein Zahl­
system 

{a11 a2, a3, ••• } (av <av +1) 

mit den Vielfachheiten flv darstellbar, wenn {av} von der Form 

{1, b11 b1b2, b1b2b3, •• .} (bk>1) 

ist und flv ~ bv -1: 
N 

n = L flv · b1 b2. • • bv-t, (bo = 1). 
V=l 

Die Zahlen flv heif3en die Ziffern von n im Zahlsystem (1). 

Satz 2 

(1) 

(2) 

Jede positive reelle Zahl r ist mit Hilfe eines Systems (1) darstellbar in der 
Form 

{3) 

Ck ~ bk- 1 fur k;;;;; 1; c0 ganz. {3') 

Setzt man bk = 10 bzw. h = 2 ftir aile k, so hat man die bekannte Dar­
stellung reeller Zahlen durch das dekadische bzw. das Dualsystem. Die 
Cantorschen Satze lassen aber auch die Darstellung durch andere Zahl­
systeme {1) zu. Ein besonders wichtiges Beispielliefert bk = k + 1. 
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Man hat dann fiir natiirliche Zahlen die (eindeutige!) Darstellung 
N 

n = L {J. · yf, {J. ~ Y, 

v=1 

fiir reelle (positive) Zahlen 
00 

" Cv r = c0 + .L,. (v + 1)! · 
v=1 

(2') 

(3") 

Die Reihen des Typs (3") sind als Cantorsche Reihen 15) bekannt. Dem Be­
weis dieser Satze schicken wir zwei Hilfssatze voraus. 

Hilfssatz 1 
Unendliche Produkte des Typs 

00 

JI (1 + xav + x2av + ... + xavav) 
v=1 

mit 
0 < a1 < a2 < ... , av ganz, C¥v > 0 und ganz, 

sind fur 0 < x < 1 konvergent. 

Beweis: Es sei 

Dann ist 

av 
Pv = L xmav. 

m = o 

00 00 

Pv < L xmav = L (xav)m = (1- xav)-1 = p;. 
m=O m=O 

Also haben wir 

Sn < /J1 p;= [JJ1 (1- xav)]-
1

• 

(4) 

(5) 

Nach bekannten Satzen iiber unendliche Produkte 16) ist aber ll Pv * konver­
gent, weil [wegen (5)] .1: xav konvergiert. Es ist also 

Sn < [ /J
1 

(1 - xav)]-
1 

Fiir jedes x E {0,1) ist die monoton wachsende Folge {Sn} beschrankt und 
daher konvergent. 

15) Vgl. z. B. Perron: Irrationalzahlen, Berlin 1947, Kap. IV. 
16) Siehe z. B. Meschkowskt: Unendliche Reihen. BI-Taschenbuch 35, 1962, 5.129 ff. 
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Hilfssatz 2 

Furo<x<1 ist 
00 

lim Sn = II (1 + xav + x 2«v + ... + x"vav) = 
n4co V=l 

= 1 + Cl X + C2 x2 + ... 
Dabei gibt Cn an, wie oft sich die Zahl n in der Form 

n = /h a1 + fJ2 a2 + ... + fJk ak ({J, = 0, 1, ... , (X,) 

darstellen li:if3t. 

(6) 

(7) 

Die Konvergenz des unendlichen Produktes in (6) ist durch Hilfssatz 1 ge­
sichert. Die Giiltigkeit des Hilfssatzes 2 ergibt sich sofort aus der Berner­
kung, daB wegen (5) der Koeffizient Ck der Potenzreihe in (6) durch endlich 
viele Faktoren des unendlichen Produktes bestimmt ist. 

Wir wollen nun untersuchen, welche Eigenschaften ein Zahlsystem mit den 
Ungleichungen (5) haben muB, damit jede natiirliche Zahl auf genau eine 
Weise in der Form (7) darstellbar sei. In diesem Fall muB ja Cn = 1 sein fiir 
aile natiirlichen Zahlen n. Zahlsysteme dieser Art nennt Cantor einfach. 

Fiir einfache Systeme wird aus (6) 
00 

II (1 + xav + ... -+ x"vav) = 1 +X+ x2 + ... 
V=1 

oder n II 1 - x«v (av + 1) 1 
lim ·=~.~. 
n~oo 1-x«v 1-x 

(8) 

v=1 

Damit sich auch die Zahl 1 in der Form (7) darstellen HiBt, muB a1 = 1 sein. 
A us (8) wird dann 

n 
lim (1-x"• + 1) II (1 +x«v + ... +x"vav) =1, 

n-+co v=2 

also 
lim (1- x"• + 1 + xa, + x«• + ... - x"• + 1 + L "vav) = 1. 

n-+ co 

Wegen a2 < a8 < a4 < ... muB (X1 + 1 = a2 sein. Setzen wir die Ergebnisse 
fiir a1 und (X1 in (8) ein, so folgt 

1 - xa, 1 - x«• ("o + 1) 1 
--~ · (1 + x«• + ... ) (1 + x«• + ... ) ... = ~~ 
1 - X 1 - xa• 1 - X 

oder 
(1 - x«• (a, + 1)) (1 + x«• + ... ) (1 + xa, + ... ) ... = 1. 
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Daraus wiederum folgt: a2 (o.:2 + 1) = a3• Mit der Bezeichnung 

ak+1 = ak • bk (9) 

konnen wir unsere Ergebnisse so zusammenfassen: 

a2 = h1, o.:1 = h1 - 1, o.:2 = aa - 1 = b2 - 1. 
a2 

Durch vollstandige Induktion gewinnt man mit dieser Schlu!Sweise allgemein: 

ak = h1 h2 ••• h-1, O.:k = h - 1. {10) 

Man kann danach tatsachlich das Zahlsystem {a.} in der Form {1) schreiben. 
Das ist eine notwendige Bedingung dafur, da!S jede naturliche Zahl eindeutig 
durch eine Summe {7) darstellbar sei. Sie ist aber auch hinreichend: Die 
Iinke Seite von (8) sieht dann nlimlich so aus: 

00 

1 - xb, . 1 - xb, b, . 1 - xb, b, b, .... = _1_ = ~ x". 
1 - x 1 - xb, 1 - xb, b, 1 - x L 

v=O 

Wir haben dann tatsachlich Cn = 1 fur aile n 17). 

Als Beispiele zu Satz 1 notieren wir die ,Faktoriellendarstellungen" fur 
zwei naturliche Zahlen: 

65 = 2 ° 4! + 2 ° 3! + 2 ° 2! + 1 ° 1! 
1000 = 1· 6! + 2 · S! + 1· 4! + 2 · 3! + 2 · 2! + 0 ·1! (2') 

Der Beweis des Satzes 2 wird durch Angabe des Rechenschemas gefuhrt, das 
zur Bestimmung der Koeffizienten Ck in der Darstellung (3) fuhrt. 
Es sei 18) 

[r]=c0, r-[r]=o (e<1) 

und y1 =I?· b1 [yd = c1• Dann ist c1 < b1• 

17) Man kann die Darstellung irgendeiner Zahl n Ieicht durch einen einfachen 
Algorithmus gewinnen. Ist etwa 

b1 • b2 ••• bk ~ n < b1 • b2 ••• bk · h+ 1, 

so ist 
n = /h · b1 • b2 ••• bk + Yk 

mit 
/h<h+1, Yk<b1" b2 ... bk. 

Die Fortsetzung dieser Dberlegung fiir den Rest Yk fiihrt auf eine Darstellung 
K 

n = L /1k · b1 • b2 ••• bk. 
k=1 

18) [x] ist die groBte ganze Zahl, die nicht groBer als x ist: 
[x] ~ x, [x] + 1 > x. 
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Wir setzen nun 
Y2 

Yt = C1 +b' 
2 

Dann ist 

Y2 < 1 b I 
2 

c1 c2 ck 
r = Co + -b + -b b + · · · + b b b + Rk, 

1 1 2 1 2 ... k 

wobei der Rest Rk gegen Null konvergiert: 

Yk +1 1 
Rk = b b b b < b b b ~ o. 

12"•••"kk+1 12"•••"k 

(11) 

(12) 

Deshalb folgt aus (12) tatsachlich fiir r die Darstellung (3). Wir konnen 
unseren Satz 2 noch durch folgenden Zusatz erganzen: 

Die durch eine Cantorsche Reihe (3) dargestellte Zahl r ist rational, wenn 
die Reihe abbricht oder wenn fiir fast aile k 

(13) 
ist. 

Ist namlich die Bedingung (13) fur alle k ~ N erfiillt, so haben wir 

- + bk - 1 bk + 1 - 1 
r- r 1 b b b + b b b + · · · 

12 .. ·k 12 .. ·k+1 
(14) 

mit einer rationalen Zahl r1• Aus (14) folgt aber 

1 [( 1 ) ( 1 1 ) r = r1 + 1 -- + - - + 
b1b2···bk-1 bk bk bkbk+l 

also r= r1 + (b1 b2 ••• bk- 1t 1• 

Wir wollen nun noch priifen, unter welchen Voraussetzungen die Dar­
stellung einer reellen Zahl r durch eine Cantorsche Reihe eindeutig ist. Hier 
gilt 
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Satz3 
Fur irrationale Zahlen r ist die Darstellung durch Cantorsche Reihen (3) 
(mit Koeffizienten, die die Bedingung (3') erfullen) eindeutig. Die Darstel­
lung rationaler Zahlen (! = pi q ist eindeutig, wenn man fur die Koeffizien­
ten Ck (auf3er (3')) noch fordert, daf3 fur unendliche viele Nummern k 

Ck $ bk- 2 (15) 

gilt und daf3 der Nenner q ein Teiler der Produkte 

n<k> = b1 b2 • •• bk 

ist fur k ~ K. 

(16) 

Diese letzte Bedingung ist fiir alle Nenner q erfiillt in dem wichtigen System 
bk= k+1. 

Beweisen wir zunii.chst die Eindeutigkeit der Darstellung fiir irrationale 
Zahlen! In diesem Fall ist (nach dem Beweis des Zusatzes) die Bedin­
gung (15) gewig erfiillt. Nehmen wir an, dag es fiir r zwei verschiedene Dar­
stellungen 

00 00 

L Ck L dk r=c0 + = d0 + 
bl b2 ... bk bl b2 ... bk 

k=l k=1 

(17) 

gii.be. Dabei sind die Ck die aus dem Algorithmus (11) gewonnenen Koeffi­
zienten. Es ist insbesondere c0 = [r]. Dann ist wegen (3') 

(18) 

+ (b 1b - bb~) + ... = 1' 
1 2 1 2 s 

Es steht in (18) das Zeichen < und nicht $, weil ja nicht fiir alle Nummem k 
dk= bk-1 

gelten kann (sonst ware r rational). Wegen (17) und (18) ist aber 

d0 = [r] =Co. 

Wir zeigen die Obereinstimmung der iibrigen Koeffizienten durch voll­
stii.ndige Induktion. Es sei 

c,. =d,. 

fiir " :.;;; k. Dann folgt aus {17) 
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00 

~ dk+v 

+ L.. bk + 2 bk + 3 ... bk + v 
v=2 

und daraus schlieJSt man wieder wie eben: 

Ck+1 = dk+i· 

Nehmen wir nun an, es gabe fiir eine rationale 19) Zahl [! = pi q, deren 
Nenner q ein Teiler von 

n<kJ = b1 b2 ••• bk (19) 

ist, eine Darstellung 

E'_ = c0 + L :<~> . 
q k=l 

Wir setzen dann 

c1 Ck m<kl 
Co + -b + ... + (k) = (k) 

1 n n 

und haben offenbar 

und 

p m<kl 
--->0 q n<kJ 

p m<kJ bk+ 1 -1 bk+z-1 
q - n (k) ~ n (k +I) + n (k + z) + · · · = 

= n~kl [ ( 1 - bk 
1
+ 1 ) + ( bk 

1
+ 1 - bk +1

1
bk + J + ... ] = n~kl' 

Wir gewinnen damit die Ungleichung 

p m<kJ 1 
----<-
q n<kl = n<kl • 

Nach (22) und (23) ist dann 

p · n<kJ - q · m<kJ > o, p · n<kJ - q · m<kJ;;;;; q. 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

1u) Es sei (p, q) = 1. (p, q) bedeutet den gri:H~ten gemeinsamen Teiler von p und q. 
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Es sei nun n<•l die kleinste der Zahlen (19), die durch q teilbar ist. 
z = pn<•l - qm<•l ist dann nach (24) positiv, ganz und durch q teilbar. Nach 
der zweiten Ungleichung (24) ist auBerdem o<z ~ q. Das laBt nur den 
einen SchluB zu: z = q. Also ist 

p m<•l 1 

-q= n<•> + n<•l" 
Nach (21) konnen wir dafiir auch schreiben: 

p C1 C5 1 
-=co +-b + ... +-b b -b +b b b · 
q 1 1 s··· s 1 2··· s 

Damit haben wir fiir (} eine abbrechende Darstellung des Typs (20) ge-
wonnen: 

p C1 Cs-1 Cs + 1 
(! = - = Co + -b + · · · + b b b + b b b · (25) q 1 1 2... s -1 1 2... s 

mit c' = c8 + 1 < b8• Ware nlimli.ch c8 + 1 = b8, so konnte man aus (25) 

e_ = m<•-1) 
q n<•-1) 

folgern mit ganzen Zahlen m<•-1) und n<•-1>. Wegen (p, q) = 1 ware 
q I n<s-1). s sollte aber die kleinste Nummer sein, fiir die q I n<•l gilt. 
Unser Ergebnis konnen wir so interpretieren: Gibt es fiir eine rationale Zahl 
(} = plq iiberhaupt eine Darstellung des Typs (20), so gibt es auch eine ab­
brechende Darstellung (25). Aus (25) gewinnt man aber auch sofort eine 
nicht abbrechende Reihe fiir e: 

s 

= e_ = "\' ~ +b. + 1-1 + b. + 2-1 + . (26) 
(! q L...J n<vl n<• + 1) n<• + 2) •• _. 

V=O 

Freilich ist in (26) die zusatzliche Bedingung (15) fiir die Koeffizienten nicht 
erfiillt. Wenn wir an dieser Forderung festhalten, ist die Darstellung reeller 
Zahlen durch Cantorsche Reihen eindeutig, und wir gewinnen 20) eine end­
liche Reihe fiir rationale Zahlen, eine unendliche fiir irrationale. 
Von besonderem Interesse ist die Darstellung reeller Zahlen durch die 
Fakultaten: 

(27) 

20) Die Aussage iiber die Endlichkeit der Darstellung fiir rationale Zahlen gilt 
unter der Voraussetzung, daB q I n(k) ist fiir fast aile k. 
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Hier haben wir eine abbrechende Reihe fur aile rationalen Zahlen. Bei der 
Darstellung durch das Dezimalsystem sind dagegen die Zahlen mit einem 
Nenner q = 2a · sb ausgezeichnet; nur fiir diese bricht die Reihe ab. 

Die Zahl der ,Ziffern" in der Darstellung (27) ist bei kleinen Zahlen grol5er 
als im Dezimalsystem. Ist dagegen r wesentlich grol5er als 10 !, so kann die 
Darstellung durch (27) fiir manche praktischen Zwecke bequemer sein. Das 
entsprechende gilt fiir die Darstellung von r- [r]. Der Nachteil der Dar­
stellung (27) gegeniiber dem Dezimalsystem liegt natiirlich in der Tatsache, 
daiS die ,Ziffern" hier grol5er werden; wir haben ja dn ;;;; n. 

Wir wollen abschliel5end eine offene Frage notieren, die unseres Wissens 
noch nicht untersucht wurde: Bei der Darstellung im Dezimalsystem sind 
die periodischen Briiche dadurch charakterisiert, daiS sie zu rationalen Zahlen 
gehoren. Kann man Aussagen machen uber die Menge derjenigen reellen 
Zahlen, fur die die Cantorsche Reihe periodische Koeffizienten hat? Zu 
dieser Menge gehort z. B. die transzendente Zahl 

1 1 1 
e=2+----,+----,+----,+ ... 

2. 3. 4. 

3. Darstellung durdt unendlidte Produkte 

Zur Darstellung reeller Zahlen durch unendliche Produkte benutzt Cantor 
eine von Euler bewiesene Forme!: 

1 00 

-- = JI (1 + x 2v) = (1 + x) (1 + x 2 ) (1 + x4 ) ••• 
1-x v=o 

(28) 

Das unendliche Produkt (28) konvergiert fiir I x I< 1. Zum Beweis hat man 
(1- xt1 nur so zu schreiben: 

1 1+x 2 4 -1 

1 _X = 1 _ xll = {1 +X) {1 +X ) (1 -X ) = ... 

= (1 + x) (1 + x2) ... {1 + x2v) (1 - x2v + 1)-1. 

Bildet man auf heiden Seiten den Grenzwert lim, so folgt daraus die 
Eulersche Gleichung (28). Hoo 

Mit Hilfe von (28) beweist Cantor nun seinen Satz iiber die Produkt­
darstellung: 
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Satz4 
] ede reelle Zahl A> 1 ist eindeutig darstellbar in der Form 

wobei die a. naturliche Zahlen sind mit der Eigenschaft 

av+t;:;;; a.2, Y = 1, 2, 3, ... 

Zum Beweis dieses Satzes Werden wir zunachst 

(29) 

(30) 

(31) 

voraussetzen: Spater konnen wir uns von der zusatzlichen Vorschrift A <2 
befreien. Zeigen wir zuerst die Eindeutigkeit der Darstellung! 

Aus (29) folgt 

A > 1 + 2. = a1 + 1 . (32) 
al al 

Nach (30) und (28) ist weiter 

A~(1+2.) (1+--\) (1+~) ... =-1-=~. a1 a1 a1 1 a1 - 1 
1--

(32') 

al 

Nach (32) und (32') haben wir fiir A die Ungleichungen 

< A 
al = A - 1 < al + 1, {33) 

also 

(34) 

Damit ist a1 eindeutig bestimmt. Wir merken noch an: 

Wegen A <2 ist 

A 1 
A - 1 = 1 + A - 1 > 2" 

Nach (34) ist deshalb 

a1 ;:;;; 2. (34') 

Wir setzen nun 

Av = (1 + 2.) (1 + -1-) ... 1 Y = 1, 2, 3, ... , A1 =A. (35) 
a. a.+ 1 
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Dann ist 

A.· a, ( 1 ) ( 1 ) ---- = A, + 1 = 1 + -- 1 + -- ... 
1 +a, a, + 1 a, + 2 

(36) 

Nach (36) ist Av+t durch A. bestimmt. Die Koeffizienten av+t 
(v = 1, 2, 3, ... ) findet man durch eine Abschlitzung, wie wir sie bereits 
fur a1 durchgefuhrt haben. Man gewinnt damit 

[ A.+ 1 J a. +1 = A . 
v + 1-1 

(37) 

Damit sind die Zahlen a,. in der Darstellung (29) eindeutig festgelegt. 
Wir zeigen jetzt, daB fur die durch (37) und (36) festgelegten Zahlen a. 
die Ungleichungen (30) und die Gleichung (29) gelten. Es ist doch 

(38) 

also 

a2 = [a1 (AA ~ :\ - 1] · (39) 

Aus (31), (32) und (38) folgt also auch fur A2 : 

1<A2<2. (40) 

Setzen wir jetzt 

a1 = [A ~ 1J = A ~ 1 - a, 

so ist 0 ~ cx<1 und 

A= a!+ oc 
a1 + oc -1 

Daraus folgt wegen (39): 

- [at (ar + oc)J > 2 a2 - = a1 • 
1-0t: 

Analog zeigt man unter Benutzung von (36) und (37): 

ak+ 1 ~ ak2, 1 <Ak<2, k = 1, 2, 3,... (41) 

Wir zeigen nun, daB fur die so eindeutig bestimmten Zahlen ak die Produkt­
darstellung (29) gilt. Es sei 
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Dann wird nach (35): 

A=At =PnAn+t· 
Nach (37) ist 

< An+l 
an + 1 = A < an + 1 + 1, 

n +1 -1 
d. h. 

1 1 
1+a--<An+1~1 +a 1 

n+l n+l-

Wegen a1 ;;;;; 2 und (41) ist lim an= oo, also nach (43) 

lim An+t = 1. 
n-+oo 

Nach (42) ist dann tatsiichlich 

A= lim Pn. 
n-+oo 

(42) 

(43) 

Damit ist (29) bewiesen 21). Die Konvergenz des unendlichen Produktes 
folgt iibrigens schon aus der Tatsache, da.a wegen (41) ~ av-1 konvergiert. 

Wir wollen uns nun von der zusiitzlichen Voraussetzung A <2 befreien. 
1st A speziell eine Potenz von 2, A = 2k, so hat man in A= (1 + 1/1)k eine 
triviale Darstellung des Typs (29). Ist A eine andere reelle Zahl > 2, so gibt 
es eine natiirliche Zahl m, so da.a fUr A · 2-m = A' die Ungleichung 
1 <A'< 2 gilt. Dann haben wir fiir A' eine Darstellung 

und fiir A gilt 
00 

A= II (1+ }) 
fl=l 11 

mit a1, = 1 fiir f1, = 1, 2, ... , m, am+n = b,. 

21) Bei Cantor fehlt die Voraussetzung A=!= 2. Tatsii.chlich ist sein Algorithmus 
ohne diese Voraussetzung nicht immer durchfiihrbar. Fiir A= 2 wird A2 = 1, 
und man kann ~ nicht nach (37) berechnen. Cantor hat das aber offenbar ge­
wuBt. Er gibt ([W] 5. 46) als Beispiel die Darstellung fiir JISso an: 

-v:s = 2 (1 + _!_) (1 + ___!__) (1 + - 1 ) ... 
9 161 51841 
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Fiir die Darstellung rationaler Zahlen gilt nun insbesondere 

Satz5 
Fur rationale Zahlen A = pi q > 1 hat die Darstellung (29) die spezielle 
Form 

(44) 

Das hei15t: Von einer gewissen Nummer n an wird an= k, an+t = k2 usw. 

Zum Beweise setzen wir 

A= E_ = Pt (45) 
q ql 

mit (p1, q1) = 1, und 

p,·a.=i3,·P.+v q,·(a.+1)=13 •. q,+ 11 v=1,2,3, ... {46) 

wobei 

13. = (p. a" q. ·(a. + 1)). (47) 

Die natiirlichen Zahlen P•+t und q.+1 sind durch (46) und (47) definiert; sie 
sind offenbar teilerfremd: (Pv+v q.+1) = 1 fiir aile Nummern v. Nach (46) 
ist wegen (36): 

Pv + 1 = Pv . ~ = A.+ 1 22). 

q. + 1 q. a.+ 1 

Wir untersuchen jetzt die Zahlenfolge 

{ dv } = { Pv - qv } • 

Wir wollen nachweisen, dalS sie die folgenden Eigenschaften hat: 

(I) d. > 0 fiir alle v, 

(II) (dv, dv+t) = 1, 

(III) d.+1 :s; d •. 

Zu 1: Das folgtaus (48) wegenA.>l (vgl. {41) ). 

Zu II: Aus (46) folgt 

b. (p. + 1- q. + 1) =a. (p.- q.)- q •. 

22) Die 2. Gleichung ergibt sich durch einen einfachen InduktionsschluB. 

{48) 

(49) 

(50) 
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Nehmen wir nun an, es gabe einen (von 1 verschiedenenJ gemeinsamen Teiler 
fiir d, und dv+1: 

Tv> 1, Tv I Pv+1 - q.+11 Tv I Pv- q •. 

Dann ware wegen {50) auch Tv I q,: wegen Tv I p.- q. konnten wir folgern: 

r, I p.. A us der Definition ( 46) konnten wir aber bereits schlieJSen, daJS 
(p"' q.) = 1 ist fiir aile Nummern v. 

Zu III: Nach {37) ist wegen {48): 

-[ Pv ]<-~ 
a.- p.-q. =p.-q.' 

Nach {50) und {49) folgt daraus aber: 

l5v • dv+t ~ dVI dv+1 ~ d •. 

Damit sind die Eigenschaften (I) bis (III) der Folge { d. } bewiesen. Danach 
muJS fiir ein gewisses n dn = 1 sein. Ware namlich fiir die nach (III) monoton 
nicht steigende Folge etwa dk = dH1 > 1, so ware (dk, dH1) = dk > 1, im 
Gegensatz zu (II). Die Folge muJS also echt abnehmen und fiir eine gewisse 
Nummer n die 1 erreichen. Dann ist 

Pn = qn + 1, Pn+1 = qn+1 + 1, · · • 

und, wenn wir Pn = k setzen, qn = k - 1: 

k 
An= k -1. 

Nach {42) ist dann 
k 

A= At= Pn-1 ·An= Pn-1 · -k-- · 
-1 

A us dem Eulerschen Hilfssatz (28) fiir x = k-1 

k ~ 1 = ( 1 + ~) ( 1 + :2) ... 
und {51) folgt dann Satz 5. 

{51) 

Wir fiigen den Satzen iiber die Produktdarstellung noch eine A us sage 23) 

iiber die Darstellung reeller Zahlen zwischen 0 und 1 hinzu: 

23) Sie steht nicht bei Cantor. 
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Satz 6 

]ede reelle Zahl r mit 0 < r<1 ist darstellbar durch ein unendliches Produkt 

mit natUrlichen Zahlen bv, die den Ungleichungen 

bv + 1 - 1;;;;;: (bv- 1}2, bv;;;;;: 2 

genugen. 

Zum Beweise stellen wir R = r-1 nach Satz 4 dar: 

mit 
av+1 ;;;;;: av2 ;;;;;: 1. 

Wir setzen nun 

bv = 1 + av 

und beachten, daB 

( 1) ( 1 ) a. + 1 av + 1 - 1 
1 + av 1 - av + 1 = -a-,-. av + 1 = 1 

ist. Danach haben wir 

also 

und die Ungleichungen (53) folgen aus (55). 

(52) 

(53) 

(54) 

(55) 

(56) 
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III. Die Anfiinge der Mengenlehre 

1. Abzlihlbare Mengen 

Im Jahre 1872 traf Georg Cantor bei einer Reise in die Schweiz mit dem 
Braunschweiger Mathematiker Richard Dedekind zusammen. Diese zufallige 
Begegnung war fiir beide Forscher bedeutsam. Es entstand zwischen den 
heiden ein Schriftwechsel, der uns heute zuganglich ist 24} und die Ent­
stehung der grundlegenden Ergebnisse der Mengenlehre erkennen laBt. 

Am 29. November 1873 schreibt Cantor an Dedekind einen Brief, in dem er 
die bedeutsame Frage nach der Moglichkeit einer eindeutigen 25) Zuordnung 
zwischen der Menge (n) der natiirlichen und der Menge (x) der reellen 
Zahlen stellt: 

,Man nehme den Inbegriff aller positiven ganzzahligen Individuen n und 
bezeichne ihn mit (n); ferner denke man sich etwa den Inbegriff aller pcsi­
tiven reellen ZahlgroBen x und bezeichne ihn mit (x); so ist die Frage ein­
fach die, ob sich (n) dem (x) so zuordnen lasse, daB zu jedem Indiviuum 
des einen Inbegriffs ein und nur eines des anderen gehort? Auf den ersten 
Anblick sagt man sich, nein, es ist nicht moglich, denn (n) besteht aus 
discreten Theilen, (x) aber bildet ein Continuum; nur ist mit diesem Ein­
wande nichts gewonnen und so sehr ich mich auch zu der Ansicht neige, 
daB (n) und (x) keine eindeutige Zuordnung gestatten, kann ich doch den 
Grund nicht finden und urn den ist mir zu thun, vielleicht ist er ein sehr 
einfacher." 

Cantor weiB, daB man (n) der Menge (Cantor schreibt hier noch: ,dem In­
begriff") (plq) aller positiven rationalen Zahlen eineindeutig zuordnen kann. 
Es sei 

,nicht schwer zu zeigen, daB sich (n) nicht nur diesem Inbegriffe, sondern 
noch dem allgemeineren 

(antr n, •.• n.) 
eindeutig zuordnen lli.Bt, wo n1, n2, ••• n. unbeschriinkte positive ganz­
zahlige Indices in beliebiger Zahl v sind." 

24) Einige besonders wichtige Briefe finden sich in Cantors gesammelten Werken 
([A 41] bzw. [W] S. 443-451), die anderen in der Veroffentlichung [B 8] von 
E. Noether und J. Cavailles (zitiert im folgenden mit [CD]). 

26) Bei Cantor ist von eindeutiger Zuordnung die Rede. Gemeint ist offenbar die 
umkehrbar eindeutige (eineindeutige) Zuordnung. 
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Der Nachweis, daB die Menge der rationalen Zahlen abzahlbar sei, wird 
heute meist in den einfiihrenden Vorlesungen den Studenten der ersten 
Semester vorgetragen. Cantor selbst hat die Abzahlung der positiven ratio­
nalen Zahlen z. B. in einem Brief 26) an F. Goldscheider vom 18. Juni 1886 
durchgefiihrt. Er gibt da Beispiele fiir wohlgeordnete Mengen und erwlihnt 
dabei 

,die Menge aller positiven rationalen Zahlen in folgender Anordnung: 

(i~ ~~ f, }/ i~ ~I~~%/ i~ ~~ il ~~~I ~I ~I%~ f, •••). 
Das Gesetz der Anordnung ist hier dieses, daJS von zwei in der irreduciblen 
Form genommenen Rationalzahlen min und m'/n', die erstere einen niede­
ren oder hoheren Rang als die andere erhalt, je nachdem m + n kleiner 
oder groJSer als m' + n'; ist aber m + n = m' + n' so richtet sich die Rang­
bezeichnung nach der GroBe von m und m'." 

Die Antwortbriefe Dedekinds liegen uns leider nicht mehr vollstandig vor. 
So miissen wir seine Auffassung den Antworten Cantors entnehmen. Dede­
kind sieht sich nicht imstande, die Frage seines Briefpartners zu beantworten. 
Cantor berichtet in seinem Brief vom 2. Dezember 1873, daB er sich dieses 
Problem schon vor Jahren gestellt habe und sich ,stets im Zweifel dariiber 
befunden habe, ob die Schwierigkeit, welche sich mir bot, eine subjektive 
sei oder ob sie an der Sache hafte". 

Die Antwort Dedekinds zeigt ihm, daB die Schwierigkeiten offenbar in der 
Sache liegen. 

Interessant ist uns heute, daB beide Briefpartner die Fragestellung nicht fiir 
besonders wichtig hielten. Cantor schreibt (in dem schon zitierten Brief vom 
2. Dezember 1873): 

,Obrigens mochte ich hinzufiigen, daJS ich mich nie ernstlich mit ihr be­
schaftigt habe, wei! sie kein besonders practisches Interesse fiir mich hat 
und ich trete Ihnen ganz bei, wenn Sie sagen, daJS sie aus diesem Grunde 
nicht vie! Miihe verdient. Es ware nur schon, wenn sie beantwortet werden 
konnte; z. B., vorausgesetzt daJS sie mit nein beantwortet wiirde, ware 
damit ein neuer Beweis des Liouvilleschen Satzes geliefert, daJS es trans­
cendente Zahlen giebt." 

Spater ist Cantor von der Bedeutung seiner Untersuchungen durchaus (und 
wir meinen: mit Recht) iiberzeugt gewesen. Im Jahre 1873 meinte er aber 
noch, daB die Fragestellung ,nicht viel Miihe verdient". Ihm waren seine 
Untersuchungen iiber die reellen Zahlen, die Fourierschen Reihen und die 
Zahlsysteme wichtiger. 

26) Der vollstandige Brief ist in [B 6] abgedruckt (5. 83 ff.). 
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Aus den Aufzeichnungen Dedekinds ([CD] S. 18) erfahren wir, daf5 Richard 
Dedekind in seiner Antwort auf den Brief vom 29. November den Satz "aus­
gesprochen und vollstandig bewiesen" habe, daf5 "sogar der Inbegriff aller 
algebraischen Zahlen sich dem Inbegriffe (n) der natiirlichen Zahlen zu­
ordnen laf5t". 

Algebraische Zahlen: Das sind jene Zahlen, die Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung 

{1) 

mit ganzzahligen Koeffizienten av sind. Dedekind legt Wert auf die Fest­
stellung, daf5 sein Beweis tiber die Abzahlbarkeit alle algebraischen Zahlen 
umfaf5t, nicht nur die reellen 27). Er definiert den Begriff der Hi:ihe h einer 
algebraischen Zahl x durch 

h = n - 1 + I a0 I + I a1 I + ... + I an 1- {2) 

Dabei sind die av die Koeffizienten der zur algebraischen Zahl x gehorenden 
Gleichung {1). 

Da die Koeffizienten av ganze Zahlen sind, gehoren zu jeder Hohe h offen­
bar nur endlich viele algebraische Zahlen. Man kann sie also numerieren 
( 11abzahlen"), d. h. eineindeutig auf die Menge der natiirlichen Zahlen ab­
bilden. 

Dabei kann man (nach dem Vorschlag von Dedekind) alle algebraischen 
Zahlen umfassen (auch die komplexen) oder aber (wie es Cantor in seiner 
Arbeit 28) in Crelles Journal 77 tut)_ sich auf die reellen algebraischen Zahlen 
beschranken. Diese Beschrankung wird bedeutsam, wenn man die von 
Cantor bewiesene (siehe S. 29 ff.) Tatsache dazunimmt, daf5 die Menge aller 
reellen Zahlen nicht abzahlbar ist. Es ergibt sich dann ein neuer Beweis fiir 
die Existenz transzendenter 29) Zahlen und dariiber hinaus die Einsicht, daf5 
die Menge der transzendenten Zahlen nicht abgezahlt werden kann. 

Die bisherigen Ergebnisse des Briefwechsels zwischen Cantor und Dedekind 
kann man als Erganzungen jener Paradoxien des Unendlichen deuten, die 
schon Balzano in seiner Schrift [C 6] vom Jahre 1852 zusammengestellt 

27) Cantor beschrankt sich in seiner ersten mengentheoretischen Publikation 
([W] 5. 116) auf die reellen algebraischen Zahlen. 

2B) [W] 5. US ff. Man kann vermuten, daB der Beweis fiir die Abzahlbarkeit der 
algebraischen Zahlen unabhangig voneinander von Dedekind und Cantor ge­
funden worden ist. 

29) Reelle Zahlen, die nicht algebraisch sind, heiBen transzendent. 
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hatte. Die Menge 30) N der naturlichen Zahlen ist in der Menge Ra der ratio­
nalen Zahlen echt enthalten, und Ra wiederum ist ein echter Teil der 
Menge Ar der reellen algebraischen Zahlen. Trotzdem kann man Ra und Ar 
eineindeutig auf N abbilden! Das Unendliche ist also ,ein weites Feld", und 
man mu!S sich huten, die fur endliche Mengen und fur Zahlen ublichen 
Schlu!Sweisen auf unendliche Mengen zu ubertragen. Die Cantorsche Schlu!S­
weise prazisiert zwar die bekannten Paradoxien (und gibt neue dazu), aber 
sie scheint doch eine Resignation in bezug auf eine ,Mathematik des Un­
endlichen" zu bestatigen. 

2. Die Nidttabzahlbarkeit der Menge der reellen Zahlen 

Aber dann gelang Cantor der Beweis, da!S die Menge Reder reellen Zahlen 
nicht abzahlbar ist. Die eineindeutige Zuordnung erwies sich damit als ein 
Mittel, Unterscheidungen im Unendlichen festzustellen. Wir durfen diesen 
wichtigen Beweis als die Grundlegung der Mengenlehre ansehen. Auch 
Dedekind erkannte die Bedeutung der Cantorschen Deduktion. Er notiert 
daruber ([CD] S. 18): 

,Die von mir ausgesprochene Meinung, daB die erste Frage 31) nicht zu 
viel Miihe verdiene, weil sie kein besonders praktisches Interesse habe, 
ist durch den von Cantor gelieferten Beweis fiir die Existenz transcenden­
ter Zahlen (Crelle Bd. 77) schlagend widerlegt." 

Es ist heute ublich, den Cantorschen Satz mit Hilfe des ,Diagonalverfah­
rens" 32) zu beweisen. Sein erster Beweis ([W] S. 117) war noch etwas um­
standlicher. Wir haben uns zwar vorgenommen, die Cantorschen Ergebnisse 
in einer modernen und Ieicht lesbaren Form darzustellen; wir wollen aber 
fur die fruhen Arbeiten Cantors zur Mengenlehre von diesem Grundsatz 
abweichen. Wenn es heute ublich wird, die ganze Mathematik als ,Mengen­
lehre" zu deuten 33), so sollte man den ,Geburtstag" der Mengenlehre ent­
sprechend wurdigen. Die erste Fassung des Cantorschen Beweises findet 

30) Cantor spricht anfangs vom ,Inbegriff" (n) der natiirlichen, (x) der reellen 
Zahlen. Wir benutzen hier und spater groJSe lateinische Buchstaben fiir Mengen 
(,Inbegriffe"). 

31) Die Frage nach der eineindeutigen Abbildung von Re auf N. 
32) Vgl. dazu S. 85 f. Den Beweis der Nichtabzahlbarkeit des Kontinuums nach 

dem Diagonalverfahren findet man z. B. in meinen ,Wandlungen des mathe­
matischen Denkens", S. 31. 

sa) Naheres dariiber Kap. XV. 
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sich nicht in seinen gesammelten Werken. Sie steht in Cantors Brief an 
Dedekind vom 7. Dezember 1873 ([CD] 5. 14-15). Wir zitieren: 

30 

,Man nehme an, es konnten aile positiven Zahlen co < 1 in die Reihe ge­
bracht werden: 

(I) 

Auf w1 folgend sei wa das nachst groBere Glied, auf dieses folgend cop 
das nachst groBere, u.s. f. Man setze: (.1}1 = w11, Wa = w12, Wp = w18 u.s. f. 
und hebe aus (I) die unendliche Reihe aus: 

In der iibrig bleibenden Reihe werde das erste Glied mit w21, das nachst 
folgende groBere mit w22 bezeichnet, u. s. f. so hebe man die zweite Reihe 
aus: 

Wird diese Betrachtung fortgesetzt, so erkennt man, daB die Reihe (I) sich 
in die unendlich vielen zerlegen laBt: 

W11, W12, W13, • • ·, wln, • · · 

rot.t, w,2, ro2s, ... 'w2n, ... 

coal, col, was, ••• ' wan, •.. 

(1) 

(2) 

(3) 

in jeder von ihnen wachsen aber die Glieder fortwahrend von links nach 
rechts zu; es ist: 

co~< co~+ 1. 

Man nehme nun ein Intervail (p .•• q) so an, daB kein Glied der Reihe (1} 
in ihm liegt; also etwa innerhalb (col ... w12); nun konnten auch etwa 
samtliche Glieder der zweiten Reihe, oder der dritten auBerhalb (p ••. q) 
liegen; es muB jedoch einmal eine Reihe kommen, ich will sagen die kte, bei 
welcher nicht aile Glieder auBerhalb (p ... q) liegen; (denn sonst wiirden 
die innerhalb (p ..• q) liegenden Zahlen nicht in (I) enthalten sein, gegen 
die Voraussetzung); dann kann man ein Intervail (p' ... q') innerhalb 
(p ..• q) fixieren, so daB die Glieder der kten Reihe aile auBerhalb des­
selben liegen; von selbst verhalt sich dann (p' .•. q') in gleicher Weise in 
bezug auf die vorhergehenden Reihen; im weiteren Verlaufe muB jedoch 
eine k'te Reihe erscheinen, deren Glieder nicht samtlich auBerhalb 
(p' ... q') liegen und man nehme dann innerhalb (p' .•. q') ein drittes 
Intervall (p" ... q") an, so daB aile Glieder der k'ten Reihe auBerhalb des­
selben liegen. 

So sieht man, daB es moglich ist, eine unendliche Reihe von Intervallen 
zu bilden: (p •.• q}, (p' • .• q'), (p" ..• q") ... , 
von denen jedes die folgenden einschlieBt und die zu unseren Reihen sich 
wie folgt verhalten: 



Die Glieder der 1ten, zten, •.• k - 1 ten Reihe liegen auBerhalb (p .. . q). 

Die Glieder der kten. • . k' - 1 ten Reihe liegen auBerhalb (p' . .. q'). 

Die Glieder der k'ten • • . k" - 1 ten Reihe liegen auBerhalb (p" ... q"). 

Es liillt sich nun stets wenigstens eine Zahl, ich will sie TJ nennen, denken, 
welche im Innem eines jeden dieser Intervalle liegt; von dieser Zahl TJ, 

welche offenbar ~ ~~ sieht man rasch, daB sie in keiner unserer Reihen ent­
halten sein kann. So wiirde man von der Voraussetzung ausgehend, daB 

alle Zahlen ~ ~ in (I) enthalten seien, zu dem entgegengesetzten Resultate 

gelangt sein, daB eine bestimmte Zahl TJ ~ ~ nicht unter (I) zu finden sei; 
folglich ist die Voraussetzung eine unrichtige gewesen." 

Dedekind begliickwiinscht seinen Briefpartner am nachsten Tag schon zu 
seinem schonen Erfolg und macht einige Vorschlage zur Vereinfachung des 
Beweises. Sie sind ,fast wortlich" von Cantor in seine Veroffentlichung in 
Crelles Journal ([W] 5. 117) iibernommen worden. 

3. Die Abbildung des Quadrats auf die Stred<e 

Nach seinen ersten Erfolgen stellte sich Cantor neue, kiihnere Probleme. In 
seinem Brief an Dedekind vom 5. Januar 1874 stellte er die folgende Frage: 

,Ui.Bt sich eine Flli.che (etwa ein Quadrat mit EinschluB der Begrenzung) 
auf eine Linie (etwa eine gerade Strecke mit EinschluB der Endpunkte) 
eindeutig beziehen, so daB zu jedem Puncte der Flliche ein Punct der Linie 
und umgekehrt zu jedem Puncte der Linie ein Punct der Flli.che gehort? 

Mir will es im Augenblick noch scheinen, daB die Beantwortung dieser 
Fragen, - obgleich man auch hier zum Nein sich so gedrli.ngt sieht, daB 
man den Beweis dazu fast fiir iiberfliissig hal ten mochte,- groBe Schwierig­
keiten hat." 

Der Beweis, an den Cantor denkt, ist offenbar eine exakte Begriindung fiir 
ein Nein als Antwort auf die gestellte Frage. Den Beweis halt er ,fast fur 
iiberfliissig", und ein Berliner Kollege bestarkt ihn in dieser Ansicht ([CD] 
5. 21, Brief vom 18. Mai 1874): 

, ... Wenn Sie gelegentlich mir darauf antworten wollten, so ware es mir 
lieb, von Ihnen zu horen, ob Sie an der im Januar Ihnen mitgetheilten 
Frage hinsichtlich der Zuordnung einer Flli.che und einer Linie dieselbe 
Schwierigkeit finden, wie ich, oder ob ich damit einer Tli.uschung mich hin­
gegeben habe; in Berlin wurde mir von meinem Freunde, dem ich dieselbe 
Schwierigkeit vorlegte, die Sache gewissermaBen als absurd erklli.rt, da es 
sich von selbst verstiinde, daB zwei unabhli.ngige Verli.nderliche sich nicht 
auf eine zuriickfiihren lassen." 
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Erst nach drei Jahren, am 20. Juni 1877, findet sich im Briefwechsel mit 
Dedekind wieder ein Hinweis auf die Fragestellung vom Januar 1874. Dies­
mal aber bietet Cantor seinem Freunde einen Beweis fiir ein Tal Obgleich er 
,jahrelang das Gegenteil fur richtig gehalten" habe, liefert er jetzt seinem 
Briefpartner den Beweisansatz fiir ein la als Antwort fiir die folgende (all­
gemeinere) Frage: 

,Seien x1, x2, ••• xu (2 unabhlingige verlinderliche reelle GroJSen, von denen 
jede aile Werthe annehmen kann die ;:;: 0 und ;;;;; 1. Sei y eine (2 + 1te ver-

linderliche reelle GroBe mit dem gleichen Spielraum (y ~ ~). 
1st es alsdann moglich die (2 GroBen x1, x2, ••• x0 der einen y so zuzuord­
nen, daB zu jedem bestimmten Wertsystem (x1, x2, ••• x0 ) ein bestimmter 
Werth y und auch umgekehrt zu jedem bestimmten Werth y ein und nur 
ein bestimmtes Werthsystem (x1, x2, ••• x0 ) gehort?" 

Fiir (! = 2 haben wir damit wieder das alte Problem: Kann man die Menge 
der Punkte eines Quadrates (etwa mit den Koordinaten x1 und x2, 
0 ~ x, ~ 1) auf die Menge der Punkte einer Strecke (etwa mit den Koordi­
naten y, 0 ~ y ~ 1) umkehrbar eindeutig abbilden? 

Das la auf diese Frage begriindet Cantor denkbar einfach. Wenn wir uns 
auf den Fall (! = 2 beschranken und die Koordinaten x. (Y = 1, 2) und y 
durch Dezimalbriiche 

Xv = 0, al (v) a2(v) aa(v) ... , Y = 1, 2; y = 0, bl b2 ba ... 

darstellen, so lautet sein Vorschlag: 

Man nehme die folgende Zuordnung vor: 

{0, al(I) a2(I) as(I) • • ·} (I) (2) (I) (2) (I) (2) 
(2) (2) (2) +----* 0, a1 a1 a2 a2 as as ... 

0, a1 a2 as ... 

man setze also 84): 

b2n-I = an(I), b2n = an<2>. (4) 

Dedekind nennt in seiner Antwort den Cantorschen Beweis eine ,inter­
essante SchluBfolgerung" und macht einen Einwand, von dem er annimmt, 
daB Cantor ihn vielleicht werde entkraften konnen. Er weist zunachst darauf 
hin, daB die Darstellung der reellen Zahlen durch Dezimalbriiche ja nicht 
eindeutig sei. Fiir rationale Zahlen (mit den Nennern 2a • sb) hat man die 
Darstellung durch einen endlichen oder durch einen unendlichen Bruch, z. B. 

34) Auf diese Weise wird z. B. dem Quadratpunkt P mit den Koordinaten (1/3; 

y2- 1) = (0,333 ... ; 0,4142 ... ) der Punkt Q mit der Koordinate 
y = 0,34313432 ..• zugeordnet. 
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3/1o = 0,3 = 0,29999 ... Hier kann man sich helfen, indem man grundsatz­
lich die Darstellung durch den unendlichen Dezimalbruch wahlt. Dann ist 
die Zuordnung der Zahlen zu den Briichen eineindeutig. 

Aber nun entsteht folgende Schwierigkeit. Es sei Q der Punkt unserer 
Strecke mit der Koordinate 

y = 0,2304070707 ... 

Versucht man, diesem Punkt Q einen Punkt P des Quadrats zuzuordnen, 
so kommt man auf den Punkt mit den Koordinaten 

x1 = 0,2, x2 = 0,347777 ... 

Der Dezimalbruch 0,2 ist aber als endlicher Bruch nicht ,zulassig". Schreiben 
wir statt dessen x1 = 0,199999 ... Zu diesem x1 (und x2 = 0,3477 ... ) gehort 
aber 

y* = 0,13949797 ... 

Der Punkt P der der Koordinate y = 0,230407707 ... wird also bei der von 
Cantor vorgeschlagenen Zuordnung iiberhaupt nicht erfaBt. Das Gleiche 
gilt offenbar fiir alle jene Punkte mit Koordinaten y, bei denen in 
y = 0, b1 b2 b8 ••• bk+2n = 0 ist fiir irgendein k und n = 0, 1, 2, 3, ... (oder 
auch bk+2n+l = 0 fiir n = 0, 1, 2, 3, ... ). 

Cantor gibt seinem Freunde (auf einer Postkarte vom 23. Juni 1877) sofort 
Recht mit seinem Einwand. Aber er erkennt auch, daB er ,gewissermaBen 
mehr" als in seiner Absicht lag erreicht habe. Er hat ja eine umkehrbare 
eindeutige Abbildung zwischen der Menge 35) P der Punkte des Quadrats 
und einer T eilmenge Q' der Menge Q der Punkte einer Strecke hergestellt. 
Dabei ist die Menge Q- Q' der ,Ausnahmepunkte" 36) offenbar abzahlbar. 
Spater hat Cantor in seiner ,Mengenlehre" allgemeine Satze bewiesen iiber 
die eineindeutige Zuordnung unendlicher Mengen. Daraus ergibt sich dann 
sehr leicht, daB eine eineindeutige Abbildung zwischen P und Q moglich 
sein mug, wenn sie zwischen P und Q' hergestellt werden kann. Vorlaufig 
ist aber die ,allgemeine Mannigfaltigkeitslehre" noch nicht entwickelt. Man 
muB also mit dem speziellen Problem fertig werden und aus der gegebenen 
Abbildung zwischen P und Q' eine solche zwischen P und Q herstellen. 

Noch viel einfacher kommt man zum Ziel, wenn man den urspriinglichen 
Ansatz Cantors ein wenig variiert. Da die von Dedekind herausgefundenen 

85) Mit groBen lateinischen Buchstaben (P, Q, R ... ) bezeichnen wir Mengen. Fiir 
die Punkte steht P, Q, ... 

38) Q - Q' ist die Menge der Punkte, die zwar zu Q, nicht aber zu Q' gehoren. 
Vgl. S. 36. 

3 Meschkowski, Cantor 33 



Schwierigkeiten durch die Nullen in der Dezimalbruchentwicklung zustande 
kommen, muB man sie ,unschadlidt" machen. Das kann so gesdtehen: Man 
faBt die Ziffern im Dezimalbrudt zu ,Zifferbli:icken" zusammen. Die etwa 
auftretenden Nullen bilden mit den nadtfolgenden Ziffern einen ,Block". 
Im iibrigen sind aile Ziffern fur sich selbst ein Zifferblock. Wir charakteri­
sieren die Bli:id<e durch eingefiigte Striche: 

o, 131 o41 ooosl6l7lsl 09lsl ... 
Nimmt man jetzt nach dem auf 5. 32 geschilderten Verfahren die Zuord­
nung der Zifferbli:icke (statt der Ziffern) vor, so kann man die gewiinschte 
eineindeutige Zuordnung von P und Q erhalten. 

In der Geschichte der Wissenschaft wird aber sehr oft nicht der einfachste 
Weg zuerst gefunden. So war es auch hier. Cantor wollte sein Ziel durdt 
Fortsetzung des eingeschlagenen Weges erreichen. Er hatte die Menge P auf 
eine Teilmenge Q' von Q abgebildet 3i). Wenn es jetzt noch gelang, Q' auf Q 
selbst abzubilden, dann war das Problem geli:ist. 

Zunachst entschloB sich Cantor, von der Darstellung durch Dezimalzahlen 
zu der durch Kettenbruche iiberzugehen 38). Es ist bekannt, daB man jede 
irrationale Zahl X, die der Ungleidtung o<x<l geniigt, auf genau eine 
Weise durch einen unendlichen Kettenbruch 

1 
x = (av a2, aa .. . ) = al + 1 

a 2 + 1 

as+ 

(5) 

darstellen kann mit natiirlichen Zahlen av. In Analogie zu (3) kann man nun 
einem Punkte P des Quadrates (0 ;;;;; x1 ;$ 1, 0 ;;;;; x2 ;;;;; 1) mit irrationalen 
Koordinaten einen Punkt Q der Strecke 0 ~ y;;;;; 1 (wieder mit irrationalen 
Koordinaten) zuordnen: 

{(al (I), a2<1l · · .)} ( (1) (2) (1) (2) ) 
( (2) <2> ) ~ a1 , a1 , a2 , a2 ••• a1 , a2 ... 

(6) 

37) Abbildung soil im folgenden immer eineindeutige Abbildung bedeuten, 
wenn es nicht ausdriiddich anders gesagt wird. 

38) Da die Menge der ,Ausnahmepunkte" fiir die Darstellung durch unendliche 
Dezimalbriiche (im Sinne von S. 32) abzahlbar ist, hatte Cantor die Einfiih­
rung der Kettenbriiche nicht notig gehabt. Dber die Kettenbriiche s. z. B. 
Perron: lrrationalzahlen. 
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Man erhiilt dann also den Kettenbruch y = (b1, b2, b3 ••• ) durch die Zu­
ordnung (4). 

Es sei l (0; 1) die Menge der irrationalen Zahlen zwischen 0 und 1. Wenn es 
gelingt, l (0; 1) auf die Menge Re (0; 1) aller reellen Zahlen zwischen 0 
und 1 abzubilden, dann ist auch die Abbildung des Quadrats auf die Strecke 
gesichert. 

Zur bequemen Formulierung seiner Aussagen fiihrt Cantor den Begriff der 
Miichtigkeit von Mengen 39) ein. Zwei Mengen A und B heiBen iiquivalent 
oder von gleicher Miichtigkeit, wenn es eine eineindeutige Abbildung 
zwischen den Elementen von A und B gibt, im Zeichen: A ...... B. Sind N, Ra, 
Ar die Mengen der natiirlichen, der rationalen bzw. der (reellen) algebrai­
schen Zahlen, so gilt nach den bisherigen Ergebnissen 

N --...Ra, N --...Ar. 

Aus der Definition der Aquivalenz ergibt sich sofort, dag diese Relation 
symmetrisch, reflexiv und transitiv ist; d. h. es gilt 4°) 

A-B~B-A; A-A; 
(A ...... B) 1\ (B ...... C)=} A ...... C. (7) 

Es sei nun {en} eine monoton wachsende Folge irrationaler Zahlen, fur die 

(8) 
n~oo 

ist; als ein Beispiel erwiihnt Cantor die Folge der Zahlen en 
= 1- y2. · z-n. Wieder sei l (0; 1) die Menge der irrationalen Zahlen 
zwischen 0 und 1, ]* die Menge der irrationalen Zahlen zwischen 0 und 1, 
die nicht zur Folge {en} gehoren. Wir haben dann 41) 

l (0; 1) = ]* v {en}. (9) 

Es sei weiter {ipn} die Folge der rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 (einschl. 
0 und 1) in der tiblichen auf Seite 90 erwahnten Abzahlung, also 

rp1 = 0, rp2 = 1, rp3 = i, rp4 = i, rp5 = i, rp6 = !, ... 

19) Cantor spricht in seiner ersten Arbeit von Inbegriffen, spater von Mannig­
faltigkeiten, dann von Mengen. Wir fiihren gleich diese heute iibliche Bezeich­
nung ein. 

40) Ober die Bedeutung der logischen Zeichen=}, usw. siehe z. B. das Mathema­
tische Begriffsworterbuch des Verfassers, BI-Hochschultaschenbuch 99-99 a. 

41) A v B ist die Vereinigungsmenge von A und B. Sie umfaBt genau die Elemente, 
die zu A oder B gehOren. 
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Dann kann man durd:t die Zuordnung 

(10) 

eine eineindeutige Zuordnung der heiden Folgen {q;,} und {en} vollziehen. 
Zu der Vereinigungsmenge 

J• = J* v {cpn} 

gehoren dann aile reellen Zahlen des (abgeschlossenen) Intervalls 42) [0; 1] 
mit Ausnahme der Punkte der Folge {en}. Es gilt dann 

l• = J* v {rpn} ~ J (0; 1) = J* v {en}. (11) 

Zum Nachweis dieser Aquivalenz (11) haben wir nur die Elemente von 7* 
sich selber, die der Folge {q;n} denen der Folge {en} nach (10) zuzuordnen. 

Die Menge der irrationalen Zahlen zwischen o und 1 ist also aquivalent der 
Menge aller Zahlen zwischen 0 und 1 ohne die "Ausnahmezahlen" en. 

Zur bequemen Formulierung der weiteren Schritte fiihren wir einige Bezeich­
nungen ein, die sich heute in der modernen Mengenlehre durchgesetzt haben. 

a E A (12) 

bedeutet: a ist Element der Menge A. a.~ A heil5t entsprechend: a gehort 
nicht zur Menge A. A X B ist die Menge der Paare (a, b) mit a E A, b E B 
Ist z. B. A die Menge der Zahlen 1 und 2, B die der Zahlen 3 und 4, also 

A= {1,2}, B= {3,4}, 
so ist 

A X B = {(1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4)}. 

Entsprechend bedeutet l (0; 1) X l (0; 1) die Menge der Paare irrationaler 
Zahlen (a, b) mit o<a<1, o<b<1. 

Schlie.ISlich bezeichnen wir noch mit A - B die Menge der Elemente, die zwar 
zu A, nicht aber zu B gehoren. Mit den Symbolen der formalen Logik kann 
man diese Definition so schreiben : 

A- B ={xI x E A 1\ x ~B). (13) 

Das liest man so: A- B ist die Menge der Elemente x, fiir die x E A richtig, 
x E B aber falsch ist. 

Mit dieser Terminologie konnen wir fiir 7* auch schreiben 

l• = [0; 1]- {en}. (14) 

42) [a; b] ist die Menge aller reellen Zahlen, die den Ungleichungen a;::;; x;::;; b 
geniigen. 
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Nach (11) und der Definition fiir J* gehoren ja zu ]• in der Tat gerade alle 
reellen Zahlen zwischen 0 und 1 (einschlieJSlich 0 und 1) mit Ausnahme 
der ,Ausnahmezahlen" fn. 

Cantor beweist nun die wichtige Aquivalenz 

]* ~ [0; 1]. (15) 

Sie besagt, daJS die Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 ,mit abzahl­
bar vielen Ausnahmezahlen" der Menge ohne Ausnahmezahlen einein­
deutig zugeordnet werden kann. 

Nehmen wir fiir den Augenblick einmal dieses Ergebnis vorweg. Dann 
konnen wir weiter so schlieJSen: Aus (15), (11) und (7) folgt 

[0; 1] ~] (0; 1): (16) 

Die Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 ist der Menge der irratio­
nalen Zahlen zwischen 0 und 1 iiquivalent. Durch die Zuordnung (6) ist aber 
die Aquivalenz der Menge der Quadratpunkte mit irrationalen Koordinaten 
und der Menge der Streckenpunkte mit irrationalen Koordinaten gesichert. 
Wir konnen sie als eine A us sage iiber die Koordinaten auch so formulieren: 

] (0; 1) X] (0; 1) ~] (0; 1). 

Aus (17) und (16) folgt aber sofort 

[0; 1] X [0; 1] ~ [0; 1]. 

(17) 

(18) 

Die Menge der Punkte des (abgeschlossenen) Quadrats 0;;;; x1 ;;;; 1, 0;;;; x2 ;;;; 1 
ist der Menge der Punkte der abgeschlossenen Strecke 0 ;:S; y;;;; 1 iiquivalent. 

Urn unseren Beweisgang zu schlieJSen, haben wir nur noch (15) zu be­
weisen. 

Zum Beweis von (15) konstruiert nun Cantor eine Zuordnung eines ab­
geschlossenen Intervalles [a; b] auf ein halboffenes 43 ) Intervall [a; b]. Es 
geniigt offenbar, die Moglichkeit einer solchen Abbildung fiir das Interval! 
[0; 1] nachzuweisen. Dazu betrachten wir die Funktion x-+ y (x): 

y (x) =-X+ 2- 2-n- 2-n-1 
y (1) = 1. 

•s) :r E(a; b] 8a<x:;;;; b, 
:r E (a; b) 8 a< :r < b, 
:r E [a; b) 8 a:;;;; :r <b. 

fiir 1-2-11 ;;;; x<1- 2-n-t, 
n = 0, 1, 2, ... (19) 

37 



Offenbar ist (vgl. Abb. 1) 

y (o) =J, y (!) = t, y m = ~, ... , 
und fiir kein x des Intervalles [0; 1] wird y (x) = 0. Die Umkehrfunktion 
y-+ x (y) ist dann durch 

X (y) = - y + 2 - 2-n - 2-n-1 
X (1) = 1 n = 0, 1, 2, ... , 

(19') 

gegeben. y-+x (y) bildet (0; 1] auf [0; 1] ab, und x-+y (x) leistet die um­
gekehrte Zuordnung. Durch eine geeignete lineare Transformation gewinnt 
man entsprechend 

(a; b] ...._ [a; b]. 

Ist c ein auBerer Punkt von [a; b ], so folgt a us (20) weiter: 

(a; c)= (a; b] v (b; c)...._ [a; b] v (b; c)= [a; c), 
also 

y 
1 

i 
3 
7; 

t Abb.l 

(20) 

(20') 

]edes offene Intervall (a; c) ist dem entsprechenden halboffenen Intervall 
[a; c) iiquivalent. 

Mit diesen Ergebnissen konnen wir Ieicht die noch offene Aquivalenz (15) 
beweisen. Die Menge l• setzt sich ja nach der Definition (14) aus einer Folge 
von Intervallen und der Zahl1 zusammen: 

(21} 

Nach (20') ist aber (e.; Bv+ 1) ...._ [Evi Ev+ 1) fiir alle Nummern Y und daraus 
folgt dann in der Tat {15). 
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Damit ist bewiesen: 

Die Menge der Punkte des Quadrats (0;;::;; x1 ;;::;; 1, 0;;::;; x2 ;;::;; 1) ist iiquivalerzt 
der Menge der Punkte der Strecke (0;;::;; y;;::;; 1). 

Natiirlich kann man die Dberlegungen Ieicht auf n Dimensionen verallge­
meinern. Cantor formuliert sein Ergebnis ([W] 5. 132) so: 

Sind x1, x2, ••• , Xn n voneinander unabhiingige, veriinderliche reelle GrofSen, 
von denen jede alle Werte, die :2; 0 und ;;::;; 1 sind, annehmen kann, und ist t 
eine andere Veriinderliche mit dem gleichen Spielraum (0;;::;; t;;::;; 1)1 so ist es 
moglich, die eine Gro[Se t dem System der n Gro[Sen X 11 x21 ... 1 Xn so zuzu­
ordnen1 daf3 zu jedem bestimmten Wert von t ein bestimmtes Wertsystem 
x11 X21 ... 1 Xn und umgekehrt zu jed em bestimmten Wertsystem X11 X21 ... 1 Xn 

ein gewisser Wert von t gehort. 

Daraus folgt die noch allgemeinere Fassung: 

Zwei stetige Mannigfaltigkeiten, die eine von n, die andere von m Dimensio-

nen1 wo n 2': m1 haben gleiche Machtigkeit. 
< 

Nach einigen Monatenl am 23. Oktober 18771 teilt Cantor seinem Freund 
Dedekind einen wesentlich kiirzeren Beweis fiir den entscheidenden Satz 
seiner Deduktion mit. Er beweist die Aquivalenz (16) jetzt einfacher so: 

Es sei {nJ irgendeine Folge irrationaler Zahlen des Intervalles [0; 1] 1 z. B. 

{n.} = {zl-vL H die Menge der Irrationalzahlen des Intervalles [0; 1], die 
nicht zur Folge {n.} gehoren1 {tp.} wieder die Folge der rationalen Zahlen 
des Intervalles [0; 1] in der iiblichen Abzahlung. Dann ist doch 

[o; 1] = Hu {17.} u {tp.}1 

7 (o; 1) = Hu {17.} = 

= HU {1)2.} U {1)2v+l}. 

Aus (22) unci (22') folgt nun in der Tat {16). 

(22) 

(22') 

In seiner Veroffentlichung in Crelles Journal hat Cantor beide Versionen 
seines Beweises mitgeteilt. Er hat auf die umstandlichere Fassung nicht ver­
zichtet1 weil die dabei benutzten Hilfssatze "an sich von Interesse sind". 

Cantor ist sich durchaus dariiber im klaren1 daB er etwas ,Unglaubliches" 44) 

bewiesen hat. Er berichtet am SchlufS seines Briefes vom 25. Juni 1878 an 

44) In seiner Cantor-Biographie &chreibt Zermelo: ( [W] 5. 458} Cantor habe an 
Dedekind am 20. Juni 1877 seinen Beweis mitgeteilt und hinzugefiigt: ,Je Ie 
vois, mais je ne Ie crois pas". In der Ausgabe des Briefwechsels von Cantor­
Dedekind ([CD]) findet sich dieser Satz allerdings nicht. 
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Dedekind tiber die Haltung mehrerer Kollegen. Etwa zwei Monate davor 
hatte in Gottingen die Hundertjahrfeier fiir Gauf3 stattgefunden, und Cantor 
hatte diese Gelegenheit benutzt, urn anderen Mathematikern die (zu diesem 
Zeitpunkt noch offene !) Frage vorzulegen 45) : 

,LiifSt sich ein stetiges Gebilde von (} Dimensionen, wo (} > 1, auf ein stetiges 
Gebilde von einer Dimension eindeutig beziehen, so daf3 jedem Puncte des 
einen ein und nur ein Punct des anderen entspricht?" 

Keiner sagt J a! 

,Die meisten, welchen ich diese Frage vorgelegt wunderten sich dariiber, 
daB ich sie habe stellen konnen, da es sich ja von selbst verstiinde, daB zur 
Bestimmung eines Punctes in einer Ausgedehntheit von (} Dimensionen 
immer {! unabhangige Coordinaten gebraucht werden. Wer jedoch in den 
Sinn der Frage eindrang, muBte bekennen, daB es zum mindesten eines 
Beweises bediirfe, warum sie mit dem ,selbstverstandlichen" Nein zu be­
antworten sei. Wie gesagt gehorte ich selbst zu denen, welche es fiir das 
Wahrscheinlichste hielten, daB jene Frage mit einem Nein zu beantworten 
sei, - his ich vor ganz kurzer Zeit durch ziemlich verwickelte Gedanken­
reihen zu der Oberzeugung gelangte, daB jene Frage ohne aile Einschrlin­
kung zu bejahen ist. Bald darauf fand ich den Beweis, welchen sie heute 
vor sich sehen." 

Cantors Satz ist also ein schones Beispiel fiir eine mathematische Paradoxie, 
fiir eine wahre Aussage also, die dem Ungeschulten falsch zu sein scheint. 
Und in bezug auf die Probleme der Mengenlehre waren damals aile Mathe­
matiker bestenfalls ,Anfanger". Die Mengenlehre ist reich an den fiir die 
Bildung des Menschen so bedeutsamen Paradoxien. In einer Zeit, in der die 
Philosophen und Theologen oft Paradoxien und Antinomien 46) verwechseln, 
ist die mathematisch saubere Darstellung eines Paradoxons besonders ver­
dienstlich. 

4. Die Wirkung 

Richard Dedekind war von der Cantorschen Beweisfiihrung sehr beeindruckt. 
Er fand keine Liicke im Beweis und begliickwiinschte seinen Briefpartner 
herzlich. Freilich war er nicht ganz einverstanden mit der Konsequenz, die 

45) [CD] S. 33. 
48) Die Begriffe Antinomie und Paradoxie werden gelegentlich synonym gebraucht. 
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man aus dem Cantorschen Satz fur den Dimensionsbegriff ziehen konnte. 
Cantor hatte bemerkt ([CD] S. 34): 

, ... wird der Unterschied, welcher zwischen Gebilden von verschiedener 
Dimensionszahl liegt, in ganz anderen Momenten gesucht werden mussen, 
als in der fur charakteristisch gehaltenen Zahl der unabhangigen Coordi­
naten." 

Dedekind sagt in seiner Antwort zum Dimensionsproblem: 

,Ich glaube nun vorlaufig an den folgenden Satz: ,Gelingt es, eine gegen­
seitige eindeutige und vollstandige Correspondenz zwischen den Puncten 
einer stetigen Mannigfaltigkeit A von a Dimensionen einerseits und den 
Puncten einer stetigen Mannigfaltigkeit B von b Dimensionen andererseits 
herzustellen, so ist diese Correspondenz selbst, wenn a und b ungleich 
sind, nothwendig eine durchweg unstetige." 

Er weist darauf hin, daB die eineindeutige Zuordnung im Cantorschen Be­
weis durch unstetige Funktionen vollzogen wird: 

, ... die Ausfiillung der Lucken zwingt sie, eine grauenhafte, Schwindel 
erregende Unstetigkeit in der Correspondenz eintreten zu lassen, durch 
welche Alles in Atome aufgelost wird, so daB jeder noch so kleine stetig 
zusammenhangende Theil des einen Gebietes in seinem Bilde als durchaus 
zerrissen, unstetig erscheint." 

Am 12. Juli 1877 reicht Cantor seine Arbeit mit dem Titel ,Ein Beitrag zur 
Mannigfaltigkeitslehre" dem Crelleschen Journal ein. Damals brauchte ein 
Autor im allgemeinen nicht lange auf die Publikation einer vorgelegten 
Arbeit zu warten, und so war Cantor verargert, als die Arbeit im November 
immer noch nicht erschienen war. Er fand (in einem Brief an Dedekind), daJS 
sich die Drucklegung in einer fur ihn ,auffallenden und unerklarlichen 
Weise" verzogere und daB die Redaktion spater vorgelegte Arbeiten vor­
ziehe. Er erwagt, seine Arbeit in einem Sonderdruck bei Vieweg herauszu­
bringen. Aber es gelingt Dedekind, ein Zuriickziehen der Arbeit zu ver­
hindern. Unter Hinweis auf eigene Erfahrungen mahnt Dedekind zur Ge­
duld, und schlieBlich erfolgt dann doch noch der Druck im Crelle-Journal, 
wenn auch erst im Jahre 1878. 

Spater hat Cantor erwahnt, daB sein Lehrer WeierstrafS sich fiir die Publi­
kation eingesetzt habe. 

Es ist wahrscheinlich (aber wohl heute nicht mehr sicher nachweisbar), dafS 
die Verzogerung der Veroffentlichung seinen Grund im Widerstand Kron­
eckers gegen die Cantorschen Ideen hatte. 

41 



IV. Beitriige zur T opologie 

1. Die Cantorsdten Definitionen 

In der dritten These seiner Doktor-Dissertation stellt Cantor die Bedeutung 
der richtigen Problemstellung heraus: 

In re mathematica ars proponendi quaestionem pluris facienda est quam 
sol vendi 47). 

Wir wollen hinzufi.igen, dag fi.ir den Aufbau einer mathematischen Theorie 
auch die zweckmaBig formulierten Definitionen von groger Bedeutung sind. 
Viele der heute in der Topologie gebrauchlichen Definitionen gehen auf 
Georg Cantor zuri.ick. Das wird nicht in jedem Lehrbuch dieser heute so be­
deutsamen Disziplin der Mathematik klar: Manche Autoren sind an ge­
schichtlichen Reminiszenzen nicht interessiert. Wenn aber jemand wie z. B. 
Kuratowski den Ursprung der eingefi.ihrten Begriffe notiert, dann wird er 
erstaunlich oft den Namen Cantor zu zitieren haben. 

Es ist keineswegs selbstverstandlich, d~ ein Forscher sich mit seinen Be­
griffsbildungen durchsetzt. Man vergleiche etwa die Definitionen Cantors 
mit denen von Richard Dedekind. Der Freund und Briefpartner Cantors 
war gewig ein hervorragender Gelehrter, dessen Schrift tiber das Wesen der 
Zahlen heute in 10. Auflage vorliegt 48). Aber nicht seine Definition der 
,A.hnlichkeit" von Mengen hat sich durchgesetzt, sondern die Cantorsche. 
Dedekind nennt zwei Mengen iihnlich, wenn man sie eineindeutig auf­
einander abbilden kann. Wir folgen heute Cantor und nennen solche 
Mengen iiquivalent. Den Begriff der Ahnlichkeit kennen wir freilich auch 
heute noch in der Mengenlehre. Aber wir nennen mit Cantor zwei Mengen 
ahnlich, wenn eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Mengen moglich 
ist, die die Ordnung erhiilt (vgl. dazu S. 90ff.). 

Dedekind nennt (5. 4) das System der gemeinsamen Elemente von einer 
Menge von Mengen (A, B, C ... ) die Gemeinheit dieser Mengen; wir be­
nutzen heute mit Cantor die Bezeichnung Durchschnitt. 

Es lag nahe, d~ Cantor sich nach dem Beweis des Paradoxons tiber die 
Quadratabbildung dem Dimensionsproblem zuwenden wiirde. In derTat ver-

47) In der Mathematik ist die Kunst des Fragestellens wichtiger als die des Losens. 
48) Dedekind, R.: Was sind und was sollen die Zahlen? [C 13]. 
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suchte er, mit seiner Arbeit ,Ober einen 5atz aus der Theorie der stetigen 
Mannigfaltigkeiten" die Dedekindsche Vermutung (vgl. 5. 41) zu beweisen, 
die man kurz so formulieren kann: ]ede Abbildung zwischen Punktmengen 
verschiedener Dimension ist unstetig. 

5ein Beweis ist nicht in allen Punkten stichhaltig 49). Der erste vollstandige 
Beweis fiir diesen 5atz wurde von Brouwer geliefert (Math. Ann. 70, 1910, 
5. 161-165). 

Halten wir uns an die weiteren Arbeiten Cantors iiber die ,Punktmannig­
faltigkeiten", die wichtige topologische Definitionen enthalten. Er formuliert 
seine Begriffe fiir lineare Punktmannigfaltigkeiten 50), ,welche also ent­
weder eine kontinuierliche, endliche oder unendliche gerade 5trecke bilden 
oder doch mit allen ihren Punkten in einer solchen als Teile enthalten sind", 
spater auch fiir Punktmengen des n-dimensionalen Raumes. Es ist aber nicht 
schwer, seine Definitionen fiir metrische oder allgemeine topologische 
Raume 51) zu verallgemeinem. 

Die Ableitung P' einer linearen Punktmenge P ist ([W] 5. 139) die Mannig­
faltigkeit aller derjenigen Punkte, welche die Eigenschaft eines Grenzpunktes 
von P besitzen, wobei es nicht darauf ankommt, ob der Grenzpunkt zu­
gleich ein Punkt von P ist oder nicht. 

Der Begriff des Grenzpunktes (Haufungspunktes) findet sich in der be­
kannten Form schon in einer friihen Arbeit Cantors iiber die trigonometri­
schen Reihen ([W] 5. 99). Kuratowski schreibt auch diese Definition Cantor 
zu; sie diirfte aber schon bei seinem Lehrer Weierstra[S vorkommen. Da­
gegen verdanken wir gewHs Cantor die Begriffe der abgeschlossenen, der 
dichten und der in sich dichten Menge: 

Eine Menge heiBt abgeschlossen 52), wenn sie alle ihre Grenzpunkte 
(Haufungspunkte) enthalt. Fiir eine abgeschlossene Menge P ist also stets die 
Ableitung P' in Pals Teilmenge enthalten. 

Eine in einem Intervall [a; b] enthaltene lineare Punktmenge P heiBt in 
[a; b] dicht, wenn jedes Teilintervall von [a; b] noch Punkte von P ent­
halt 53). 

49) Vgl. dazu die Bemerkungen Zermelos ([W] S. 138). 

ao) [W] S. 139. 

51) Siehe dazu z. B. Kuratowski: Topologie, Vol. I [C 26]. 
U) [W] 5. 226, 140, 228. 
53) Natiirlich kann man auch diese von Cantor fiir Intervalle gegebene Definition 

Ieicht auf n-dimensionale Riiume verallgemeinern. 
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Eine Menge M hei.Bt in sich dicht, wenn jeder Punkt von M auch Haufungs­
punkt von M ist. 

Als Beispiele wollen wir die folgenden Mengen betrachten: 

[0; 1) 

Ra[0;1]: 

K (1): 
K [1]: 
F: 

die Menge der reellen Zahlen x mit 0 ~ x ~ 1, 
die Menge der Punkte mit rationalen Koordinaten im Inter­
vall [0; 1] der Zahlengeraden, 
die Menge der Punkte P (x, y) mit x2 + y2 < 1, 
die Menge der Punkte P (x, y) mit x2 + y2 ~ 1, 
die Menge der Punkte der x-Achse mit den Koordinaten 

{ 1, !, !, i, u, ... } . 
Von diesen Mengen sind K [1] und [0; 1] abgeschlossen und in sich dicht; 
Ra [0; 1] ist dicht in [0; 1] und in sich dicht, aber nicht abgeschlossen. K {1) 
ist in sich dicht, aber nicht abgeschlossen. F schlieJSlich ist abgeschlossen, 
aber nicht in sich dicht. 

Wir wollen von den Cantorschen Definitionen noch die des inneren Punktes 
erwahnen ([W] 5. 135): Ein Punkt P heiJSt innerer Punkt einer Punkt­
menge M des n-dimensionalen Raumes Rn, wenn es eine Kugel mit dem 
Mittelpunkt P gibt, deren samtliche Punkte zu M gehoren. Fur lineare 
Punktmengen tritt das symmetrische Intervall an die Stelle der Kugel. Eine 
Menge M des Rn heiJSt offen, wenn aile seine Punkte innere Punkte von M 
sind. Fur den R1 sind die offenen lntervalle Beispiele fiir offene Mengen, 
fiir den R2 die Kreisscheiben x2 + y2 <fl. 

2. Bezeidmungen 

Zur bequemen Formulierung von Aussagen der Mengenlehre fiihren wir 
einige Bezeichnungen ein, die sich heute durchgesetzt haben. Cantor selbst 
hat in einigen Fallen (z. B. fiir die Vereinigungsmenge) noch andere Zeichen 
benutzt 54). 

A = {xI P (x)} (1) 

bedeutet: A ist die Menge derjenigen Elemente x, fiir die die Aussage P (x) 
richtig ist. Bedeutet z. B. Ra wieder die Menge der rationalen Zahlen, so ist 
durch 

A={x/x ERaAo<x<1} (1') 

54) a E A ist auf 5. 36 definiert. Die Definition der logischen Zeichen findet man 
z. B. in meinem Mathematischen Begriffsworterbuch. 
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die Menge der rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 definiert. Statt (1') kann 
man auch schreiben: 

x E A<=;;> x E Ra 1\ 0 < x < 1. (1") 

Die Aussage ,A ist Teilmenge von B" schreiben wir kiirzer so: A ( B. Es 
gilt also 

A ( B <=;;> (a E A:::::} a E B). (2) 

Es erweist sich als zweckmaJSig, in der Mengenlehre auch die ,leere Menge" (/; 
zuzulassen, die Menge also, die keine Elemente enthalt. Sie findet sich schon 
bei Cantor selbst mit dem Zeichen 0 {,eine Menge, die es eigentlich gar 
nicht gibt''). Nach der Definition (2) ist (/; Teilmenge jeder Menge, weil ja 
die Pramisse a E (/; in jedem Fall falsch ist. Nach der Definition der Impli­
kation ist dann a E B wahr fur beliebiges B. 

lm Abschnitt III 3 haben wir schon die Vereinigungsmenge A v B ein­
gefiihrt. Wir wollen diese Definition jet.zt verallgemeinern. Es sei At eine 
Menge von Mengen; dabei ist t E T Element einer gegebenen Menge T, 
und fiir jedes t soll eine Menge At erklart sein 55). Dann ist die Vereinigungs­
menge U At so erklart: 

t 

U At = {a I V a E At}. (3) 
t t 

Zu At gehoren also alle die Elemente, die zu irgendeiner der Mengen At 
gehoren. Entsprechend ist der Durchschnitt n At definiert: 

t 

n At = { a I A a E At). (4) 
t I 

Zum Durchschnitt gehoren danach jene Elemente, die allen Mengen At an­
gehoren. Fiir endliche viele Mengen Av (v = 1, 2, ... , n) kann man statt (4) 
auch schreiben: 

n 
n Av = A1 n A2 n • .. nAn . {4') 

v = 1 

Analog haben wir fiir die Vereinigungsmenge: 
n 

U Av = At v A2 u ... vAn . (3') 
v -1 

55) Beispiel: ,At sei die Menge der Kreisscheiben, fiir die (x- t) 2 + y2 < 1 gilt." 
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Mit Hilfe der jetzt eingefiihrten 5ymbole konnen wir die Cantorschen Defi­
nitionen formalisieren. Es sei wieder P' die Ableitung einer Punktmenge P 
(vgl. S. 43). Dann ist eine abgeschlossene Menge P charakterisiert durch 

PC~ 00 
Fiir eine in sich dichte Menge P gilt dagegen 

PCP' (6) 

oder PnP' = P. 

Wir notieren weiter die folgenden Ieicht zu begriindenden Formeln fiir die 
Ableitung von Punktmengen: 

(P')' = P" = P', (7} 

(AvB)'=A'uB'. (8) 

Die Vereinigungsmenge 

pup' =P (9) 

nennt man die AbschliefSung von P. Jede Ableitung einer Punktmenge P ist 
offenbar gleich ihrer AbschlieBung. Nach (9) und (7} ist ja 

P' = P' uP"= P' uP'= P'. (10} 

3. Perfekte Mengen 

Besonders wichtig sind die Mengen, die zugleich abgeschlossen und in sich 
dicht sind (wie etwa K [1] und [0; 1]). Solche Mengen nennt Cantor perfekt 
([W] 5. 193). 

Fiir perfekte Mengen gilt alsoP' C P und PCP', alsoP= P'. 

Ein oft zitiertes Beispiel einer perfekten Menge hat Cantor in einer An­
merkung seiner Arbeit "Ober unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten, 
Nr. 5" ([W] 5. 207} angegeben. Diese heute als Cantorsche Menge bezeich­
nete Punktmannigfaltigkeit definiert Cantor so: 
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Als ein Beispiel einer perfekten Punktmenge, die in keinem noch so kleinen 
Intervall iiberall dicht ist, fiihre ich den Inbegriff aller reellen Zahlen an, 
die in der Forme! 

=~+~+ Ca + z 3 3" 31 .•• 

enthalten sind, wo die Koeffizienten '• nach Belieben die heiden Werte 0 
oder 2 anzunehmen haben und die Reihe sowohl aus einer endlichen, wie 
aus einer unendlichen Anzahl von Gliedern bestehen kann. 



Man gewinnt eine anschauliche Vorstellung von dieser Cantorschen Menge, 
wenn man aus dem abgeschlossenen Intervall [0; 1] zunachst das offene 
Intervall (!; i) entfernt, dann aus den verbleibenden Intervallen [0; !lund 
[§; 1] wieder die ,Mittelstiicke" (~; ~) und (~; ~), usf. Nach dem zweiten 
Schritt hat man dann die in Abb. 2 dargestellte Menge erhalten. 

Abb.2 r---+---+----t------------+----+---~ 

0 § ~ ~ ~ ~ ~ 

Diesen Proze/5 denke man sich ad infinitum fortgesetzt: J eweils wird aus 
allen ( abgeschlossenen !) vorhandenen Teilintervallen das offene mittlere 
Drittel entfernt. Was dabei iibrig bleibt, ist die Cantorsche Menge. 

Urn das einzusehen, stellen wir die reellen Zahlen des Intervalles [0; 1] als 
,triadischen Bruch" 

(11) 

dar. 

Fiir die Zahlen ! und i sind dann zwei verschiedene Darstellungen (11) 
moglich: 

~ = { 0 j 1000 , , , } I ~ = { 0 j 1222 • • • } ' (12) 
3 0 i 0222 . . . 3 0 i 2000 ... 

Fiir die Punkte des offenen Intervalles (!; i) ist offenbar stets die erste 
Stelle c1 = 1. Die Zahlen der heiden abgeschlossenen Teilintervalle [0; !l 
und [i; 1] sind dadurch charakterisiert, daB c1 = 0 bzw. c1 = 2 ist. Auch die 
Eckpunkte konnen so dargestellt werden: 

1 
o=o, ~=0;0222 ... , 

3 

2 
~= 0,·2, 1 = 0,·22222 ... 
3 

Die beim nachsten Schritt entfernten Intervalle (~; ~) und (~;'a) enthalten 
Zahlen, fiir die die Darstellung durch Trialbriiche (11) c2 = 1 liefert. Aber 
diese Intervalle wurden ja entfernt, und ebenso die Mittelstiicke aller weite­
ren entstehenden abgeschlossenen Intervalle. 

Die Menge G der entfernten offenen Intervalle enthalt gerade diejenigen 
Punkte, bei denen eine Darstellung als Trialbruch ohne die Ziffer 1 unmog­
lich ist; die Restmenge (die Cantorsche Menge C) ist dagegen dadurch aus­
gezeichnet, daiS jeder Punkt durch einen Trialbruch olme die Ziffer 1 dar­
gestellt werden kann. 
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Die Cantorsche Menge C ist abgeschlossen. Das folgt sofort daraus, daB kein 
Punkt der offenen Komplementarmenge 56) C* = [0; 1]- C Haufungspunkt 
der Menge C sein kann. Sie ist aber auch in sich dicht. Jeder Trialbruch 
0; c1 c2 c3 ••• mit den Ziffern 0 oder 2 ist offenbar Grenzwert einer konver­
genten Folge solcher Briiche. Die Menge C ist also eine perfekte Menge. Sie 
ist zwar in sich, aber nicht im lntervall [0; 1] dicht, auch nicht in irgendeinem 
Teilintervall von [0; 1]. Trotzdem gilt der Satz: 

Die Cantorsche Menge C kann eineindeutig auf das Intervall [0; 1] ab­
gebildet werden. 

Zur Konstruktion dieser Abbildung betrachten wir die fiir die Trial­
briiche (11) definierte Funktion 

{13) 

Man erkennt leicht, daB cp (z) die gleichen Werte annimmt an den Endpunk­
ten eines jeden der bei der Konstruktion von C entfernten offenen Intervalle. 
Es ist z. B. 

Wir definieren nun eine Funktion z-+ f (z) fiir 0;;;;; z;;;;; 1 durch folgende Vor­
schrift: 

f (z) = cp (z) fiir z E C, 
f (z) = CJ fiir d C. 

Die Zahl Cj ist eine Konstante fiir jedes der offenen Teilintervalle der Kom­
plementarmenge C*; sie ist gleich dem Wert von cp (z) an den Eckpunkten 
des offenen Intervalles. Wir haben also z. B. f (z) =! fiir z ((-!; !), f (z) = 1 
fiir z E (~; ~) us£. Abb. 3 zeigt den Graphen dieser Funktion; es sind nur 
die konstanten Werte fiir die offenen Intervalle von C* eingezeichnet. 

Die so definierte Funktion f: y = f (z) bildet die Cantorsche Menge C stetig 
und monoton auf das lntervall [0; 1] ab. Urn das einzusehen, bemerken wir 

56) Unter der Komplementiirmenge C" einer Menge C i. b. a. eine C umfassende 
Menge M versteht man die Menge derjenigen Elemente von M, die nicht zu C 
gehoren: 

C" = {xI x E M 1\ x ~ C}. 
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zunachst, daiS jede reelle Zahl y mit 0 ~ y ~ 1 als Bild eines Punktes x der 
Cantorschen Menge C auftritt. Sei namlich y durch einen Dualbruch dar­
gestellt: 

Dabei sind die Zahlen av die Ziffern 0 oder 1. Wir erweitern die Briiche 
dieser Darstellung so: 

_ !_ (2 a1 2 a2 2 a3 ) = !_ (~ c2 c3 ) 
y - 2 2 + 22 + 23 +. . . 2 2 + 22 + 23 + ... 

Dann sind die Cv die Ziffern 0 oder 2. Unsere Zahl y gehort danach als Bild 
zu dem Trialbruch 

c1 c2 cs 
Z = 3 + 32 + 33 + ' '' I 

nach der gegebenen Definition fiir y = f (x). 

Abb.3 

1 
4 

0 1 .2. 
9 9 

1 
3 

.2. 7 8 
3 9 9 

Die Abbildung ist eindeutig und offenbar monoton und stetig. Sie ist aber 
nicht umkehrbar eindeutig, da ja den Endpunkten der Intervalle von C* die 
gleichen Bilder zukommen; es ist z. B. f (t) = f (i). 
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Es sei nun { [uv; vv]} die Folge der Intervalle von C*, also 

I Uv ) = (t, ~~~~if, •")' I Vv ) = (i, ~~ ~~ /1' •") 1 

Dann ist jetzt C- {v,.} = C1 eine Teilmenge von C, die durch f eindeutig 
auf das Intervall [0; 1] abgebildet wird. Wir haben also 

cl- [o; 11, 
und nach den im Abschnitt III 3 benutzten Methoden 57) zeigt man dann 
leicht, daB auch 

c- [o; 11 
gilt. Damit ist unser Satz bewiesen. 
Von Sierpinski stammt ein zweidimensionales Analogon zur Cantorschen 
Menge C. Man gehe aus von einem gleichseitigen Dreieck und zerlege es 
durch Verbindung der Seitenmitten in 4 kongruente gleichseitige Dreiecke 
(Abb. 4). Das Innere des mittleren Dreiecks wird entfernt (in Abb. 4 schraf­
fiert), und fiir jedes der verbleibenden Dreiecke wird die Entfernung des 
,Mittelstiickes" wiederholt. Bei Fortsetzung des Verfahrens ad infinitum 
verbleibt eine perfekte Menge 58). 

Abb.4 

Eine andere interessante perfekte Menge erhalt man in der Theorie der 
analytischen Funktionen bei dem Versuch, einen n-fach zusammenhangen­
den Bereich (n ~ 3) auf einen Vollkreisbereich abzubilden 59). Das ist ein 

67) Man kann auch mit Hilfe des auf S. 74 bewiesenen Satzes von Cantor-Bernstein 
so schlieBen: Es ist 

cl c c c [o; 1], cl,.., [o; 1], 
also auch C,.., [0; 1]. 

58) Naheres dariiber findet man bei Alexandroff [C 2], 5. 217. 
69) Siehe dazu Hurwitz-Courant: Funktionentheorie, 4. Aufl. Berlin usw. 1964, 

5. 532 f. 
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Bereich B(n) der komplexen Ebene, der von n Kreisen begrenzt wird. Beim 
Beweis fiir die Existenz einer solchen Abbildung macht man von der Tat­
sache Gebrauch, daB ein solcher Vollkreisbereich von unendlich hoher 
Spiegelungsflihigkeit ist. Spiegelt man einen solchen Bereich an seinen 
n Kreisen K1, K2, ••• , Kn und fiigt man die Spiegelbilder dem Bereich B(n) 

hinzu, so entsteht ein neuer Bereich B1<nl, der von n (n- 1) Kreisen Kp,~ 
(f..l = 1, 2, 3, ... , n; Y = 1, 2, 3, ... ,n; f..l =I= Y) begrenzt wird (Abb. 5, hier 
n = 3). 

Abb.S 

D1<nl sei der Komplementarbereich von B1(n). Die Fortsetzung dieses Ver­
fahrens fiihrt auf Bereiche B11(n) mit den Komplementen D11 (nl. Der Durch­
schnitt aller Komplemente Dll(n) (e = 1, 2, 3, ... ) ist dann wieder eine 
perfekte Menge D. 

Fiir die Cantorsche Menge C haben wir gezeigt, daB sie dem Intervall [0; 1] 
aquivalent ist. Allgemein gilt der schon von Cantor ([W] 5. 216 £.) be­
wiesene Satz 60) : 

Perfekte nicht leere Mengen sind nicht abzi:ihlbar. 

Der Einfachheit wegen fiihren wir den Beweis in der Ebene. Er kann leicht 
fiir den n-dimensionalen Raum verallgemeinert werden. Nehmen wir an, 
eine perfekte Menge P sei abziihlbar: 

P = {pl, P2' Pa' · · .} · {14) 

60) Die leere Menge ist die Menge ohne Elemente. Auch sie ist trivialerweise 
perfekt. 
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Wir wollen zeigen, daB es immer einen Haufungspunkt p E P geben muB, 
der nicht in der Abzahlung (14) aufgefiihrt ist. Es sei nun K1 der Kreis urn 
p1 mit dem Radius r1 = 1. Pil sei der Punkt mit kleinster Nummer i1 > 1, 
der im lnnern von K1 liegt. Eine solche Nummer muB es geben, da unsere 
Menge perfekt, p1 also Haufungspunkt von P ist. 

Es sei a1 = d (p1, Pi!) der Abstand von p1 und Pil und 

r2 =Min (! a11 ! (r1- a1) ), 

K2 der Kreis urn p;1 mit dem Radius r2• 

K2 liegt dann ganz im lnnern von K1, und die Punkte p1, p2, ••• p;,_1 liegen 
dann samtlich auBerhalb von K2• AuBerdem ist 

r2<i. 
Es sei nun weiter Pi2 die erste Zahl der Folge (14), die eine Nummer i2 > i1 

hat und im Innern von K2 liegt. Da auch Pil Haufungspunkt ist, mufS es un­
endlich viele Punkte der Folge (14) im Innern von K2 geben. K3 sei nun der 
Kreis urn den Mittelpunkt Pi2 mit dem Radius 

r3 =Min (! a 2, ~ (r2 - a2) ), 

wobei 
a2 = d (pi!, Pi2); 

dann ist 

rs<i. 
Die Fortsetzung dieses Verfahrens fiihrt auf eine Folge {Kn} von Kreisen mit 
den Mittelpunkten Pin_ 1 und mit den Radien rn, die der Ungleichung 

1 
rn< zn-1 

geniigen fiir n = 1, 2, 3, ... (p;0 = p1). Jeder Kreis Kn liegt im lnnern aller 
Kreise Kn-1, aber aile Punkte Pv mit v < in-1 liegen auBerhalb von Kn. Das 
kann man leicht durch vollstandige Induktion beweisen. 

Daraus folgt, daB die Punkte Pin gegen einen Grenzwert konvergieren: 

lim Pin= p. 
n~oo 

p miiBte als Haufungspunkt einer perfekten Menge P zu P gehoren. Es 
miifSte also p = Pk sein fiir irgendeine natiirliche Zahl k. Das ist aber un­
moglich: Fiir in-1 > k liegt doch Pk aufSerhalb von Kn, kann also nicht Grenz­
wert der Folge Pin sein. Damit ist gezeigt, daB man eine perfekte Menge nie­
mals abzahlen kann. 
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4. Das Kontinuum 

Nikolaus von Cues sagt in seiner Schrift "Von der wissenden Unwissen­
heit" 61) iiber die Linie: 

Die endliche Linie ist teilbar, die unendliche unteilbar, wei! das Unendliche, 
in dem das GroBte mit dem Kleinsten zusammenfallt, keine Teile hat. Die 
endliche Linie aber hat keinen Teil, der nicht selbst wieder Linie ist, da 
man ja in der Ausdehnung nicht auf ein Kleinstes kommt, iiber das hinaus 
es nichts Kleineres gibt ... Die endliche Linie ist daher in ihrer Eigenschaft 
als Linie unteilbar ... 

Betrachtungen dieser Art iiber die Probleme des Unendlichen waren den 
antiken und mittelalterlichen Denkern immer wieder AnlaB zu metaphysi­
schen Deduktionen. So heiBt es bei Nikolaus von Cues weiter: 

... , wie die unendliche Linie, die der Grund der endlichen ist, unteilbar 
und folglich unveriinderlich und immerwiihrend ist, so ist auch der Grund 
aller Dinge, namlich Gott, ewig und unveriinderlich. 

Auch bei Thomas von Aquino findet sich schon die These, daB das Konti­
nuum weder aus unendlich vielen, noch aus einer endlichen Anzahl von 
Teilen, sondern aus gar keinen Teilen bestehe 62). 

Cantor sagt zu dieser Feststellung ([W] 5. 191): 

diese letztere Meinung scheint mir weniger eine Sacherklarung als das 
stillschweigende Bekenntnis zu en thai ten, daB man der Sache nicht auf den 
Grund gekommen ist und es vorzieht, ihr vornehm aus dem Wege zu 
gehen ... Jeder arithmetische Determinationsversuch dieses Mysteriums 
wird als ein unerlaubter Eingriff angesehen und mit gehorigem Nachdruck 
zuriickgewiesen; schiichterne Naturen empfangen dabei den Eindruck, als 
ob es sich bei dem Kontinuum nicht um einen mathematisch-logischen Be­
griff, sondern vielmehr um ein religiiises Dogma handle. 

Obwohl Cantor fiir die Mysterien des Religiosen durchaus aufgeschlossen 
war, will er im Rahmen einer mathematischen Mengenlehre eine saubere 
Definition des Begriffes 11Kontinuum" versuchen, der bei Philosophen und 
Mathematikern schon so viel Verwirrung angerichtet hatte. 

Schon vor ihm hatte sich Balzano in seinen Paradoxien des Unendlichen urn 
eine solche Begriffsbildung bemiiht. Auch er kritisiert die Denkweise jener 

61) Nikolaus von Cues: Die Kunst der Vermutung. Auswahl aus den Schriften. 
Bremen 1957, 5. 96-97. 

62) Thomas von Aquino, Opuscula, XLII de natura generis, cap.19 et 20; LII de 
natura loci; XXXII de natura materiae et de dimensionibus interminatis. 
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Philosophen, die Widerspriiche irn Begriff einer ,stetigen Ausdehnung eines 
Continuums" zu finden glauben (§ 38). 

,Sehr wohl erkannte man, daB alles Ausgedehnte seinem Begriffe nach aus 
Theilen zusammengesetzt sein miisse; erkannte ferner, daB sich das Dasein 
des Ausgedehnten nicht ohne einen Zirkel aus der Zusammensetzung 
solcher Theile, die schon selbst ausgedehnt sind, erkHiren lasse; wollte 
jedoch nichts desto weniger auch einen Widerspruch in der Voraussetzung 
finden, daB es aus Theilen, die keine Ausdehnung haben, sondern schlech­
terdings einfach sind (Puncten in Zeit, Raum, Atomen, d. i. einfachen Sub­
stanzen im Weltall auf dem Gebiete der Wirklichkeit), entstehe. 

Wurde gefragt, was man an dieser letzteren ErkHi.rung anstoBig finde: 
so hieBe es bald, daB eine Eigenschaft, die allen Theilen mangelt, auch nicht 
dem Ganzen zukommen konne; bald, daB doch je zwei Puncte wie in der 
Zeit so auch im Raume, und eben so auch je zwei Substanzen noch immer 
eine Entfernung von einander haben, somit nie ein Continuum bilden. 

Es bedarf aber wahrlich nicht vieler Dberlegung, urn das Ungereimte in 
diesen Einwiirfen zu erkennen. Eine Beschaffenheit, die allen Theilen 
mangelt, soli auch dem Ganzen nicht zukommen diirfen? Gerade um­
gekehrt! Jedes Ganze hat und muB gar manche Eigenschaften haben, welche 
den Theilen mangeln. Ein Automat hat die Beschaffenheit, gewisse Be­
wegungen eines Iebenden Menschen fast tauschend nachzuahmen, die ein­
zelnen Theile aber, die Federn, Raderchen u. s. w. entbehren dieser Eigen­
schaft." 

Und nun gibt er seine eigene Erklii.rung fiir den umstrittenen Begriff: 

,Versuchen wir namlich, uns den Begriff, den wir mit den Benennungen 
,eine stetige Ausdehnung oder ein Continuum' bezeichnen, zu einem deut­
lichen BewuBtsein zu bringen: so konnen wir nicht umhin zu erkliiren, 
dort, aber auch nur dort sei ein Continuum vorhanden, wo sich ein Inbegriff 
von einfachen Gegenstiinden (von Puncten in der Zeit oder im Raume oder 
auch von Substanzen) befindet, die so gelegen sind, daB jeder einzelne 
derselben fiir jede auch noch so kleine Entfernung wenigstens Einen 
Nachbar in diesem Inbegriff habe." 

Cantor ist mit dieser Bolzanoschen Definition nicht einverstanden. Sie driickt 
nur eine Eigenschaft des Kontinuums aus. Nimmt man z. B. aus einer Ge­
raden eine endliche Anzahl von Punkten weg, so bleibt eine Menge iibrig, 
die immer noch die Bolzanosche Definition des Kontinuums erfiillt. Cantor 
definiert, urn den Begriff des Kontinuums prii.zis fassen zu konnen, zunii.chst 
den Begriff der zusammenhiingenden Menge: 

Eine Menge T des Rn heHst eine zusammenhiingende Punktmenge, wenn fiir 
je zwei Punkte t und t' derselben bei vorgegebener beliebig kleiner Zahl e 
eine endliche Anzahl Punkte t1, t2, ••• t. von T auf mehrfache Art vorhanden 
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sind, so daB die Entfernungen tt;, tl t2, t2 t3, ... I tv-t t., w', samtlich klei­
ner sind als e. Die auf 5. 46 definierte perfekte Cantorsche Menge C ist 
offenbar nicht zusammenhangend. Wahlt man z. B. e = i, dann kann man 
die im lntervall (0; l) gelegenen Teile der Menge nicht mit denen des Inter­
valls (i; 1) durch eine Punktreihe t1, t2, ••• , t. verbinden, die zu C gehort 
und fiir die stets t1,-1 t" < i ist. Das Entsprechende gilt fiir die in Abb. 5 dar­
gestellte perfekte Menge. 

Jetzt kann Cantor erklaren: 

Ein Kontinuum im Rn ist eine perfekte zusammenhiingende Menge. 

Nach dieser Definition ist jedes offene oder abgeschlossene Intervall ein 
Kontinuum, ebenso die Kreisscheiben x2 + y2 < r2, die Halbgeraden und die 
Geraden, aber auch die eineindeutigen stetigen Bilder dieser Punktmengen. 

Mit dieser Definition hat Cantor den vagen Begriff des Kontinuums zum 
Gegenstand einer fundierten mathematischen Theorie gemacht. Wir wollen 
anmerken, daB man heute die Begriffe zusammenhiingend und Kontinuum 
meist etwas anders definiert als Cantor. 

Ein topologischer Raum heiBt zusammenhiingend 63), wenn er nicht darstell­
bar ist als Vereinigung zweier nichtleerer, disjunkter und offener Teil­
mengen von T. 

Nach der Cantorschen Definition ist die Menge der Punkte der reellen Achse 
mit x < 0 und x > 0 zusammenhangend, nach der modern en Definition 
nicht. Fiir die Definition des Kontinuums ist dieser Unterschied unwesentlich, 
da ja "Geraden mit Lochern" nicht perfekt sind. 

Auch die Definition des Kontinuums wird heute oft anders gefaBt. Nach 
Alexandroff ist z. B. ein Kontinuum eine nichtleere kompakte zusammen­
hiingende Menge. 

Der Begriff kompakt findet sich bei Cantor noch nicht. Man nennt heute eine 
Menge M kompakt, wenn jede unendliche Teilmenge in Rn wenigstens einen 
Haufungspunkt besitzt. 

Im euklidischen Raum Rn ist eine Menge offenbar genau dann kompakt, 
wenn sie beschrankt ist. Nach dieser Definition ist die (unendliche) Gerade 
kein Kontinuum, wohl aber nach der Cantorschen Fassung des Begriffs. 

J edem Mathematiker ist es gelaufig, daB die Be griffe seiner Disziplin (Ieider !) 
nicht von allen Autoren in der gleichen Weise definiert werden. Es gibt 

63) Zur Definition des topologischen R. Siehe z. B. Alexandroff [C 2]. 
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vielerlei Dberschneidungen in der Terminologie, die den AnHinger verwirren 
konnen. Das ist argerlich, aber kaum ganzlich zu vermeiden. Interessant ist 
fiir uns heute, daB Cantor ([W] 5. 194) die Bolzanosche Definition fiir ,nicht 
richtig" erklart (weil er ,Geraden mit Lochern" zulaBt). Man fragt sich: 
Konnen denn Definitionen ,falsch" sein? 5ie konnen unzweckmaBig sein, 
aber woher nimmt Cantor die Legitimation, die Bolzanosche Fassung als 
,nicht richtig" zu bezeichnen? 

Hier miissen wir durch den Formalismus des 20. J ahrhunderts geschulten 
Mathematiker uns daran erinnern, daB fiir Cantor (und die meisten seiner 
Zeitgenossen) die Aussagen der Mathematik ein solides ontologisches Fun­
dament hatten. 5ie waren Aussagen iiber die platonische Welt der Ideen, 
aber sie hatten auch ihre Entsprechung in der physikalischen Welt. Und 
gerade der Begriff des Kontinuums war von physikalischer Bedeutung. Da­
mals wuBte man noch nichts von einer diskreten 5truktur der Materie, und 
deshalb war Cantor die mathematische Erfassung des Aktual-Unendlichen 
auch fiir die Beschreibung der physikalischen Vorgange bedeutsam. In einem 
Brief an den Kardinal Franzelin ([W] 5. 400) schreibt Cantor iiber die Exi­
stenz des ,infinitum creatum": 

Ein anderer Beweis zeigt a posteriori, daB die Annahme eines Transfinitum 
in natura naturata eine bessere, weil vollkommenere Erklarung der Phii­
nomene, im besonderen der Organismen und der psychischen Erscheinun­
gen ermoglicht als die entgegengesetzte Hypothese. 

Cantor wollte deshalb nur eine solche Definition des Kontinuums gelten 
lassen, die fiir die ,Erklarung der Phanomene" wirklich geeignet war. 

Im Jahre 1885 hater am SchluB seiner Arbeit in den Acta VII ([W] 5. 276) 
eine Hypothese iiber die ,Mengen von Korper- resp. A.thermonaden" aus­
gesprochen. Es heiBt dort 64) : 

... daB die Machtigkeit der Korpermaterie diejenige ist, welche ich in 
meinen Untersuchungen die erste Miichtigkeit 65) nenne, daB dagegen die 
Machtigkeit der A.thermaterie die zweite ist. 

Tatsachlich liegt ja der .Ather-Hypothese die Vorstellung einer kontinuier­
lichen Verteilung dieser geheimnisvollen schwerelosen ,Masse" zugrunde. 
Cantor war also durchaus im Recht, wenn er hier ein Anwendungsfeld seiner 
Theorien sah. 

64) Vgl. auch den Brief an Mittag-Leffler. Nr. 10 im Anhang. 
65) Die ,erste Miichtigkeit" ist die der abzahlbaren Mengen, die zweite die des 

Kontinuums. 
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5. Der Satz von Cantor-Bendixson 

Die modernen Lehrbticher der Topologie enthalten manche Satze tiber 
Punktmengen, die auf Begriffsbildungen und Lehrsatze in den Arbeiten 
Cantors zurtickgehen. 

So finden wir bei Kuratowski 66) den folgenden Satz von Cantor: 

Es sei F1, F2, F3 ••• eine absteigende Folge abgeschlossener nicht leerer Men­
gen in einem kompakten Raum 67) Raum R: 

F1 ) F2 ) F3 ) .•• 

Dann ist der Durchschnitt dieser Mengen nicht leer: 

F1 nF2 nF3 n ... =I= cp. 
Diese aus der Definition des kompakten Raumes leicht zu beweisende Tat­
sache kommt in dieser Form noch nicht bei Cantor vor; er hat ja den Begriff 
des kompakten Raumes noch nicht benutzt. Es findet sich aber in seiner 
Arbeit Math. Ann. 17 {1880) ein Hinweis auf ein Beispiel einer absteigen­
den Folge, ftir die die Aussage des von Kuratowski angegebenen Satzes zu­
trifft ([W] S. 148). 

Eine Reihe von Hilfssatzen Cantors in seinen Arbeiten ,Dber unendliche 
lineare Punktmannigfaltigkeiten" sind von dem Stockholmer Mathematiker 
Ivar Bendixson zu einem AbschluB gebracht worden, der unter dem Namen 
,Satz von Cantor-Bendixson" zitiert wird 68). Wir notieren diesen Satz in 
einer modernen, auf beliebige separierbare 69) Raume verallgemeinerten 
Form 70): 

Satz von Cantor-Bendixson 

l eder separierbare Raum ist die V ereinigung von zwei disjunkten Mengen, 
von denen die eine perfekt und die andere abziihlbar ist. 

68) Kuratowski [C 26] I, 5. 91. 
87) Vgl. die Definition auf 5. 55! 

&s) Vgl. [W] 5. 224. 

e9) Ein Raum heiBt separierbar, wenn er eine abzahlbare dichte Teilmenge enthalt. 
70) Kuratowski [C 26] II 5. 162. 
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V. Die mathematische Denkweise im 19. ]ahrhundert 

1. Der Wahrheitsbegriff 

Wenn wir die Auseinandersetzungen Cantors mit den Problemen des Un­
endlichen verstehen wollen, mtissen wir die Denkweise seiner Zeit in Rech­
nung stellen. Es ist insbesondere ntitzlich zu wissen, was vor Cantor tiber 
das Unendliche gelehrt wurde. 

Am 4. Juli 1867 hielt E. Kummer die Festrede zur Leibniz-Feier der PreufSi­
schen Akademie der Wissenschaften in Berlin. Cantor war damals Doktor and 
bei Kummer und Weierstraf5, und es ist durchaus moglich, daiS er an dem 
Festakt teilgenommen hat. Jedenfalls vertritt Kummer in dieser Ansprache 
Ansichten, die wir (anders formuliert) spater auch bei Cantor finden. Er sagt 
am SchlufS seines Vortrages 71) tiber die Leibnizsche Reihe 

J"t 1 1 1 --=1--+---+- ... : 
4 3 5 7 

In der ersten Veroffentlichung hat Leibniz dem fertigen Resultate, welches 
wie bereits gesagt worden als unendliche Reihe in den einzelnen Gliedem 
nur die ungeraden Zahlen enthalt, die Worte hinzugefiigt: numero deus 
impari gaudet! Gott freut sich der ungeraden Zahlen! Wir erkennen aus 
dieser .AuBerung zunachst, daB Leibniz selbst die neue unendliche Reihe 
in ihrer einfachen und dabei unendlich mannigfaltigen Form mit Staunen 
und mit Verwunderung angeschaut hat, und daB dieselbe auf ihn in ahn­
licher Weise gewirkt hat, wie der Anblick des Meeres in seiner Unbegrenzt­
heit, oder der Anblick einer groBartigen Gebirgsgegend auf einen 
Menschen wirkt. Solcher Eindriicke wird auch jeder Mathematiker sich be­
wuBt sein, denn in dem Reiche des Mathematischen herrscht eine eigen­
thiimliche Schonheit, welche sowohl mit der Schonheit der Kunstwerke, als 
vielmehr mit der Schonheit der Natur iibereinstimmt und welche auf den 
sinnigen Menschen, der das Verstandnis dafiir gewonnen hat, ganz in 
ii.hnlicher Weise einwirkt, wie diese. DaB aber Leibniz ausruft Gott freut 
sich iiber die ungeraden Zahlen hat einen noch tieferen Sinn, denn es 
spricht sich hierin das BewuBtsein dariiber aus, daB das Reich des Mathe­
matischen mit seinem ganzen unendlich mannigfaltigen Inhalte nicht 
menschliches Machwerk ist, sondem ebenso als Gottes Schopfung uns 
objectiv entgegentritt wie die auBere Natur. Auch ist die Freude Gottes an 

71) Veroffentlicht in den Sitzungsberichten der Pr. Ak. der Wiss. 
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den ungeraden Zahlen bei Leibniz vollkommen dieselbe religiose An­
schauung, welche in der Schopfungsgeschichte der Bibel ausgesprochen ist, 
wo Gott seine Schopfungen betrachtet und findet, da!S sie gut sind. 

Diese Satze machen deutlich, daJS die Auffassung Platons vom Wesen der 
mathematischen Wahrheit auch im 19. Jahrhundert noch durchaus lebendig 
war. Aussagen der Mathematik sind danach nicht nur Deduktionen in einem 
11formalen System". Sie sind ewige Wahrheiten, und es ist nicht verfehlt, 
von einer mathematischen Forme! auf den Ursprung alles Seins zu schlieJSen. 
Aus dem Glauben an die eine absolute Wahrheit sind auch die Thesen ver­
standlich, die Kummer 25 Jahre zuvor, am 26. Oktober 1842, anlaJSlich seiner 
Antrittsvorlesung als ordentlicher Professor in Breslau verteidigt hat. Er 
sieht Antinomien in der Mathematik, wo wir Heutigen keine mehr finden. 
Dies sind seine Thesen 72) : 

Theses 
I. Etiam mathesi, cui contradictio maxime aliena videtur esse, multa 

inesse con tendo, quae et affirmari et negari possint et debeant; ex. gr.: 
1. Lineae parallelae punctum intersectionis habent, et non habent. 
2. Linea asymptota curvam tangit, et non tangit. 
3. Parabola habet duos focos, nee non unum solum. 
4. Series infinita ejusque summa sibi aequales sunt, et non aequales. 
5. Ratio x : x + 1 unitati aequalis fieri potest, et non potest. 
6. Linea tangens cum curva unum solum punctum commune habet, 

nee minus duo puncta. 
7. Lineae curvae partes minimae rectae sunt, et non sunt. 
8. Differentialia sunt quanta, et non sunt. 
9. Triangulum est quadrangulum, et non est. 

10, Linea recta est ellipsis, et non est. 

II. Quae scientia demonstrat, et quae experientia docet in rebus mechani­
cis, nullo modo sibi contradicere possunt. 

III. Incrementa maxima, quae analysis tempore proxime sequenti capiet, 
in doctrina integralium definitorum posita esse contendo. 

Nehmen wir uns die erste 11Antinomie" vor: Man bezeichnet doch in der 
euklidischen Geometrie zwei Geraden einer Ebene als parallel, wenn sie 
keinen Punkt gemeinsam haben, und aus dem Parallelenaxiom folgt, daJS 
es durch einen Punkt zu einer Geraden genau eine Parallele gibt. Fiihrt man 

72) Thesen von E. E. Kummer, anla!Slich seiner Antrittsvorlesung in Breslau, 
26. Oktober 1842. Thema seines Vortrages: De Residuis Cubicis Disquisitiones 
Nonnullae Analyticae. 
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aber ,uneigentliche" Punkte ein, wie das in der projektiven Geometrie iib­
lich ist, so wird jeder Schar von Parallelen in der Ebene ein gemeinsamer 
uneigentlicher Punkt zugeordnet, und es gibt dann natiirlich keine ,Nicht­
schneidenden" mehr. Aber mit der Einfiihrung der uneigentlichen Punkte 
haben wir auch das axiomatische Fundament der Geometrie verandert. Im 
System der euklidischen Geometrie gibt es Parallelen, in der projektiven 
nicht. Das ist ein klarer Tatbestand, und man sieht nirgendwo eine Anti­
nomie. 

Das wird aber anders, wenn man davon ausgeht, daB die Aussagen der 
Geometrie etwas mit der Wirklichkeit zu tun haben, mit einer wohlbestimm­
ten Wirklichkeit. Das kann der physikalische Raum oder auch der eine Raum 
des platonischen ,Ideenhimmels" sein. Die Axiome sind ja nur (nach der 
klassischen Auffassung) Abstraktionen, Aussagen tiber , von selbst" ein­
leuchtende Fakten dieser Wirklichkeit. Wenn man von einer solchen ,Reali­
tat" ausgeht, dann werden freilich die heiden verschiedenen Aussagen iiber 
die Parallelen zu Widerspriichen. 

Die These I 8 zeigt iibrigens, daB man damals auch mit dem Problem der 
Infinitesimalrechnung noch nicht fertig war. Widerspriiche dieser Art sind ja 
spater durch die WeierstraBsche Fundierung der Analysis ausgeraumt worden. 
Wir haben Kummer zum Zeugen fur die mathematische Denkweise des 
19. Jahrhunderts aufgerufen. Es ist nicht schwer, weitere A.uBerungen jener 
Zeit zusammenzutragen, die ihn bestatigen. Man konnte etwa an Johann 
Bolyai erinnern 73), der die Milserfolge der Geometer bei den Beweisver­
suchen fiir das Parallelenaxiom eine ,ewige Sonnenfinsternis" nannte, eine 
,ewige Wolke an der jungfraulichen Wahrheit". Dieses uns heute so eigen­
artige Pathos zeigt doch, daB Johann Bolyai die Satze der Geometrie fur 
Aussagen tiber die Welt der (platonischen) ldeen hielt, und das Vorliegen 
eines wichtigen ungelosten Problems bedeutete, daiS der Blick des Forschers 
fiir die absolut giiltigen Wahrheiten noch nicht vollig frei war. 

Auch Cantor hat sich spater ausdriicklich auf Platon bezogen. Er sagt ([W] 
S. 204, Anmerkung) tiber den Begriff der ,Mannigfaltigkeit" oder der 
,Menge": 

Ich glaube hiermit etwas zu definieren, was verwandt ist mit dem platoni­
schen Eilio~ oder tbea., wie auch mit dem, was Platon in seinem Dialoge 
,Philebos oder das hochste Gut" J.ttx't6v nennt . . . DaB diese Begriffe 
Pythagoreischen Ursprungs sind, deutet Platon selbst an. 

73) Zitiert z. B. in Meschkowski [C 32]. 
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Wir finden auch bei Cantor, vor allem in seinen Briefen 74), mancherlei Be­
lege fiir jene Einstellung zur Mathematik, die aus den zitierten .AuBerungen 
Kummers spricht. 

Aber gerade die Untersuchungen Cantors iiber die Probleme des Unend­
lichen trugen spater wesentlich dazu bei, daB die Mathematik des 20. Jahr­
hunderts sich von der Denkweise Platons und von jeder metaphysischen 
Fundierung 16ste. Es ist die Tragik seines Lebens, daB er- am Widerstand 
mancher Kollegen - diese Entwicklung ahnte, aber sich nicht mehr ernstlich 
damit auseinandersetzen, auch nicht mehr die erkenntnistheoretische Be­
deutung dieser Wendung iibersehen konnte. 

Aber bleiben wir bei der Vorgeschichte der Mengenlehre! Urn Cantor zu 
wiirdigen, miissen wir dem Werk jenes Forschers gerecht werden, der wenige 
Jahrzehnte vor Cantor die Paradoxien des Unendlichen studierte: Bernard 
Balzano. 

2. Bernard Balzano 

A. Kolman, der Biograph Bolzanos {1781-1848)r schreibt dem Prager Theo­
logen und Mathematiker die Begriindung der Mengenlehre zu. Tatsachlich 
finden sich in seinen Paradoxien des Unendlichen [C 6] mancherlei Hinweise 
auf mengentheoretische Fragestellungen. Trotzdem: Wir sehen die Ver­
dienste dieses begabten AuBenseiters der mathematischen Forschung auf 
anderem Gebiet. Er hat mit seiner Functionenlehre den Grund fiir die mo­
derne Analysis gelegt. In der genannten Schrift findet sich die erste saubere 
Definition des Begriffes Stetigkeit: 

Nach der richtigen Erkliirung ... versteht man unter der Redensart, daB 
eine Function f (x) fiir aile Werthe von x, die innerhalb oder auBerhalb 
gewisser Grenzen liegen, nach dem Gesetz der Stetigkeit sich andere, nur 
so viel, daB, wenn x irgend ein solcher Werth ist, der Unterschied 
f (x + w)- f (x) kleiner als jede gegebene GroBe gemacht werden konne, 
wenn man w so klein als man nur immer will annehmen kann 75). 

Wir danken Balzano weiter den ersten "Rein analytischen Beweis des Lehr­
satzes, daf3 zwischen zwey W erthen, die ein entgegengesetztes Resultat ge­
wiihren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege" 76). Nimmt man 
noch hinzu, daB in den Paradoxien sich einige gut fundierte Bemerkungen 
iiber die Konvergenz von unendlichen Reihen finden (§ 18 und § 32), so ist 

74) Vgl. z. B. die Briefe 14, 15, 17. 
75) Zitiert nach A. Kolman: Bernard Balzano, [C 25], 5. 51. 
78) Veroffentlicht als Anhang zur Biographie von Kolman. 
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schon dadurch seine Bedeutung ftir die Fundierung der modernen Analysis 
ausreichend begrtindet. 

Demgegentiber erscheinen seine Aussagen tiber mengentheoretische Frage­
stellungen weniger bedeutsam. Es ist das Verdienst der Schrift tiber die 
Paradoxien des Unendlichen 77), dag hier die Hilflosigkeit der Mathema­
tiker auch des 19. J ahrhunderts gegentiber infinitesimal en Problemen heraus­
gestellt wurde. Bolzano macht hier gute Einwande gegen einige allzu primi­
tive Auffassungen. So zitiert er (§ 15) die folgende Frage tiber den Begriff 
des Unendlichen: 

,Wenn jede Zahl," diirfte man sagen, ,ihrem Begriffe nach eine bloB end­
liche Menge ist, wie kann die Menge aller Zahlen eine unendliche sein? 
Wenn wir die Reihe der natiirlichen Zahlen: 

1,2,3,4,5,6, ... 

betrachten: so werden wir gewahr, daB die Menge der Zahlen, die diese 
Reihe, angefangen von der ersten (der Einheit) bis zu irgend einer z. B. der 
Zahl 6, enthalt, immer durch diese letzte selbst ausgedriid<t wird. Somit 
muB ja die Menge aller Zahlen genau so groB als die letzte derselben 
und somit selbst eine Zahl, also nicht unendlich sein." 

Bolzano antwortet darauf mit Recht: 

Das Tauschende dieses Schlusses verschwindet auf der Stelle, sobald man 
sich nur erinnert, daB in der Menge aller Zahlen in der natiirlichen Reihe 
derselben keine die letzte stehe; daB somit der Begriff einer letzten (hoch­
sten) Zahl ein gegenstandsloser, weil einen Widerspruch in sich ein­
schlieBender Begriff sei. Denn nach dem, in der Erklarung jener Reihe {§ 8) 
angegebenen Bildungsgesetze derselben hat jedes ihrer Glieder wieder ein 
folgendes. Dies Paradoxon ware denn also durch diese einzige Bemerkung 
schon als gelOst zu betrachten. 

Weitere Paradoxien entstehen dann, wenn man die ftir endliche Mengen 
gtiltigen Gesetzlichkeiten auf unendliche zu tibertragen versucht. Bolzano 
registriert nicht nur viele solcher , Widerspri.iche", er macht bei der Diskus­
sion dieser Probleme auch einige wichtige Bemerkungen tiber die Eigen­
schaften unendlicher Mengen. Mit den Ausfiihrungen im § 20 seiner Schrift 
kommt er tatsachlich in die Nahe der Oberlegungen, die spater das Funda­
ment der Cantorschen Mengenlehre bilden. Es heigt dort: 

77) Diese Schrift wurde nach dem Tode des Verfassers 1850 von F. Prihonsky her­
ausgegeben. Er sagt im Vorwort, daB er das ,nicht immer lesbare, hier und da 
sogar incorrecte Manuscript" verbessert habe. Man kann die Moglichkeit nicht 
ausschlieBen, daB diese ,Verbesserung" nicht immer im Sinne des Autors lag. 
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zwei Mengen, die beide unendlich sind, konnen in einem solchen Verhiilt­
nisse zueinander stehen, daB es einerseits moglich ist, jedes der einen 
Menge gehorige Ding mit einem der andern zu einem Paare zu verbinden 
mit dem Erfolge, daB kein einziges Ding in heiden Mengen ohne Verbin­
dung zu einem Paar bleibt, und auch kein einziges in zwei oder mehreren 
Paaren vorkommt; und dabei ist es doch andererseits moglich, daB die 
eine dieser Mengen die andere als einen bloBen Theil in sich faBt, so daB 
die Vielheiten, welche sie vorstellen, wenn wir die Dinge derselben aile 
als gleich, d. h. als Einheiten betrachten, die mannigfaltigsten Verhiiltnisse 
zu einander haben. 

Zur Begriindung gibt Balzano ein Beispiel einer eineindeutigen Abbildung 
der beschriebenen Art. In der modernen Sprache konnen wir seine Ausfiih­
rungen so darstellen: Er bildet das Intervall [0; 5] durch die Funktion 
y : y = 1

5
2 x auf das Intervall [0; 12] ab, stellt also damit eine umkehrbar 

eindeutige Zuordnung zwischen einer unendlichen Menge und einer diese 
echt umfassenden Menge her. 

Die Einsicht, daB das moglich ist, ist die wichtigste Erkenntnis iiber unend­
liche Mengen, die wir vor Cantor registrieren konnen. Erst Georg Cantor 
hat aber die Moglichkeit solcher Zuordnungen benutzt, urn mit Hilfe des 
Begriffes der Machtigkeit (oder Kardinalzahl) Unterscheidungen unter den 
mancherlei Typen des Unendlichen zu schaffen. Man kann Balzano als einen 
der Begriinder der modernen Analysis 'bezeichnen; der Aufbau einer 
Mengenlehre ist aber erst Georg Cantor gelungen. 

Seine Theorie (von der wir in den Kapiteln III und IV erst die Anfangs­
griinde besprochen haben) macht 11aktual" unendliche Mengen zum Gegen­
stand einer mathematischen Theorie. Es gelingen ihm dabei Definitionen, 
die man als Verallgemeinerungen des Zahlbegriffs fiir unendliche Mengen 
ansehen kann (Kap. VI und VII!). 

Damit greift er in einen uralten Streit iiber das Wesen des Unendlichen und 
die Moglichkeit seiner Erfassung durch gesicherte Theorien ein. Kann man 
unendliche Mengen in actu vorgegeben hinnehmen? Oder muB man sich 
{in einer zuverlassigen mathematischen Theorie) auf das Potential-Unendlich 
beschranken, auf die Moglichkeit also, zu einer beliebig groBen und end­
lichen Menge immer noch (ohne Ende) weitere Objekte hinzuzufiigen7 

Wir werden noch iiber die verschiedenen Standpunkte der Mathematiker zu 
berichten haben. Es ist aber a us dem bisher entwickelten T eil der Cantor­
schen Theorien klar, daB er ein Verfechter des Aktual-Unendlichen sein 
muB. Wenn man z. B. das Kontinuum als eine vorgegebene Menge von 
Punkten versteht, dann hat man die vorsichtige Haltung aufgegeben, die im 
Unendlichen (einer mathematischen Theorie) immer nur die Moglkhkeit 
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einer unbegrenzten Vermehrung des Endlichen sieht. Er muJS dabei mit 
dem Widerstand solcher Kollegen rechnen, die aus den 11Paradoxien" Bol­
zanos den 5chluJS zogen, daJS Vorsicht auch fiir den Mathematiker ein 
Zeichen von Weisheit sei. 

3. Das Aktual-Unendlidte 78) 

Im Jahre 1878 erschien die Schrift von C. Gutberlet: Das Unendliche, meta­
physisch und mathematisch betrachtet. Der Verfasser, ein katholischer 
Philosoph, ist der Begriinder des Philosophischen ]ahrbuches der Gorres­
Gesellschaft. Er sagt im Vorwort seiner Arbeit, daJS "eine 15-jahrige gleich­
zeitige Lehrtatigkeit" seine 11Aufmerksamkeit fortwahrend auf die innigen 
Beziehungen zwischen Mathematik und Metaphysik hingedrangt" habe. Die 
Mathematik bot ihm 11ungesucht Beweismittel ftir spekulative 5atze". 

Es ist kaum anzunehmen, daJS die Mehrzahl der zeitgenossischen Mathe­
matiker solche Nutzanwendung ihrer Wissenschaft gebilligt hatte. Die Be­
merkungen tiber das 11Unendlich Kleine" (5. 83) lassen auJSerdem erkennen, 
daJS der Autor mit der Arbeitsweise der WeierstraJSschen 5chule nicht ver­
traut war. Trotzdem war diese 5chrift ftir Cantor eine willkommene Hilfe 
in der Diskussion tiber die Grundlagenfragen, weil Gutberlet das uAktual­
Unendliche" verteidigte (5. 11-12): 

Wenn also behauptet wird: Eine Menge, Ausdehnung, Aufeinanderfolge 
kann nicht actual, sondern nur potential unendlich sein, so ist dies ein 
Widerspruch, und es miiBte vielmehr heiBen: Nur dann kann eine GroBe 
potential unendlich genannt werden, wenn sie eine Grundlage in einem 
entsprechenden actualen Unendlichen habe. 

Denn warum kann man nach jeder Granze, die man sich in der unendlichen 
Ausdehnung gesetzt hat, immer wieder weiter gehen? Weil hinter jeder 
angebbaren Ausdehnung immer noch Ausdehnung ist. Ebenso kann man 
tiber jede gedachte Zahl noch eine groBere Menge sich nur deshalb denken, 
weil die Menge tatsachlich keine Granzen, kein Ende hat, also wirklich un­
endlich ist. Der Geist schafft ja beim Weiterdenken keine neue Ausdeh­
nung, keine groBere Menge, sondern erkennt sie bloB als objektiv moglich 
an ... Der Gedanke der unbegranzten Zuriickschiebbarkeit der Granzen 
ware falsch, wenn nicht etwas im Hintergrund stande, was thatsachlich und 
schon vor unserem Verschieben der Granze ohne Ende, ohne Granze ware; 
ware solches nicht schon gegeben, so miiBte entweder bei jedem neuen 
Weitergehen der Geist erst das setzen, machen, was er neu hinzunimmt, 
oder was dasselbe ist, da noch eine weitere Realitat denken, wo keine ist. 
Beides ist falsch. 

78) Vgl. hierzu im Anhang (Nr. 11) die Briefbuchnotiz Cantors aus dem Jahre 1886. 

64 



Gutberlet steht mit dieser Ansicht gegen die Meinung einer Reihe bedeuten­
der Mathematiker. Gauf3 z. B. schrieb im Jahre 1831 iiber die Problematik 
des Unendlichen 79) : 

So protestiere ich gegen den Gebrauch einer unendlichen GrolSe als einer 
vollendeten, welches in der Mathematik niemals erlaubt ist. 

Der Protest des ,Fiirsten der Mathematiker" diirfte seinen Grund in der 
Meinung haben, dafS eine gesicherte mathematische Theorie iiber das 
(aktual) Unendliche nicht moglich sei und dafS jeder Versuch in einem Gewirr 
von Widerspriichen enden miisse. Schon Descartes hatte jede Beschaftigung 
mit dem Unendlichen abgelehnt mit der Begriindung BO): 

Nur der, welcher seinen Geist fiir unendlich halt, kann glauben, hieriiber 
nachdenken zu miissen. 

Es gab freilich auch angesehene Mathematiker, die anders dachten. Leibniz 
schreibt in einem Brief 81): 

Je suis tellement pour l'infini actual, qu'au lieu d'admettre que Ia nature 
l'abhorre, comme !'on dit vulgairement, je tiens qu'elle l'affecte partout, 
pour mieux marquer Ia perfection de son auteur. Ainsi je crois qu'il n'y a 
aucune partie de Ia matiere, qui ne soit, je ne dis pas divisible, mais 
actuellement divisee; et par consequent la moindre particule doit etre 
consideree comme un monde plein d'une infinite de creatures differentes. 

Auch Balzano denkt so. Er hat den ersten Satz dieses Leibniz-Zitates auf den 
Titel seiner Paradoxien des Unendlichen gesetzt. Aber vielleicht ist gar nicht 
Balzano, sondern sein Herausgeber Prihonsky fiir dieses Motto verantwort­
lich? Jedenfalls entspricht der Satz von Leibniz durchaus den Ansichten von 
Balzano selbst. Setzt er sich doch (§ 1) das Ziel, ,den Schein des Wider­
spruches, der an diesen mathematischen Paradoxien haftet, als das was er 
ist, als blofSen Schein zu erkennen". 

Aber kehren wir zuriick zu Gutberlet! Er verteidigt die Existenz des Aktual­
Unendlichen, lehnt aber doch ab, von unendlichen Zahlen zu sprechen 
(S. 18): 

... daiS von einer unendlichen Zahl zu sprechen, sehr incorrekt ist; denn 
Zahl bedeutet eine bestimmte angebbare Menge von Einheiten; es ist aber 
dem Zusammenhang aller moglichen Einheiten eigen, daiS sie nicht in eine 
bestimmte Klasse etwa der Tausende, Millionen, gesetzt werden kann. 
Man mulS also besser unendliche Menge sagen . . . Denn nur eine Zahl 
kann der Rechnung und dem Messen unterworfen werden, nicht aber eine 
in jeder Hinsicht unbegranzte und unbestimmbare Menge. 

79) Gaufl an Schumacher, 12. Juli 1831. 
8°) Zitat nach Hahn: Gibt es Unendliches? ([D 6] 5. 93). 
81) Leibniz: Opera omnia studio Ludov. Dutens. Tom. II. part. 1, 5. 243. 

5 Meschkowski, Cantor 65 



Ftir Cantor war die Schrift des Philosophen eine willkommene Hilfe. Nach 
Cantors Tode, im Jahre 1919, hat Gutberlet in der Besprechung eines Buches 
tiber seine Partnerschaft mit dem Begriinder der Mengenlehre berichtet 82): 

Da er sich wegen dieses kiihnen Untemehmens von allen 5eiten angegriffen 
sah, suchte er 5ukkurs bei mir, dem einzigen, der, wir er glaubte, mit seiner 
Auffassung iibereinstimmte. Da er von edler Gesinnung war, teilte er nicht 
die Verachtung, mit welcher die unglaubige Wissenschaft die christlichen 
Philosophen behandelt. Es war auch nicht die bloBe Not, welche ihn zu mir 
fiihrte, sondem, wie er sagte, habe er darum eine katholikenfreundliche 
Gesinnung, wei! seine Mutter katholisch war. Er befragte mich tiber die 
Lehre der 5cholastiker in betreff dieser Frage. Ich konnte ihn besonders 
auf den hi. Augustin und auf den P. Franzelin, den spateren Kardinal, hin­
weisen. Dieser mein hochverehrter Lehrer verteidigte die aktual unendliche 
Menge in der Erkenntnis Gottes, gestiitzt auf die ausdriickliche Lehre des 
hi. Augustin, und er war es, der mir den AnstoB zu jener 5chrift gegeben, 
und mich bei den heftigen Angriffen damit beruhigte, daB ich nur die Lehre 
des hi. Augustin vortrage. An den Kardinal wandte sich Cantor selbst 83), 

und A.uBerungen desselben teilt er, ohne ihn zu nennen, in einem Aufsatze 
der 11Zeitschrift fiir Philosophie und philosophische Kritik" mit. 

Zwischen den heiden Gelehrten entwickelte sich ein lebhafter Gedanken­
austausch. Cantor besuchte Gutberlet und konnte ihm 11Wichtige Aufschltisse 
tiber mathematische Verhaltnisse" vermitteln. Cantor war auf "Succurs" 
durchaus angewiesen, aber er stimmte der Schrift von Gutberlet nicht vor­
behaltlos zu. Er war erfreut tiber die Verteidigung des Aktual-Unendlichen, 
aber er war nicht einverstanden, wenn er die unendliche "Zahl" aufgab, urn 
die unendliche "Menge" zu retten. 

Er findet 84), dag den Gegnern des Transfiniten "kein grogerer Gefallen ge­
schehen kann als mit dieser Wendung". Er hebt aber rtihmend die (auf 
S. 64 zitierten) .Augerungen Gutberlets hervor, die auf die Abhangigkeit 
jedes Potential-Unendlichen von einem existierenden Aktual-Unendlich 
hinweisen. 

Die hier zitierten Bemerkungen Cantors wurden 1887 geschrieben, zu einer 
Zeit also, in der seine Theorie der Kardinal- und Ordinalzahlen schon vor­
lag. Es ist durchaus verstandlich (das millSte Cantor doch seinem Partner 
zugute halten!), daB Gutberlet in den siebziger Jahren eine solche fiir aile 
Mathematiker verbltiffende Moglichkeit zur Ausweitung des Zahlbereichs 
nicht gesehen hat. 

82) Phil. Jahrbuch d. Gorres-Ges. 32, 1919, 5. 364 ff. 
83) Vgl. z. B. [W] 5. 399 ff. 
84) [W] 5. 394. 
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Die (mathematisch nicht besonders ergiebige) Schrift Gutberlets war fiir die 
weitere Entwicklung Cantors von gro.ISer Bedeutung: Er fand hier einen 
Bundesgenossen, der ihn auf die Auseinandersetzung mit infinitesimalen 
Problemen in der Scholastik und in der modernen katholischen Literatur 
hinwies. In dem Ma.ISe, in dem seine Schwierigkeiten mit konservativen 
Fachgenossen wuchsen, suchte er Kontakt mit katholischen Denkern. Davon 
zeugen viele seiner Briefe 85), aber auch seine in manchen Publikationen er­
kennbare Neigung, mathematische Fragestellungen mit metaphysischen zu 
verbinden. 

4. Kronecker und die WeierstraBsdte Sdtule 

Urn die wissenschaftliche Haltung Cantors in seinen Reifejahren zu ver­
stehen, mu.IS man seine Stellung zur WeierstraBschen Schule und zu Kron­
ecker wiirdigen. 

Man wei.IS: Durch Weierstraf3 und seine Schuler wurde (etwa im 7. Jahrzehnt 
des 19. Jahrhunderts) eine korrekte Begriindung der Infinitesimalrechnung 
erreicht, nachdem schon Balzano wichtige Vorarbeiten geleistet hatte. Erst 
jetzt war es moglich, den ,infinitaren Cholera-Bazillus der Mathematik" 86), 

das ungesicherte Rechnen mit ,unendlich kleinen GroBen", wirksam zu be­
kampfen. 

Aber der Berliner Zahlentheoretiker Leopold Kronecker {1823-1891) war 
auch mit dem Weierstra.ISschen Anspruch auf wissenschaftliche Strenge noch 
nicht zufrieden. Er hielt viele Satze der Weierstra.ISschen Theorie fiir un­
gesichert und war iiberhaupt gegen den Gebrauch irrationaler Zahlen. Er 
spricht immer nur von den ,sogenannten irrationalen Zahlen" und glaubt, 
daB man auf sie verzichten konne 87) : 

Und ich glaube auch, daB es dereinst gelingen wird, den gesamten Inhalt 
aller dieser mathematischen Theorien zu ,arithmetisieren", d. h. einzig und 
allein auf den im engsten Sinne genommenen Zahlbegriff zu griinden, 
also die Modifikationen und Erweiterungen dieses Begriffes (namentlich 
die Hinzunahme der irrationalen und kontinuierlichen GroBen) wieder ab­
zustreifen, welche zumeist durch die Anwendungen auf Geometrie und 
Mechanik veranlaBt worden sind. 

Es ist verstandlich, daB Kronecker bei dieser Einstellung die Arbeiten 
Cantors ablehnte. Die Gegnerschaft Kroneckers lag wie ein Schatten tiber der · 

85) Man beachte die Briefe im Anhang. 
SG) So schreibt Cantor an Vivanti, vgl. [B 7] 5. 505. 
87) Kronecker, Werke III, S. 253. 
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Arbeit seiner Reifejahre, und manche Freunde Cantors fiihren seine spate­
ren Depressionen auf diese Spannung mit dem allmachtigen Kronecker 
zuruck. 
In seinen friihen J ahren stand Cantor fest im Kreis der Schuler des groiSen 
Carl W eierstraf3. Besonders enge Freundschaft verband ihn in jener Zeit mit 
Hermarm Amandus Schwarz. Der spatere Nachfolger von WeierstrafS war 
nur zwei Jahre alter als Cantor. Sie haben beide (Schwarz 1865, Cantor 1867) 
in Berlin promoviert und waren dann in Halle tatig: Schwarz von 1867-1869 
als Extraordinarius, Cantor vom Fruhjahr 1869 bis zum Ende seines Lebens 
1918. 
Als Schwarz 1869 als Ordinarius nach Zurich berufen wurde, unterhielt er 
mit Cantor einen lebhaften Briefwechsel. Eine groiSere Zahl seiner Briefe an 
den in Halle verbliebenen Freund sind erhalten, Ieider keine der Antworten 
Cantors 88). 

In diesen Briefen geht es immer wieder urn die Frage, ob der von heiden an­
erkannte Meister Weierstraf5 ihre Deduktionen fur streng halte. So heiiSt es 
am 6. Juni 1870: 

Aus Deinem Briefe vom 30ten Marz entnehme ich mit groBem Vergniigen, 
daB Herr Weierstraf3 Deinen Beweis incl. meinen Beweis des Hiilfssatzes 
fiir vollkommen streng anerkannt hat. 

Dagegen gelingt es den heiden Weierstraf3-Schulern nicht, die Zustimmung 
Kroneckers zu gewinnen. Im gleichen Brief schreibt Schwarz weiter: 

Herr Prof. Kronecker erklarte in seinem an mich gerichteten Briefe 
(3./6. 70) die Bolzanoschen Schliisse als offenbare Trugschliisse; er sagte, 
mein Schwiegervater 89), Borchardt und Heine befinden sich auf seiner 
Seite. Es ist mir lieb, daB Du, Thome und ich auf Weierstraf3' Seite stehen. 

Er zitiert spater noch Kronecker (aus dem genannten Brief) wortlich: 
Ich bin sogar iiberzeugt, daB man Funktionen wird aufstellen konnen, die 
so unverniinftig sind, daB sie trotz des Zutreffens von Weierstraf3' Voraus­
setzungen keine obere Grenze haben . . . All solche allgemeinen Satze 
haben ihre Schlupfwinkel, wo sie nicht mehr gelten 90). 

88) Die Briefe von H. A. Schwarz fanden sich in einem der heiden erhaltenen Brief­
biicher Cantors. Der Brief vom 25. Februar 1870 (mit dem Beweis des Satzes, 
daB eine Funktion mit der Ableitung 0 eine konstante Funktion ist) ist in 
meinen Denkweisen [B 6] veroffentlicht. Vgl. auch die Briefe 1 und 21 des 
Anhangs. 

89) E. E. Kummer. 
80) Solche ,Schlupfwinkel" sind bis heute nicht bekannt. Wohl aber gibt es Bei­

spiele von Fallen, in denen die in den WeierstraBsdten Beweisen geforderten 
Entsdteidungen nidtt effektiv vollzogen werden konnen. Vgl. dazu meine 
Wandlungen des mathematischen Denkens, [C 31], 5. 50 ff. 
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David Hilbert hat spater 91) die starre Ablehnung Kroneckers als Dogmatis­
mus bezeichnet. Seinem MiJStrauen ist ja in der Tat kaum beizukommen: Er 
weist keinen Fehler in den Deduktionen nach und gibt auch keine Funk­
tionen mit ,Schlupfwinkeln" an. 

Cantor muJSte also mit dem Widerstand Kroneckers rechnen. Urn so wich­
tiger war ihm die Partnerschaft von WeierstrafS und die seiner Schiller. 

91) Ober die Grundlagen der Logik und Arithmetik, 1905. 
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VI. Kardinalzahlen 

1. Definition 

In seiner 1874 veroffentlichten Arbeit tiber die Abzahlbarkeit der algebrai­
schen Zahlen spricht Cantor vom Inbegriff (w) dieser Zahlen. In spateren 
Arbeiten nennt er die Objekte seiner Forschung Mannigfaltigkeiten. Die Be­
zeichnung Menge taucht zunachst nebenher auf und steht erst 1885 in der 
Oberschrift seiner Arbeit. Spater hat sich diese Bezeichnung durchgesetzt. 

Seine zusammenfassende Darstellung Beitriige zur Begrundung der trans­
finiten Mengenlehre (1895 und 1897) beginnt er mit einer Definition des 
Mengenbegriffs ([W] S. 282): 

Unter einer ,Menge" verstehen wir jede Zusammenfassung M von be­
stimmten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder 
unseres Denkens (welche die ,Elemente" von M genannt werden) zu einem 
Ganzen. 

Schon frtiher, 1882, hater gefordert ([W] S. 150), daB die Menge wohldefi­
niert sein mtisse: 

Eine Mannigfaltigkeit (ein Inbegriff, eine Menge) von Elementen, die 
irgendwelcher Begriffssphare angehoren, nenne ich wohldefiniert, wenn auf 
Grund ihrer Definition und infolge des logischen Prinzips vom ausgeschlos­
senen Dritten es als intern bestimmt angesehen werden muB, sowohl ob 
irgend ein derselben Begriffssphare angehoriges Objekt zu der gedachten 
Mannigfaltigkeit als Element gehort oder nicht, wie auch, ob zwei zur 
Menge gehorige Objekte, trotz formaler Unterschiede in der Art des Ge­
gebenseins einander gleich sind oder nicht. 

Es ist wohl im Sinne Cantors 92), wenn wir fordern, daB die Zusammen­
fassung in jedem Faile ,wohldefiniert" sei in dem eben beschriebenen Sinne. 

Es fallt auf, daB der Begriff der Menge sehr weit gespannt ist: Beliebige 
,Objekte der Anschauung oder des Denkens" sind als Elemente zugelassen, 
wenn die Zusammenfassung nur ,wohldefiniert" und die Elemente ,wohl­
unterschieden" sind. 

92) Spater, bei der Diskussion der Antinomien, haben die Vertreter der Mengen­
lehre Wert auf die ,Wohldefiniertheit" gelegt, vgl. 5.149. 
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Auch R. Dedekind hat den Mengenbegriff (er spricht von ,Systemen") so 
weit gefaiSt. Er will 93) beweisen, daiS es unendliche Systeme gibt und zeigt 
das an der ,Gesamtheit Saller Dinge, welche Gegenstand" seines ,Denkens" 
sein konnen. 

Wir werden noch ausfiihrlich dariiber sprechen (Kap. XIII und XIV) : Die mo­
derne Mathematik lehnt aus gewichtigen Grunden solche allgemeinen Be­
griffsbildungen ab. Wenn man Widerspriiche vermeiden will, muiS man die 
Moglichkeit der Mengenbildung durch verniinftige Vorschriften ein­
schranken. 

Auch die wichtige Definition des Begriffes Kardinalzahl hat seine Wandlun­
gen durchgemacht. Schon bei Cantor selbst finden wir verschiedene Fassun­
gen der Erklarung. 

In der zusammenfassenden Arbeit Beitriige zur Begrundung der transfiniten 
Mengenlehre (1895) heiiSt es ([W] 5. 282): 

,Machtigkeit" oder ,Kardinalzahl" von M nennen wir jenen Allgemein­
begriff, welcher mit Hilfe unseres aktiven Denkvermogens dadurch aus der 
Menge M hervorgeht, daB von der Beschaffenheit ihrer verschiedenen Ele­
mente m und von der Ordnung ihres Gegebenseins abstrahiert wird. 

Cantor bezeichnet die zur Menge M gehorende Machtigkeit oder Kardinal­
zahl mit M und erlautert weiter: 

Da aus jedem einzelnen Element m, wenn man von seiner Beschaffenheit 
absieht, eine ,Eins" wird, so ist die Kardinalzahl M selbst eine bestimmte 
aus Iauter Einsen zusammengesetzte Menge, die als intellektuelles Urbild 
oder Projektion der gegebenen Menge Min unserem Geiste Existenz hat. 

Zwei Mengen haben nach dieser Erklarung genau dann die gleiche Kardinal­
zahl, wenn sie (im Sinne der Definition von 5. 35) iiquivalent sind. Wir 
haben also 

(1) 

Nach der hier gegebenen Erklarung der Kardinalzahl als einer Menge von 
Einsen ergibt sich eine Aquivalenz zwischen der Menge M selbst und ihrer 
Kardinalzahl ([W] 5. 284): 

M-M. (2) 

In der spateren Lehrbuchliteratur tiber die Mengenlehre finden wir meist 
jene Definition des Begriffes Kardinalzahl, die Cantor in seiner Rezension 

93) Was sind und was sollen die Zahlen?, [C 13] 5. 14. 
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einer Schrift von Frege ([W] 5. 441) untergebracht hat. Er nennt da die 
Machtigkeit 

denjenigen Allgemeinbegriff, unter welchen aile Mengen, welche der ge­
gebenen Menge aquivalent sind, und nur diese, fallen. 

Einfacher gesagt: Die Miichtigkeit (oder Kardinalzahl) einer Menge Mist die 
Menge aller zu M iiquivalenten Men gen. 

Fur diese Definition der Machtigkeit 94) gilt natiirlich nicht die Aquivalenz (2): 

Es gibt ja z. B. unendliche viele Mengen, die drei Elemente haben, also von 
der Machtigkeit 3 sind. 

Wir werden spater sehen (vgl. Kap. XIII): Auch diese Definition hat ihre 
Tucken. Es gibt ,zu viele" Mengen, die einer gegebenen Menge aquivalent 
sind, und so kann man auch uber den Begriff der Kardinalzahl in Wider­
spruche stolpern, wenn man die Mengenbildung nicht in angemessenen 
Grenzen halt. Das kann durch eine geeignete Axiomatisierung der Mengen­
lehre geschehen. 

Manche Autoren von Lehrbuchern der Mengenlehre helfen sich dadurch, daiS 
sie eine explizite Definition des Begriffes Machtigkeit (oder Kardinalzahl) 
vermeiden. Sie sprechen nur davon, daiS zwei Mengen ,von gleicher Mach­
tigkeit", heifSen, wenn sie eineindeutig aufeinander bezogen werden ki:innen. 

Es konnte sein, daiS der Leser unter diesen Umstanden geneigt ist, den Wider­
sachem Cantors zuzustimmen: Wenn die Begriffsbildungen so oder so nicht 
einwandfrei sind, sollte man vielleicht besser den Umgang mit so vagen 
Theorien ganzlich vermeiden7 Wer so denkt, sei an die Geschichte der Infi­
nitesimalrechnung erinnert. Sie hat heute !angst ihren gesicherten Platz in 
der Mathematik, obwohl die ,Differentiale" von Leibniz und Newton doch 
recht zweifelhafte ,infinitare Bazillen" sind. 

W eierstraf3 und seine Schuler haben der Infinitesimalrechnung ein gesichertes 
Fundament gegeben, aber man hat schon lange vorher differenziert und inte­
griert in dem richtigen BewufStsein, daiS hinter den so schwierig und wider­
spriichlich zu definierenden Begriffen der Analysis etwas ,Richtiges" steckte. 

A.hnlich ist es mit der Mengenlehre. Die ersten Begriffsbildungen hielten 
noch nicht jeder Kritik stand. Und doch: Cantor hat uns mit seinen mutigen 
Begriffsbildungen ein ,Paradies" erschlossen, aus dem sich (nach einem 
Wort von Hilbert) die Mathematiker nicht wieder vertreiben lassen wollten. 
Wer- wie Cantor- an dem platonischen Verstandnis vom Wesen der Mathe­
matik festhalt, kann solche SefShaftigkeit etwa so begriinden: Hier ist die 

94) Zur Definition der Kardinalzahl siehe auch Kap. XIV. 
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Vision einer Theorie des Infinitesimalen, der eine, Wirklichkeit" in der Welt 
der Ideen entspricht. Wir miissen nur die richtigen Worte finden, urn sie zu 
beschreiben. 

Der mod erne Formalist kann .Ahnliches sagen: Hier scheint doch ein Funda­
ment fiir eine wichtige Ausweitung unserer ,formalen Systeme" gegeben zu 
sein. Versuchen wir, durch geeignete Axiome die Mengenbildung so zu be­
schranken, da.IS kein Ungliick passieren kann ( da.IS keine Widerspriiche auf­
treten konnen). 

Tatsachlich ist diese Axiomatisierung inzwischen !angst vollzogen worden. 
Darin liegt gewi.IS eine Rechtfertigung fiir unseren Versuch, den Begriinder 
der Mengenlehre in seinen eigenen Begriffsbildungen zu verstehen. 

Wir wollen noch anmerken, da.IS der Vergleich mit der Entstehung der Ana­
lysis nur bedingt berechtigt ist. Der Begriff des Differentials (so wie er his 
urn die Mitte des 19. Jahrhunderts verstanden wurde), ist in sich wider­
spruchsvoll. Cantors zweite Definition der Kardinalzahl aber ist vollkommen 
einwandfrei, wenn man sich auf bestimmte Klassen von Mengen (z. B.: die 
Menge der Teilmengen einer Ebene oder des Rn) beschrankt. 

Wir wollen nun die Grundziige der Cantorschen Theorie der Kardinalzahlen 
darstellen und folgen dabei im wesentlichen seinen Beitriigen (1895 und 
1897), ([W] S. 282 ff.), geben aber auch einige Erganzungen und Verein­
fachungen. 

2. Vergleidt von Kardinalzahlen 

Es seien M und N zwei Mengen (mit den Kardinalzahlen a= M und 6 = N), 
die folgende Eigenschaften haben: 

1. Es gibt keinen Teil von M, der mit N iiquivalent ist. 

2. Es gibt einen Teil N1 ( N, so da/3 N1 ~ M. 

Dann heif3t a kleiner als 6, 6 grof3er als a, im Zeichen: 

a<6, 6>a. 
Man beweist Ieicht: 

a<6/\ 6<c=?a<c. 
Aus der Definition der <-Beziehung folgt weiter: 

Die drei Aussagen 

a<6, a= 6, a>6 
schlief3en sich gegenseitig aus. 

(3) 

(4) 
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Damit ist allerdings noch nicht gesagt, daJS irgend zwei Mengen stets (ihrer 
Machtigkeit nach) vergleichbar sind, d. h. daJS zwischen ihren Machtigkeiten 
genau eine der drei Aussagen (4) giiltig ist. Das wird erst spater mit Hilfe 
des Wohlordnungssatzes bewiesen (Kap. XI). 

Dagegen kann man ohne solche Hilfsmittel den zuerst von Bernstein be­
wiesenen Satz 95) begriinden: 

Ist M1 eine Teilmenge einer Menge M und N1 eine Teilmenge von N, 

M1 CM,N1 CN, 

und gel ten die Aquivalenzen 

(5) 

so ist auch M ~ N. 

Cantor erwahnt diesen Satz in seinen Beitriigen ([W] 5. 285) als eine Folge 
des noch nicht bewiesenen Satzes tiber die Vergleichbarkeit von zwei 
Mengen. Der Satz kann mit einfachen Mitteln etwa so bewiesen werden: 

Nach (5) existiert eine eineindeutige Abbildung der Teilmenge M1 von M 
auf N. Fiir die Umkehrung dieser Abbildung konnen wir schreiben: 

f: f (N) = M 1 C M. 

Nun ist N 1 eine Teilmenge von N; sie wird durch f auf eine gewisse Teil­
menge M2 C M1 C M abgebildet: f (N1 ) = M2 C M1 C M. Wir haben dann 

(6) 

Der Satz von Cantor-Bernstein wird also bewiesen sein, wenn wir gezeigt 
haben: 

(M2 C M1 ( M) /\(M2 ~ M)=? Mt ~ M. (7} 

Nach (5) folgtja dann: M ~ N. 

Zum Beweis von (7) fiihren wir nach Dedekind 96) den Begriff der Kette ein: 

95) Er wird als Satz von Cantor-Bernstein zitiert. 
96) Was sind und was sollen die Zahlen? S. 9; auch in einem Brief an Cantor, [W] 

5. 449. 
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Definition: Es sei f: f (M) = M' eine eineindeutige Abbildung einer Menge M 
auf einen echten Teil M' (M, A eine Teilrnenge von M, f(A._ 1)=A., 
v = 1, 2, 3, ... , A0 =A. Dann heiBt 

v=O 

die Kette von A (in bezug auf f) (Abb. 6). 

Abb.6 

M 

Abb. 7 

Zurn Beweis von (7) setzen wir nun B = M - M 11 M = B v M 1 (Abb. 7). 

Weiter sei 

B* = 5t (B) = U B, 
V=O 

die Kette von Bin bezug auf die Abbildung f: f (M) = M2, also 

f (B) = f (B0) = Bv f (Bt) = B2, usf. 

Wir konnen dann B* auch so schreiben: 
00 

B* = B v B; = B v U B. 
v=l 

B = B*- B; 

(8) 

(8') 

B~ = U B. ist nun gewiB ein echter Teil von M2 und darnit auch von M1• 
v=l 

Deshalbist 

B nB1 = C/J 

die leere Menge. 
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Wir definieren nun eine neue Menge C: 

C = M - B* = M - ~(B) 

und eine weitere Abbildung g: 

g(m)= {f(m) .. fiirmEB*, 
m fiirm E C. 

Die durch (10) erklarte Abbildung ist eineindeutig: ist namlich 

(9) 

(10) 

m1 =I= m2, m1 E B*, m2 E B*, so ist g (m1) = f (m1) =I= f (m2) = g (m2). Wir 
haben daher g (m1) =!= g (m2), da die Abbildung f nach Voraussetzung ein­
eindeutig ist. Ist dagegen m1 E B*, m2 E C, so ist g (m1) E B*, dagegen 
g (m2) ~ B*. Im Faile m1 E C, m2 E C ist schliel5lich g (m1) =!= g (m2) trivial. 

Untersuchen wir nun die Abbildung g! Es ist 

g (B) = g (B(l) = B11 g (B1) = B2, usf., 
also 

g (B*) = B1*. 
Wegen g (C)= C haben wir dann (bei Beachtung von (8) und (9)): 

g (M) = B~ u C = B; u (M - B*) 
= B~ u (M- [BuB~])= M - B = M 1• 

Es ist also g (M) = M11 also M ~ M1• 

Urn die Bedeutung des Aquivalenzsatzes von Cantor-Bernstein zu wiirdigen, 
wollen wir die Kombinationsmoglichkeiten der Aussagen tiber die Aquiva­
lenz zwischen einer Menge M und den Teilmengen N' einer anderen Menge N 
(bzw. zwischen N und den Teilmengen M' ( M) zusammenstellen: 

I N ist einer T eilmenge II 

M'CMaquivalent 
N ist keiner Teilmenge 
M' C M aquivalent 

Mist einer Teilmenge I - - Ill I -M~N, M=N M<N N' C N aquivalent 

Mist keinerTeilmengel N <M l3 l I 
I N' ( N aquivalent 

M und N sind nicht [41 
vergleichbar -

Die Aussagen 121 und l3l ergeben sich aus der Definition der <-Beziehung 
fiir Machtigkeiten; 111 i;teine Folge des eben bewiesenen Satzes. 

Wir werden spater zeigen, daS der Fall [41 nicht moglich ist: lrgend zwei 
Mengen sind stets vergleichbar. Aber das folgt erst aus dem Wohlordnungs­
satz (Kap. XI). 
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3. Arithmetik der Kardinalzahlen 

Es seien A und B durchschnittsfremde Mengen mit den Machtigkeiten 

a =Aund6 =B. 
Dann ist die Summe a + 6 die Kardinalzahl der Vereinigungsmenge A v B: 

a+6=~, AnB=C/J. (11) 

Da es beim Machtigkeitsbegriff nicht auf die Ordnung der Elemente an­
kommt, ist offenbar 

a+lJ=6+a 
und 

a+ (lJ +c)= (a+ lJ) +c. 

(12) 

(13) 

Zur Definition des Produkts von Kardinalzahlen fiihrt Cantor die Verbin­
dungsmenge ([W] 5. 286) ein. Wir sprechen heute meist vom Kartesischen 
Produkt. Es seien M und N Mengen mit Elementen m und n: M = {m}, 
N = {n} (nach der Cantorschen 5chreibweise [W] 5. 282 ff.) 97). Dann heilst 
die Menge der (geordneten) Paare 

M X N = { (m, n)} 

das Kartesisd1e Produkt 98) der Mengen M und N. Dabei durchlaufen m und 
n alle Elemente der Mengen M bzw. N. 

Ersetzt man M und N durch aquivalente Mengen M' bzw. N': 

M-.... M', N-.... N', 

so ist offenbar 

M' X N' -.... M X N. 

Diese Tatsache rechtfertigt die Definition Cantors fiir das Produkt von 
Mach tigkei ten: 

a· lJ =A X B, a= A, lJ =B. (14) 

97) Cantor benutzt haufig die Bezeichnung M = {m} fiir eine Menge M. mist da­
bei eine Variable fiir die Elemente von M. Daneben schreiben wir auch 
A= {2, 3} fiir die Menge, die genau die beiden Zahlen 2 und 3 als Elemente 
umfaiSt und M = {m! R (m)} fiir die Menge aller Elemente m, fiir die die Aus­
sage R (m) richtig ist. 

98) bei Cantor: die Verbindungsmenge M · N. 
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Fiir die so definierten Summen und Produkte gelten offenbar die folgenden 
Rechenregeln: 

a· b = b ·a, 
(a· b)· c =a· (b ·c), (15) 

a · (b + c) = a · b + a · c. 

Das distributive Gesetz fiir Kardinalzahlen folgt aus der Ieicht zu begriin­
denden A.quivalenz 

A X (B v C) - (A X B) v (A X C), (fur Bn C = C/J ). 

Wir definieren nun die Potenzierung fiir Kardinalzahlen. Es sei (B I A) die 
Menge der Funktionen f, die die Menge B in die Menge A abbilden. Der 
Definitionsbereich fiir diese (eindeutigen, aber nicht notwendig eineindeuti­
gen) Funktionen ist die Menge B, der Bildbereich eine Teilmenge der 
Menge A. Es miissen nicht aile Elemente von A als Bilder vorkommen; 
deshalb sprechen wir von einer Abbildung in die Menge A (nicht: auf A). 

Eine Funktion dieser Art nennt Cantor eine Belegung der Menge B mit 
Elementen der Menge A ([W] 5. 287). 

Ersetzt man A und B durch aquivalente Mengen A' und B', so ist offenbar 

(B I A) - (B' I A'). 

Die Machtigkeit der Menge (B I A) ist also durch die Machtigkeiten der 
Mengen B und A festgelegt. Das rechtfertigt die Definition: 

l 
ab = (B I A), a = A, b = B. (16) 

Man schreibt heute oft AB statt (B I A). Mit dieser Bezeichnungsweise wird 
aus (16): 

(16') 

Betrachten wir als erstes Beispiel zunachst zwei endliche Mengen 
A= {a11 a2, a3} und B = {b1, b2}. Endliche Mengen sind genau dann aqui­
valent, wenn die Anzahl ihrer Elemente gleich ist. Ihre Kardinalzahl ist die 

Anzahl n der Elemente. Wir haben daher in unserem Beispiel A= a = 3, 

B=b =2. 

Wieviele Moglichkeiten gibt es, den Elementen b11 b2 von B eine Zahl a E A 
zuzuordnen? Offenbar je drei. Insgesamt haben wir also 3 · 3 = 9 ,Belegun­
gen" der Menge B mit Elementen der Menge A. Es sind dies die Mengen der 
Paare 

f1 .. = {(bl, a14); (b2, a.)}, f.1 = 1,2, 3,; Y = 1,2,3. 
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Nach {16) bzw. (16') ist auch 

ab = (B 1 A) = AB = 32 = 9. 

Zu (A I B) = BA dagegen gehoren 23 = 8 Funktionen. Man kann sie so dar­
stellen: 

gQar = { (al, bQ) i (a2, ba) i ( aa, br) } , 
e = 1, 2; a= 1, 2; r = 1, 2. 

Nehmen wir uns jetzt ein Beispiel vor, bei dem eine unendliche Menge auf­
tritt! Es sei B = N die Menge der natiirlichen Zahlen, A= {0, 1} eine Menge 
von der Machtigkeit 2. Zur Bezeichnung von Machtigkeiten unendlicher 
Mengen benutzte Cantor das hebraische N; insbesondere wird die Machtig­
keit von N (und damit die Machtigkeit aller abzahlbaren Mengen) mit N0 

bezeichnet. 

AN= 2ND 

ist dann die Machtigkeit der Funktionenmenge {f} = (N I A)= AN, deren 
Funktionen jedem Element von N entweder die Zahl 0 oder die Zahl 1 zu­
ordnen. Nun ist die Menge der Elemente n E N, zu denen der Funktions­
wert 0 gehort, eine (nicht notwendig echte, moglicherweise auch leere) Teil­
menge von N. Umgekehrt definiert jede Teilmenge N' ( N eine Funktion f 
aufN: 

{ 0 fiir n EN', 
f(n)= 1 fiirn~N'. 

Die Menge aller Funktionen {f} =AN kann also eineindeutig der Menge 
aller Teilmengen von N zugeordnet werden. (Man beachte, dafS es zu jeder 
Teilmenge N' ( N eine Komplementarmenge N- N' = N" gibt, aber auch 
zu jeder Funktion f eine ,Komplementarfunktion" g: g(n) = 1- f(n), die 
genau den Elementen von N" die 0 zuordnet.) 

2Mo ist also die Machtigkeit der Menge aller Teilmengen von N, und ent­
sprechend ist 211 die Machtigkeit der Menge aller Teilmengen einer Menge A 
mit der Machtigkeit a. 

Bevor wir aus dieser Bemerkung weitere Folgerungen ziehen, wollen wir 
noch einige Rechenregeln fiir die Potenzen von Kardinalzahlen notieren: 

a'· 6' = (a· 6)', 

(ab)c = aH. 

(17a) 

(17b) 

(17 c) 
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Wir geben die Beweise 99) fiir die heiden ersten dieser Formeln. {17 a) ist 
gleichbedeutend mit der Aussage 

(B I A) X (CIA) ..... (BvC I A) 

fiir durchschnittsfremde Mengen B und C: B n C = C/J . 
Es sei nun f eine Funktion aus der Menge (B v C I A). Ihr Definitions bereich 
ist die Vereinigungsmenge B v C. Man kann sie zerlegen in zwei Funktio­
nen fn und fc, die auf den Mengen B und C erklart sind und dort mit f iiber­
einstimmen. Jedem fist auf diese Weise ein Paar (fn, fc) zugeordnet. Um­
gekehrt kann man jedem Paar (fn, fc) eine Funktion f fiir die Vereinigungs­
menge B v C zuordnen; es ist einfach 

f(x) = { fn (x) 
fc(x) 

fiir x E B, 
fiir x E C. 

Aus dieser eineindeutigen Zuordnung 

f ~ (fn, fc) 

folgt aber, dalS die Mengen (B v C I A) und (B I A) X (CIA) aquivalent 
sind. Das ist aber die Aussage von (17 a). 

Die Forme I (17 b) ist gleichbedeutend mit 

(CIA X B) ..... (C I A) X (C I B) 

oder auch 

(A X B)C = AC X Be. 

Es sei nun f ein Element von (A X B)C; die Bildwerte dieser Funktion sind 
geordnete Paare, die zu A X B gehoren. Wir bezeichnen sie durch 

f(c) = (g (c), h (c)), c E C, g (c) E A, h (c) E B. 

Damit ist das Element f E (A X B)C einem Paar von Funktionen (g, h), 
also einem Element von AC X BC zugeordnet. Offenbar ist die Zuordnung 
eineindeutig, und damit ist (17b) bewiesen. 

Der ahnlich zu fiihrende Beweis von (17 c) sei dem Leser iiberlassen. 

Aus der Definition der Potenz fiir Kardinalzahlen ergeben sich einige Aus­
sagen iiber Ungleichungen, deren Beweis sich unmittelbar aus der Erklarung 
der <-Beziehung fiir Machtigkeiten ergibt: 

o1 <o2~o1 b;;;; o2b, 

01 < 02 ~ b~1 ;;;; b<lz. 

99) Cantor teilt diese Formeln ohne Beweise mit. 
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4. Beispiele 

Notieren wir zunachst einige Formeln fiir die Machtigkeiten endlicher oder 
abzahlbarer Mengen, die man leicht durch Konstruktion der entsprechenden 
Abbildungen beweisen kann. 

N0 + n = N0 + N0 = N0, (20) 

N0 • N0 = N0• (21) 

Zum Nachweis von (21) geht man von zwei abzahlbaren Mengen 

A= {a1, a2, a3, ••• } , B = {b11 b2, b3, •• .} 

aus und ordnet die Paare c"'. = (a"" b.) des Kartesischen Produkts A X Bin 
ein quadratisches Schema 

II II II II 
Cu c12 C1s cu 
c21 C22 C2s C24 

c31 Ca2 Css Cs4 (22) 
c41 C42 C4s C44 

Man kann nun die Paare c"'. = (a"', b.) diagonal 100) abzahlen unter Beach­
tung der Pfeile am Schema (22): 

Die Menge der Paare ist also auch von der Machtigkeit N0, und damit ist (21) 
bewiesen. 

Bezeichnen wir die Machtigkeit des Kontinuums 101) mit N, so haben wir 
nach Kapitel III: 

N>N0• (23) 

Weiter ist 

N + N0 = N, N + n= N, (24) 
und 

N+N= N. (24') 

100) Dieses auch von Cantor benutzte ,Diagonalverfahren" geht schon auf Cauchy 
zuriick. Es ist zu unterscheiden vom eigentlichen ,Cantorschen Diagonalver­
fahren", das zum Beweis des Teilmengensatzes benutzt wird (5. 85). 

101) z. B. die Machtigkeit des Intervalls [0, 1] bzw. (0, 1) in der Menge der reellen 
Zahlen. Vielfach schreibt man auch c statt Ni bei Cantor ([W] 5. 289) steht o. 
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Zur Begriindung von (24) benutzt man ein Verfahren, das Cantor schon in 
seinem Beweis in Crelles ]ournal84 (vgl. Kap. III 5. 36) niitzlich war. 

Es sei J = [0; 1] ein Reprasentant der Machtigkeit N, {an} eine nicht zu 1 
gehorende Folge reeller Zahlen, {bn} eine Teilfolge von ], schlieBlich 
1* = J- {bn}. 

Dann ist (man beachte {20) !) 

1 v{an} = J*v {bn}v {an} ...... ]* v {bn} = ], 
und daraus folgt die erste Gleichung (24). N + n = N wird ahnlich begriindet. 
Den Beweis fiir {24') kann man z. B. durch eine Projektion fiihren, die eine 
Strecke von der Lange 2 auf eine Strecke der Lange 1 abbildet (Abb. 8). 

2 

+---__.;:"'-(1,1) 

Abb.S 

o~-------__.;:----2 

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir die wichtige Forme! 

2Mo = N. {25) 

Wir hatten bereits festgestellt (5. 79), daB 2 Mo die Machtigkeit der Menge 
aller Teilmengen von N ist. Wir beachten jetzt, daB sich jede reelle Zahl x 
des Intervalls [0, 1] auf mindestens eine, hochstens zwei Weisen in der Form 

{26) 

darstellen laBt, wobei f (v) gleich 0 oder 1 ist. Zu den Zahlen des Typs 
x =(2m+ 1) · z-n gehoren namlich zwei Dualbruche {26), zu den iibrigen 
Zahlen des Intervalls [0, 1] genau eine. Wir haben z. B. 

31110111 
4 = 2 + 22 = 2 + 22 + 2s + 24 + 25 + · · · 

Die Menge der Dualbriiche (26) ist von der Machtigkeit 2Mo; denn f (v) ist ja 
eine Funktion, die den natiirlichen Zahlen Y die Bildwerte 0 oder 1 zuordnet, 
also die Elemente der Menge {O, 1}. Wir wollen diese Briiche jetzt einein­
deutig einer gewissen Zahlmenge zuordnen. Jede nicht abbrechende Reihe 
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(26) soil der reellen Zahl zugeordnet sein, die sie darstellt. Jede (nichtver­
schwindende) endliche Summe des Typs 

N 

S= ~ _!_ .i...J 2v 
V=1 

aber sei der rationalen Zahl S + 1 zugeordnet. Wir haben dann z. B. 
00 

~+ ~ _!_~~ 
2 .i...J 2V 4 I 

V=3 

1 1 3 
-+-~-+1. 
2 22 4 

Die Menge der so erhaltenen Bilder ist die Vereinigungsmenge des Intervalls 
[0, 1] und einer gewissen abzahlbaren Menge: [0, 1] u{ev}. Es gilt daher die 
Gleichung 

2No = N +No 

zwischen den Kardinalzahlen. Daraus folgt aber nach (24) die behauptete 
Gleichung (25). 

Cantor weist in seinen Beitriigen vom Jahre 1895 ([W] 5. 288) darauf hin, 
daB man aus (25) und (20) Ieicht die friiher mit wesentlich mehr Miihe be­
wiesene Aquivalenz zwischen der Menge der Punkte eines Quadrats und der 
der Punkte einer 5trecke gewinnen kann. Es ist ja 

N • N = 2No. 2No = 2No +No= 2No = N, 

allgemein Nn = N. 

Aus N0 • N0 = N0 schlie.Blich konnen wir (unter Benutzung von (18)) noch 

NNo=N 

ableiten. Es ist doch 

NNo = (zMo)No = zNo·No = N. 

(25') 

Wir wollen abschlie.Bend die Ergebnisse der Rechenoperationen a+ 6, a· 6, 
ab fiir die bisher behandelten Machtigkeiten zusammenstellen. 0 ist die 
Machtigkeit der leeren Menge cf;, n die der endlichen Menge mit n Ele­
menten. 

Die meisten der in den Tabellen notierten Aussagen sind begriindet worden. 
Fiir die fehlenden seien die Beweise dem Leser iiberlassen. In der T a belle 
fiir ab tritt freilich eine Kardinalzahl f auf, die bisher noch nicht definiert 
wurde. Das geschieht im folgenden Abschnitt (5. 86). 
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~ 0 
I 

1 n ~0 ~ 

0 0 1 n ~0 ~ 

1 1 2 1+n ~0 ~ 

m m m+1 m+n ~0 ~ 

~0 ~0 ~0 ~0 ~0 ~ 

~ ~ ~ ~ ~ ~ 

~ 0 
I 

1 n ~0 
I 

~ 

0 0 0 0 0 0 

1 0 1 n ~0 ~ 

m 0 m m·n ~0 ~ 

~0 0 ~0 ~0 ~0 ~ 

~ 0 ~ ~ ~ ~ 

~ 0 1 
I 

n ~0 ~ 

0 1 0 0 0 0 

1 1 1 1 1 1 

m 1 m mn ~ f 

~0 1 ~0 ~0 ~ f 

~ 1 ~ ~ ~ f 
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s. Das Cantorsdte Diagonalverfahren 

Fiir die moderne Grundlagenforschung ist das sogenannte Cantorsche Dia­
gonalverfahren eine besonders bedeutsame Schlu/Sweise. Cantor hat damit 
den wichtigen Teilmengensatz bewiesen, aber spater hat das Diagonalverfah­
ren auch in der Theorie der Entscheidungsverfahren Anwendung gefunden. 

In seinen Zeitschriftenaufsatzen finden wir diese Schlu/Sweise nur an einer 
Stelle ausgefiihrt ([W] S. 279 f.), nicht einmal in seiner allgemeinen Form. 
Cantor bewies an dieser Stelle, daiS die Menge der Teilmengen eines Inter­
valls immer von hoherer Machtigkeit ist als die Menge selbst. Er bemerkt am 
31. August 1899 in einem Brief an Dedekind ([W] S. 448), daiS sich dieses 
Verfahren ohne weiteres auf beliebige Mengen A von der Machtigkeit a 
zum Beweis der Ungleichung 

(27) 

benutzen lasse. 

Wir fiihren den Beweis entsprechend dieser Bemerkung Cantors allgemein 
und beweisen damit seinen 

T eilmengensatz: 
Fur jede Menge A ist die Menge! (A) der Teilmengen von hoherer Miichtig­
keit als die Menge selbst. 

Man erkennt Ieicht, daB fiir endliche Mengen von der Machtigkeit n die An­
zahl der Teilmengen 102) gleich 2" ist, und in der Tat ist ja 

(27') 

fiir aile natiirlichen Zahlen n. 

Ist a die Machtigkeit der gegebenen Menge A, so ist 211 die der Menge aller 
Teilmengen von A: Nach den Bemerkungen von S. 78 ist ja 211 die Machtig­
keit der Menge IJ (A) aller Funktionen f, die den Elementen a E A die 
Bilder 0 oder 1 zuordnen. Jede solche Funktion bestimmt eine Teilmenge 
A' C A, fiir deren Elemente a' f(a') = 0 gilt. Umgekehrt gehort zu jeder 
solchen Teilmenge A' eine Funktion f, die gerade fiir aile a' E A' den Wert 0, 

sonst aber in A den Wert 1 annimmt. Die Menge ! (A) aller Teilmengen 
von A ist also zu der genannten Funktionsmenge IJ (A) aquivalent und hat 

102) Man beachte, daiS die leere Menge und die Menge selbst dabei mitgezahlt 
werden. 
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auch die Machtigkeit 2a. Nun kann man jedem Element a E A eine Funk­
tion f<a) zuordnen, fiir die 

gilt. 

f(a) (x) = { 0 f~r x = a, 
1 furx=f=a 

Zwischen A und dieser Teilmenge unserer Funktionenmenge besteht eine 
eineindeutige Zuordnung. Deshalb ist die Machtigkeit von X (A) gewHs nicht 
kleiner als die von A. Wir wollen zeigen, daB sie auch nicht gleich sein kann: 

Angenommen, es gabe eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Elemen­
ten a E A und den Funktionen f. Dann konnte man jedes a der zugehorigen 
Funktion als Index beigeben und die eineindeutige Zuordnung so be­
schreiben: 

a++fa, a E A, fa E 'ff (A). (28) 

Dann ist aber auch 

g: g(x) = 1- fx(x) (x E A) (29) 

eine Funktion unserer Menge 'ff (A). Sie ist ja fiir aile x (x E A) erklart und 
nimmt nur die Werte 1 oder 0 an. Sie ist aber gewiB nicht gleich einer Funk­
tion fa· Fiir das Argument x =a hatten wir sonst 

g (a) = 1- fa (a) =fa (a). 

Das ist, da fa (a) nur 0 oder 1 sein kann, ein Widerspruch. Eine Zuord­
nung (28) kann es also nicht geben, und deshalb gilt die behauptete Un­
gleichung (27). 1st insbesondere a = N die Machtigkeit des Kontinuums, so 
haben wir nach (27) 

(30) 

Dabei ist f die Kardinalzahl der Menge Faller Funktionen f (y = f (x)), die 
fiir 0 :;;;;; x :;;;;; 1 erklart sind und den reellen Zahlen dieses lntervalls die Funk­
tionswerte 0 oder 1 zuordnen. Diese Kardinalzahl f tritt schon in der Tabelle 
fiir ali (5. 84) auf. Es gilt danach t03) 

f =2M= nM =NoM= NN. 

Der Cantorsche Teilmengensatz erschlieBt die Moglichkeit, zu jeder Menge M 
eine Menge von hoherer Machtigkeit zu bilden. Die ersten Untersuchungen 
iiber die Aquivalenz von Mengen fiihrten zu der Einsicht, daB sehr ver-

103) Nach (17) und (18) ist ja 

2M~ nN ~NoN ~ N N = (zNo) N = zNo N = 2M. 
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schiedenartige Mengen im Sinne der Cantorschen Definition , von der 
gleichen Machtigkeit" sind: die natiirlichen Zahlen, die rationalen, die alge­
braischen Zahlen. Dann wieder waren die Kontinua verschiedener Dimen­
sion von der gleichen Machtigkeit. Hier konnte der Verdacht naheliegen, 
daB die Cantorsche Methode der eineindeutigen Zuordnung ein zu grobes 
Verfahren sei, urn ,Ordnung" zu schaffen im Bereich der unendlichen 
Mannigfaltigkeiten. Es zeigt sich nun, daB die Theorie der Kardinalzahlen 
zwar vielen verschiedenen Mengen die gleiche Machtigkeit zuordnet, aber 
doch auch die Moglichkeit schafft, Unendlichkeiten von immer hoherer Mach­
tigkeit zu produzieren: Man kann zu jeder Menge die der Teilmengen bilden 
und dieses Verfahren beliebig oft fortsetzen. Auf diese Weise entsteht jenes 
,Paradies", aus dem Hilbert sich nicht durch die Bedenklichkeiten von 
Kronecker und seinen Anhangern vertreiben lassen wollte 104). 

Eine Variation des hier geschilderten ,Diagonalverfahrens" client heute 
meist dazu, urn die Nichtabzahlbarkeit des Kontinuums besonders elegant 
zu beweisen 105). Seine SchluBweise kann aber auch benutzt werden, urn 
nicht entscheidbare Probleme anzugehen 106). 

Cantor hat mit verschiedenen Methoden bewiesen, daB das Kontinuum von 
hoherer Machtigkeit ist als die Menge der natiirlichen Zahlen: N > N0• 

Es liegt die Frage nahe, ob N die kleinste Machtigkeit ist, die groBer ist als 
N0• Wir konnen auch so fragen: Gibt es eine Machtigkeit N*, fiir die die Un­
gleichungen 

N>N*>No 

erfiillt sind? 

{31) 

Das ist das sogenannte Kontinuumproblem, das Cantor zum ersten Male im 
Jahre 1884 in einer seiner Arbeiten erwahnt ([W] 5. 192). Er hofft, diese 
offene Frage schon bald durch einen strengen Beweis beanworten zu konnen. 
Die Cantorsche Vermutung lautet, daB es keine Machtigkeit N* zwischen N 
und N0 geben kann. 

Wir werden iiber dieses Problem noch mehrfach zu sprechen haben. Dies sei 
vorausgeschickt: Es ist Cantor trotz ernstester Bemiihungen nicht gelungen, 
seine Vermutung zu beweisen. 

104) Math. Ann. 95, 1926, 5. 161-190. 

105) Vgl. z. B. Meschkowski: Wandlungen des mathematischen Denkens, [C 31] 
s. 31. 

1°6) Meschkowski a. a. 0., 5. 100 ff. 
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6. Endlic:he Kardinalzahlen 

Wir haben bisher die Mengenlehre als einen Versuch verstanden, mit den 
Problemen des Unendlichen fertig zu werden. Dabei wurde die iibrige Mathe­
matik als 11bekannt" voraussetzt; insbesondere der Umgang mit den 
natiirlichen Zahlen. Nur nebenher sprachen wir gelegentlich von "endlichen 
Mengen", solchen Mengen also, denen eine natiirliche Zahl als Anzahl (oder: 
Kardinalzahl im Sinne Cantors) zugeordnet werden konnte. Das eigentliche 
Interesse galt jenen Mengen, die keine solche endliche 11Anzahl" hatten. 

Im § 5 seiner Beitriige vom Jahre 1895 gibt Cantor eine eigene Theorie der 
endlichen Kardinalzahlen. Er geht von einer Menge El> = (e0) mit einem ein­
zigen 11Ding" aus und definiert die 1 als die Kardinalzahl dieser Menge. Ist 
e1 ein wei teres Ding, so kann manes mit e0 zu einer Menge 

E1 = (e0, e1) 

vereinigen, der die Kardinalzahl"Zwei", im Zeichen 2, zukommt, usf. 

Auf diese Weise entsteht die Reihe endlicher Kardinalzahlen, von denen 
u. a. die folgenden Satze bewiesen werden konnen: 

A. Die Glieder der unbegrenzten Reihe endlicher Kardinalzahlen 1, 2, 3, . .. , 
Y, .•. sind aile untereinander verschieden. 

B. Jede dieser Zahlen Y ist gro[Ser als die ihr vorangehenden und kleiner als 
die auf sie folgenden. 

C. Es gibt keine Kardinalzahlen, welche ihrer Gro[Se nach zwischen zwei be­
nachbarten Y und Y + 1 liigen. 

D. Die Menge aller endlichen Kardinalzahlen ist eine transfinite Menge. 
Ihre Kardinalzahl (N0) ist die kleinste Kardinalzahl, die gro[Ser als jede 
endliche Kardinalzahl ist. 

Beim Beweis der Satze A-C benutzt Cantor das Prinzip der vollstandigen 
Induktion. 

E. Zermelo, der Herausgeber der Werke Cantors, nennt deshalb die hier ent­
wickelte Theorie 11an modernem Maf5stabe gemessen, wenig befriedigend" 
([W] S. 352). Er vermif5t eine scharfe begriffliche Definition der endlichen 
Mengen und vermutet, daf5 eine solche Definition erst auf einer hoheren 
Stufe der Theorie, namlich mit Hilfe der Wohlordnung, moglich ist. 

Diese Kritik ist gewif5 berechtigt. Trotzdem: Wir wollten den Cantorschen 
Ansatz zu einer Theorie der endlichen Mengen nicht totschweigen, weil auch 
an dieser Stelle der Weith lick des Forschers deutlich wird: Die Mengenlehre 
ist heute mehr als nur ein 11Spezialgebiet" der Mathematik, das sich mit den 
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besonders umHinglichen Studienobjekten des Forschers befaBt. Nach einer 
modernen Konzeption ist Mathematik Mengenlehre 107), und es ist danach 
moglich, auch den Begriff der natiirlichen Zahl aus den Axiomen der 
Mengenlehre zu deduzieren. Dann wird freilich das Prinzip der Induktion zu 
einem beweisbaren Satz (vgl. Kap. XIII). Der § 5 der Cantorschen Arbeit 
zeigt, daB er etwas von dieser Deutung seiner Theorie vorausgesehen hat. 

Dbrigens findet sich unter den Cantorschen Satzen iiber endliche Mengen 
auch der folgende ([W] S. 295): 

]ede endliche Menge E ist so beschaffen, da[S sie mit keiner ihrer Teilmengen 
i:iquivalent ist. 

Diese Eigenschaft kann auch zur Definition der Endlichkeit benutzt werden. 
So finden wir zuerst bei Dedekind in seiner Schrift Was sind und was sollen 
die Zahlen? die folgende Erklarung (S. 13): 

Ein SystemS heiBt unendlich, wenn es einem echten Teile seiner selbst ahn­
lich 108) ist; im entgegengesetzten Faile heiBt S ein endliches System. 

SchlieBen wir das Kapitel iiber die Kardinalzahlen mit einer Anekdote, die 
Bernstein 109) berichtet. 

Dedekind auBerte, hinsichtlich des Begriffes der Menge: er stelle sich eine 
Menge vor wie einen geschlossenen Sack, der ganz bestimmte Dinge ent­
halte, die man aber nicht sehe, und von denen man nichts wisse, auBer daB 
sie vorhanden und bestimmt seien. Einige Zeit spater gab Cantor seine Vor­
stellung einer Menge zu erkennen: Er rich tete seine kollossale Figur auf, 
beschrieb mit erhobenem Arm eine groBartige Geste und sagte mit einem 
ins Unbestimmte gerichteten Blick: ,Eine Menge stelle ich mir vor wie 
einen Abgrund." 

Dieser Satz Cantors leuchtet ein, wenn man sich urn ein Verstandnis fiir die 
Tatsache bemiiht, daB man zu jeder Menge immer wieder eine Menge von 
hoherer Machtigkeit definieren kann. 

107) Vgl. Kap. XV! 
108) Bei Dedekind steht ahnlich fiir den Cantorschen Begriff aquivalent. 
109) Becker: Grundlagen, [C 4] S. 316. 
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VII. Ordnungszahlen 

1 . .Ahnlime Mengen 

Man kann die Menge der rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 

R (0 i 1) = {~I p EN 1\ q E N 1\ p < q} 
abzahlen, indem man sie nach wachsenden Nennern, bei gleichem Nenner 
nach wachsenden Zahlern ordnet: 

1 1 2 1 3 1 2 3 4 1 
2' 3' 3' 4' 4' s' s' s' s' 6'' .. (1) 

Bezeichnet man die n-te Zahl dieser Reihe mit rn, so ist fiir die Menge 
R (0; 1) = {rn} eine Ordnungsrelation-< definiert durch 110) 

Yn-< Ym fiir n<m. 

Dabei gilt fiir die durch-< beschriebene Ordnungsrelation: 

a-<b {::} i(b-<a), 
a-<bAb-<c ==? a-<c. 

(2) 

(3) 

lst eine Menge M durch eine Ordnungsrelation-< (fiir die die ,Ordnungs­
axiome" (3) gelten) geordnet, so bezeichnen wir die Menge mit dieser Ord­
nung durch [M, -<]. 

Es ist durchaus moglich, die gleiche Menge auf verschiedene Arten zu ordnen. 
So ist z. B. unsere MengeR (0; 1) auch durch die gewohnliche fiir aile ratio­
nalen Zahlen geltende <-Beziehung geordnet. Offenbar gelten auch fiir 
diese Ordnung die Aussagen (3). Wir haben also zu unterscheiden zwischen 
[R (0; 1),-<] und [R (0; 1), <]. 

Diese heiden ,Ordnungstypen" sind durchaus verschieden. Von der Ord­
nung-< (fiir R (0; 1)) kannmanz. B. sagen: 

Es gibt ein erstes Element (namlidt r 1 = i>· 

uo) a-< b lies: a vor b. 
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]edes Element hat in bezug auf die Ordnung-< einen wohlbestimmten un­
mittelbaren Nachfolger, jedes von r1 verschiedene Element hat genau einen 
unmittelbaren Vorgiinger 111). 

Diese heiden Satze gelten nicht fiir [R (0; 1}, <]. Fiir diese Ordnung hahen 
wir aher: 

Zwischen irgend zwei Elementen von [R (0; 1), <l liegt immer noch ein Ele­
ment der Menge. 

Zwischen den rationalen Zahlen a und b (a<b) liegt z. B. die Zahl 
c= i (a+ b);esistja 

a<c=i(a+b)<b. 

Dieser Satz wiederum ist nicht richtig fiir den anderen Ordnungstypus: 
Zwischen r. und rv+ 1 giht es z. B. kein Element rl' mit r.-< r~<-< rv+t· 

Georg Cantor hat friihzeitig die Bedeutung des Ordnungshegriffes fiir seine 
Mengenlehre erkannt. Zur Definition des ,Ordnungstypus" fiihrt Cantor 
die iihnlichen Ahhildungen ein: 

Z wei geordnete Mengen [ M, -<J und 112) [N, -< ·] hei{Sen iihnlich, wenn man 
sie so eineindeutig aufeinander abbflden kann, da{S die Ordnungsbeziehung 
erhalten bleibt. 

Das heilst: Sind m und m* irgend zwei Elemente von M mit m-<m* und 
giht es eine eineindeutige Ahhildung von M auf N 

m~n, m*~n*, ... , 

derart, daB mit m -< m* stets n -< · n* gilt, so heiBen die heiden Mengen 
iihnlich, im Zeichen 

Offenhar ist z. B. [R (0; 1}, -<J der Menge der natiirlichen Zahlen mit der 
gewohnlichen Ordnung, [N, <], ahnlich: [R (0,1}, -<J ~ [N, <]. Urn das 
einzusehen, hraucht man ja nur 

rn~ n 

zuzuordnen. 

111) a heigt unmittelbarer Vorgiinger von b, wenn a-<b gilt und kein c EM mit 
a-< c-< b existiert. b ist dann der unmittelbare N achfolger von a. Fiir 
[R (0; 1),-<l ist r. - 1 unmittelbarer Vorganger von r,. 

112)-< · steht fiir irgendeine (moglicherweise von -< verschiedene) Ordnung. 
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Zwei ahnliche Mengen heilSen auch von gleichem Ordnungstypus. Den zu M 
gehorenden Ordnungstypus M 113) definiert Cantor ([W] 5. 297) so: 

Unter Ordnungstypus verstehen wir den Allgemeinbegriff, welcher sich aus 
M ergibt, wenn wir nur von der Beschaffenheit der Elemente m abstrahieren, 
die Rangordnung unter ihnen aber beibehalten. 

Danach kann man sich ([W] 5. 297) unter dem Ordnungstypus M selbst eine 
geordnete Menge vorstellen, deren Elemente ,,tauter Einsen sind, die die­
selbe Rangordnung untereinander haben wie die entsprechenden Elemente 
von M, aus denen sie durch Abstraktion hervorgegangen sind". 

Diese Vorstellung der geordneten ,Einsen" erscheint wenig gliicklich. 5pater 
hat Cantor selbst (in einem Brief an Dedekind, [W] 5. 444) eine andere Defi­
nition gegeben: 

Er nennt den Typus ,den Allgemeinbegriff, unter welchem sie sowohl, wie 
auch nur noch aile ihr iihnlichen geordneten Mengen stehen". 

In der modernen Literatur beschrankt man sich heute meist auf die Aus­
sage, daB ahnliche Mengen auch ,Mengen von gleichem Ordnungstypus" 
heiJSen 114). 

Cantor bezeichnet die Ordnungstypen unendlicher Mengen mit griechischen 
Buchstaben, die zugehorigen Kardinalzahlen durch Oberstreichen. So ist z. B. 
w der Ordnungstypus der Menge N der natiirlichen Zahlen, rJ der der 
Menge R der rationalen Zahlen, jedesmal in der ,natiirlichen" Ordnung 
durch das Zeichen <. Wir haben dann also 

- = -
R = rJ, R = 'YJ = ~()· 

Zu jeder Ordnungsbeziehung a-< b kann man die inverse Ordnung h-<·a 
definieren: 

h-<·a¢:?a-<b. 

113) M steht bei Cantor fiir den Ordnungstypus, M fiir die Machtigkeit der Menge 
M. Er fiigt nicht das Zeichen-<zu. Auch wir werden, wenn keine Mi/5verstand­
nisse zu befiirchten sind, bei der Bezeichnung einer geordneten Menge hiiufig 
darauf verzichten, das Zeichen fiir die Ordnungsrelation anzugeben. 

114) Es liegt natiirlich nahe, so zu definieren: Der Ordnungstypus einer geordneten 
Menge ist die Menge aller ahnlichen Mengen. Gegen solche allgemeinen Be 
griffsbildungen bestehen aber ahnliche Bedenken wie gegen die ,Menge aller 
aquivalenten Mengen". Vgl. dazu Kap. XIII ff. 

92 



Auf diese Weise gewinnt man zu jedem Ordnungstypus a: den inversen *tX. 

Zu w gehort z. B. *w, der Ordnungstypus der negativen ganzen Zahlen. 

lrgend zwei geordnete endliche Mengen von gleicher Anzahl (Kardinalzahl) 
sind stets iihnlich. Man kann sie ja entsprechend ihrer Ordnung aufeinander 
heziehen. Es seien z. B. die heiden Mengen 

M1 = {p, a, g, t, z} und M2 = {s, 3, 4, 1, 2} (4) 

gegehen. Ihre Ordnung sei durch die Darstellung (4) festgelegt: 

p<a<g<t<~5<3<4<1<1 

Sie sind ahnlich, denn wir konnen ja zuordnen: 

p~5, a~3, g~4, t~1, z~2. 

Es ist am einfachsten,.wenn man die Kardinalzahl 5 der heiden Mengen M1 

und M2 auch als ihren Ordnungstypus hezeichnet. Die Zahl 0 gilt dahei als 
Ordnungstypus der leeren Menge (/). 

2. Arithmetik der Ordnungstypen 

Auch fur die Ordnungstypen kann man eine Addition und eine Multiplika­
tion definieren. 

Es seien tX und fJ die Ordnungstypen der disjunkten geordneten Mengen 
A und B, tX = A, fJ = B, A n B = (/). Dann kann in der Vereinigungsmenge 
A v Beine Ordnung definiert werden durch folgende Vorschriften: 

1. Sind a11 a2 Elemente von A und b11 b2 Elemente von B, so gilt fur A v B: 
a1 < a2 und b1 <b2, wenn diese Relationen in A bzw. in B richtig sind. 

2. Es ist a< b fur aile a E A, b E B. 

Mit diesen Festsetzungen wird A v B zur geordneten Menge, und ihr Ord­
nungstypus heifSt tX + fJ: 

(\+ {J= A+ B= AVB. 

Betrachten wir als erstes Beispiel zwei endliche Mengen, 

A= {1,2,3,4,5}, B= {6,7}. 

Es ist dann A+ if= 5 + 2 = if+ A= 2 + 5: 

{1, 2, 3, 4, 5} + {6,7} = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} = 7, 

{6, 7} + {1, 2, 3, 4, 5} = {6, 7, 1, 2, 3, 4, 5} = 7. 

Offenhar gilt fur aile endlichen Ordnungstypen das kommutative Gesetz 

A + 8 = B + A= (\ + fJ = fJ + (\. (5) 
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Fiir unendliche Mengen gilt (5) im allgemeinen nicht. So ist z. B. 

1+w= {a}+N 

der Ordnungstypus der Menge 

M 3 ={a, 1,2, 3,4, .. .}. 

Sie ist offenbar zur Menge N der natiirlichen Zahlen ahnlich, denn wir kon­
nen ja zuordnen: 

a~ 1, 1 ~ 2, 2 ~ 3, ... 

Die Menge M4 = {1, 2, 3, 4, ... , a} hat dagegen den Ordnungstypus w + 1. 
Sie ist gewiB nicht zur Menge N der natiirlichen Zahlen ahnlich. Gabe es 
namlich eine die Ordnung erhaltende eineindeutige Abbildung zwischen 
M4 und N, so mii!Ste die Zuordnung ja beginnen: 1 ~ 1, 2 ~ 2, 3 ~ 3, ... 
Es gabe dann kein Bild fiir a. 

Wir haben deshalb 

1+w=w=f=w+l. 

Fiir Ordnungstypen gilt also im allgemeinen nicht das kommutative Gesetz 
der Addition. Dagegen ist die Addition assoziativ, wie man Ieicht aus der 
Summendefinition begriinden kann: 

IX+ (/5 + y) = (a:+ p) + y. {16) 

Die Multiplikation von Ordnungstypen begriindet Cantor ([W] 5. 302) so: 

Aus zwei geordneten Mengen M und N mit den Typen ex und {J laBt si<h 
eine geordnete Menge S dadurch herstellen, daB in N an Stelle jedes Ele­
mentes n eine geordnete Menge Mn substituiert 115) wird, welche denselben 
Typus ex wie M hat, also 

Mn =ex, 

und daB iiber die Rangordnung in S folgende Bestimmungen getroffen 
werden: 

1. Je zwei Elemente von S, welche ein und derselben Menge Mn angehoren, 
behalten dieselbe Rangbeziehung wie in Mn, 

2. je zwei Elemente von S, weldte zwei versdtiedenen Mengen Mn1 und 
Mn2 angehoren, erhalten in S die Rangbeziehung, welche n1 und n2 in N 
haben. 

115) Das bedeutet: An die Stelle jedes Elementes n E N setze man aile Elemente 
einer geordneten Menge Mn, nidtt Mn selbst. Die Mengen Mn werden dabei 
als paarweise elementefremd vorausgesetzt. 
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Der Ordnungstyp von S hangt offenbar nur von den Ordnungstypen !X und fJ 
a b. Deshalb kann Cantor definieren: 

!X. fJ = s. (7) 

Man erkennt Ieicht, dalS fiir die so definierte Multiplikation von Ordnungs­
typen das assoziative und das distributive Gesetz gel ten: 

((X • {J) • ?' = (X • ({J • ?')I 

!X. (fl + r) =!X. fJ +!X.?'· 

Dagegen ist auch die Multiplikation im allgemeinen nicht kommutativ. 

So ist z. B. 2 · w von w · 2 verschieden. Es sind z. B. 

{a1, a2, a3, •• .} , { h11 h2, h8, •• .} 

zwei Mengen vom Ordnungstypus w; man hat dann 

2 · w = {a1, h1, a2, h2, a3, h3, •• .}, 

aber 

3. Die Ordnungstypen TJ und e 

(8) 

(9) 

Von besonderem Interesse sind die Ordnungstypen TJ und e. TJ ist der Typus 
der Menge R der rationalen Zahlen, e der des 116) Linearkontinuums, beide 
Male fiir die ,natiirliche" Ordnung durch <. 
Ober den Ordnungstypus TJ hat Cantor den folgenden bemerkenswerten 
Satz bewiesen: 

Es sei [ID't,-< 1 eine geordnete Menge, die folgende Eigenschaften hat: 

1. IDl =No, 

2. [ID"t,-<1 hat kein erstes und kein letztes Element, 

3. [ID"t,-< 1 ist uberall dicht. 

Dann hat [ID't, -<1 den Ordnungstypus TJ· 

Zum Beweis dieses Satzes brauchen wir fiir die Menge R neben der natiir­
lichen Ordnung noch die, die wir bei der diagonalen ,Abzahlung" von R er­
halten. Dazu benutzt man ein Anordnungsschema fiir die rationalen Zahlen, 
wie es ahnlich schon beim Beweis der Forme! (VI 21) verwendet wurde. 

116) e ist bei Cantor eingefiihrt als der Ordnungstypus der Menge der reellen 
Zahlen x mit 0 $ x $ 1. 
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Zahlen wir zunachst die rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 ab1 diesmal 
(vgl. (1) !) aber unter Einschlug der 1; dann schreiben wir die Folgen ratio­
naler Zahlen darunter1 die durch Addition von ± 11 ± 21 ± 31 ••• entstehen: 

sf sf sf sf 

1 1 2 
1 -

2 3 3 

3 4 5 
2 - -

2 3 3 

1 2 1 (10) 
0 --

2 3 3 

5 7 8 
3 -

2 3 3 

Durch diagonale Abzahlung von (10) (nach den beigegebenen Pfeilen) ent­
steht die Folge R0 = {r.} (v = 11 21 31 • •• ) mit 

1 1 3 2 4 
rl = 11 r2 = 2 I rs = 21 r4 = 3 I r5 = 2 I r6 = 01 r7 = 3 I rs = 3 I ••• 

Als ein Beispiel fiir eine Menge [9n1 -<1 mit den im Cantorschen Satz gefor­
derten Eigenschaften wollen wir die geordnete Menge [M1 <] der rationalen 
Zahlen zwischen 0 und 1 heranziehen: 

[M1 <] = [{xlo<x<1Ax E R}1 <]. 

Die Menge M kann man (nach (1)) abzahlen und man erhalt so eine Folge 
M0 = {m11 m21 m31 •• .} mit 

Wir haben zu zeigen1 d~ 

[roll -<1 ~ [R1<] (11) 

ist fiir alle Mengen [IDC,-<J mit den Eigenschaften 1.1 2.1 3.1 insbesondere 
also fiir [ml1-<]= [M,<]. Da die Menge 9n von der Machtigkeit ~0 ist1 

kann man sie abzahlen1 und wir wollen die entstehende Folge mit M<0l be­
zeichnen: M<0l = {m<1l1 m<Zl1 m(3)1 •• • }. 

96 



Zur Herstellung der .Ahnlichkeitsahbildung heginnen wir mit der Zu­
ordnung 

m<1> ~ r1• (12) 

Durch m<1> wird nun die Menge !m- {m<1>} in zwei Teilmengen zerlegt, 
namlich in die Menge der Elemente, die vor, und die Menge der Elemente, 
die hinter m<1> stehen. In jeder dieser heiden Teilmengen giht es ein Element 
mit kleinstem Index. Wir nennen es m<a,) hzw. m(a,). Dann ist natlirlich einer 
dieser heiden Indizes gleich 2. 

Entsprechend giht es in der Menge R zwei Elemente mit kleinstem Index, 
fiir die 

Yb1 <r1 <rb2 

gilt. Einer dieser heiden Indizes b1 hzw. b2 ist wieder 2. 

Wir ordnen nun die so festgelegten Elemente einander zu: 

m(a,) ~rb,, 

m(a,) ~rb.· 
(12') 

Fiir die verhleihenden Elemente m E !m gibt es nun vier Moglichkeiten der 
Ordnungsbeziehung zu den schon festgelegten Elementen (Ahh. 9): 

Abb.9 
CD ® 

1. m -<(m(a,), 

2. m<a,) -< m -< m<1>, 
3. m<1> -< m -< m(a,), 

4. m(a,)-< m. 

Wir suchen nun die Elemente mit kleinstem Index, fiir die die Moglich­
keiten 1., 2., 3. oder 4. erfiillt sind und hezeichnen sie mit m<a,), m<a,), m<"•>, 
m<"•>. 

Fiir die MengeR nehmen wir die entsprechende Fallunterscheidung vor und 
bestimmen die Elemente mit kleinstem Index: rb3, rb4, rb5, Ybs· Jetzt konnen 
wir die Zuordnung (12) hzw. (12') erweitern: 

m(av) ~ Ybv1 V = 3, 4, 5, 6. (12") 

Das Verfahren kann nun ad inf. fortgesetzt werden: Man hestimmt jeweils 
die Elemente mit kleinstem Index, die vor, hinter hzw. zwischen den hereits 
zugeordneten liegen 111). 

117) Hier werden die Eigenschaften 2. und 3. von [ID1,-<(] benutzt. 
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Durch dieses Verfahen werden tatsachlich aile Elemente der Mengen Wl bzw. 
R erfa!St. Es sei namlich m(i) das Element mit kleinstem Index, das beim 
kten Zuordnungsschritt noch nicht erfa!St wurde. Dann kommt es mit Sicher­
heit beim nachsten Schritt an die Reihe: m(i) mu!S ja in eines der Intervalle 
fallen, die durch die bereits zugeordneten Elemente gebildet werden. Und es 
ist weiter das Element mit kleinstem Index in diesem Interval!. 

Damit ist eine die Ordnung erhaltende Zuordnung zwischen den Elementen 
von [Wl,-<J und [R, <] hergestellt, also die A.hnlichkeitsaussage (11) be­
wiesen. 

Wir notieren noch den Anfang der Zuordnung fiir unsere Beispielmenge 
[M,<]: 

1 
m 1 = -~r1 = 1, 

2 

1 1 
m4= 4~r4 = 3' 

3 
m5 = -~r10 = 3, 

4 

2 2 
m-=-~r =-' 5 7 3 I 

2 
m3 =-~r3 =2, 

3 

3 3 
ms= s~rs= 2' 

Als Anwendung des eben bewiesenen Satzes konnen wir die folgenden Aus­
sagen festhalten: 

'YJ ist der Ordnungstypus der Mengen aller reel/en algebraischen Zahlen in 
ihrer ,naturlichen" Anordnung. 

'YJ ist der Ordnungstypus der Menge aller algebraisd1en Zahlen eines offenen 
Intervalles (ai b) (a E R, b E R) in ihrer ,natUrlichen" Anordnung. 

Das folgt sofort a us der Tatsache, daB fur diese Mengen die fiir [Wl, -<J an­
genommenen Voraussetzungen erfiillt sind. 

Weiter gelten fiir den Ordnungstypus 'YJ die folgenden Rechenregeln: 

'YJ + r; = r], (13) 

rJ. 'YJ = 'YJ, (14) 

(1 + 'Y/). 'YJ = 'YJ, (15) 

('YJ + 1). 'YJ = 'YJ, (16) 

(1 + 'YJ + 1) . rJ = 11· {17) 
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Der Beweis dieser Formeln ergibt sich aus der Tatsache, dafS die links vom 
Gleichheitszeichen stehenden Ordnungstypen zu Mengen gehoren, die ab­
zahlbar und in sich dicht sind und kein kleinstes und kein grolStes Element 
haben. 

(13) kann z. B. so gedeutet werden: Die offenen Intervalle 118) (0, 1) und 
(1, 2) sind vom gleichen Ordnungstypus wie die Vereinigungsmenge 
(0, 1) v (1, 2). AufSerdem ist natiirlich (0, 2) = 'YJ· Es gilt weiter 

*TJ = TJ; (18) 

dagegen sind die Ordnungstypen 1 + TJ, TJ + 1, n · TJ, 1 + TJ + 1 unter sich 
und von rJ verschieden. 

Fiir den Ordnungstypus e des abgeschlossenen Intervalles [0, 1] in der 
Menge der reellen Zahlen hat Cantor den folgenden Satz bewiesen: 

lst eine geordnete Menge [ID1, -<] perfekt und enthiilt sie eine abziihlbare 
Teilmenge S, die in [ill1, -<l uberall dicht 119) liegt, so ist ID1 = e. 
Man charakterisiert heute das Linearkontinuum meist mit Hilfe von Begriffs­
bildungen, die den Dedekindschen Schnitt 120) benutzen. 

4. Wohlgeordnete Mengen 

Wir haben es bereits im Kapitel iiber die Topologie gesagt: Nicht nur das 
Finden und Beweisen mathematischer Satze ist ein Ausweis von schopferi­
scher Fahigkeit. Auch das geschickte Definieren ist eine bedeutsame Leistung. 
Selbst wenn man grofSe Worte sparsam zu verwenden geneigt ist, dar£ man 
die Begriffsbildung der ,wohlgeordneten Menge" eine geniale Leistung 
Cantors nennen. Sie erschlofS die Moglichkeit, eine Obersicht iiber die Typen 
transfiniter Mengen zu gewinnen. 

Wir geben die Definition der wohlgeordneten Menge in einer modernen 
Fassung 121). 

118) Hier sind die Intervalle in der Menge R der rationalen Zahlen (geordnet nach 
der Relation<) gemeint. 

m) Man beachte die Definition in Kap. IV! 
120) Naheres z. B. bei Fraenkel: Abstract set theory, [C 15] 5. 156 ff. 

121 ) Cantor definiert ([W] 5. 312) etwas anders und gewinnt dann, als einen be­
weisbaren 5atz, die Aussage: ]ede Teilmenge einer wohlgeordneten Menge hat 
ein erstes Element. 
Auch die spateren Definitionen dieses Abschnitts gehen in ihrer sprachlichen 
Formulierung nicht immer auf Cantor zuriick. 
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Definition I: 
Eine geordnete Menge M heif3t wohlgeordnet, wenn jede nicht leere Teil­
menge von M ein erstes Element hat. 

Danach ist z. B. jede geordnete endliche Menge und jede Menge vom 
Typus w wohlgeordnet, nicht aber die Mengen vom Typ *w. In der Menge N 
der natiirlichen Zahlen hat jede Teilmenge gewi1S ein kleinstes Element; fur 
die Menge der negativen ganzen Zahlen (in ihrer 11naturlichen" Ordnung) gilt 
das aber nicht. 

Die geordneten Mengen vom Typ rJ sind nicht wohlgeordnet; so hat z. B. die 
Menge aller positiven rationalen Zahlen (r > 0) kein kleinstes Element. 

Man kann aber fur die Menge R der rationalen Zahlen noch eine andere 
Ordnung definieren. Man kann sie abzahlen (vgl. S. 27) und gewinnt damit 
in der Darstellung 

Ro = {r11 r2, r3, ••• } 

eine neue Ordnung (ry-<_r~" wenn v<fl-), die den Charakter einer Wohlord­
nunghat. 

Es ist weiter sofort ersichtlich, daB aile geordneten Mengen vom Typ 1 + w, 
2 + w, ... , w + w, w + w + w, ... wohlgeordnet sind. 

Satz 1 

In einer wohlgeordneten Menge hat jedes Element (mit Ausnahme eines 
etwa vorhandenen letzten Elementes) einen unmittelbaren Nachfolger. 
Zum Beweis unseres Satzes sei m ein beliebiges Element der wohlgeordneten 
Menge M, Mm die Menge aller auf m folgenden Elemente. Es gilt also 
x E Mm genau dann, wenn x E M und m-<_ x erfullt ist. Wenn m nicht das 
letzte Element von M ist, ist Mm nicht leer und hat nach Definition I ein 
erstes Element b. Dann ist m-<_b, und es gibt kein y EM mit m-<_y-<_b. 
b ist daher der unmittelbare Nachfolger von m. 
Man kann aber nicht behaupten, daB in einer wohlgeordneten Menge jedes 
Element einen unmittelbaren Vorganger haben muB. In der wohlgeordneten 
Menge 

{a1, a2, a3, ••• ; h1, h2, b3, •• .} 

vom Typ w +what z. B b1 keinen unmittelbaren Vorganger. 

Definition II 
Eine Teilmenge A einer geordneten Menge [M, -<_] heifSt ein Anfang, wenn 
sie mit jedem Element a E A auch aile Elemente b E M mit b-<_ a enthiilt: 

[(a E A) 1\ (b-<_ a)]==? (b E A). 
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Speziell heif3t ein Anfang 

Ac = {x I X E M 1\ X-< c} 

einer geordneten Menge [M,-<] ein Abschnitt. 

In einer wohlgeordneten Menge M ist jeder Anfang A ein Abschnitt: Die 
Komplementarmenge B = M - A muB ja ein erstes Element haben; dann ist 
A = Ac der durch c bestimmte Abschnitt. 

Betrachten wir als Beispiel die Menge 

1 
M = { 1 ± - } , n = 1, 2, 3, ... 

n 
(19) 

M sei durch die iibliche <-Relation geordnet, ist dann aber nicht wohl­
geordnet. Die Teilmenge M 1 = { m I m E M 1\ m > 1} hat kein erstes Ele­
ment. Die Teilmenge M2 = {m I m E M 1\ m <I} ist ein Anfang, aber kein 
Abschnitt. Fiigt man zu M noch die Zahll hinzu, bildet man also die Menge 

M 3 = Mv{l}, 

so wird M 2 zu dem durch das Element a = 1 von M 3 bestimmten Abschnitt Aa 
der geordneten (aber nicht wohlgeordneten) Menge M 3• 

Als ein weiteres Beispiel nennen wir noch die Menge G der ganzen Zahlen. 
Sie ist nicht wohlgeordnet, aber jeder (von G verschiedene) Anfang ist ein 
Abschnitt. 

SchlieJSlich betrachten wir noch die Menge 

P = {r11 r2, r3, ••• ; 1 + r1, 1 + r2, ••• ; 2 + r 11 2 + r2, ••• ; ••• } (20) 

der positiven rationalen Zahlen. r. (v = 1, 2, 3, ... ) hat dabei dieselbe Be­
deutung wie in der Abzahlung (1). P ist wohlgeordnet, vom Typus 
w+w+w+w+ ... 

5. Elementare Eigensdtaften der Ordnungszahlen 

Fiir die Ordnungstypen der wohlgeordneten Mengen fiihrt Cantor eine be­
sondere Bezeichnung ein: 

Definition III 
Der Ordnungstypus einer wohlgeordneten Menge heif3t eine Ordnungs­
zahl122). 

So sind z. B. w, w + 1,1 + w, w + w Ordnungszahlen, nicht aber *w und 'YJ· 

122) syn. : Ordinalzahl. 

101 



Die Bezeichnung Ordnungszahlen wird sich dadurch rechtfertigen, daB 
zwischen den Ordnungszahlen eine (durch das Zeichen < zu bezeichnende) 
Ordnungsrelation besteht. Stellen wir zunachst (immer nach dem Vorbild von 
Cantor) fest: 

Definition IV 
Fur die Ordnungszahlen <X und {J der wohlgeordneten Mengen A und B gilt 
<X <{J, wenn A einem Abschnitt von B iihnlich ist. 

Zur Rechtfertigung dieser Erklarung beweisen wir zunachst 

Satz2 
Keine wohlgeordnete Menge ist einem ihrer Abschnitte iihnlich. 

Das heiBt also: Eine Ordnungszahl ex ist niemals kleiner als ex: 

-, (cx<cx). (21) 

Nehmen wir an, es gabe eine die Ordnung erhaltende Abbildung von A auf 
einen Abschnitt Ax, x E A: 

Ax={y/y=f(a) 1\a E A}. 

Dann ist jedenfalls f (x)-<x, da ja aile Elemente von Ax nach Definition II 
vor x liegen. Die Menge 

B={b!b EAI\f(b)-<b} 

ist dann nicht leer und hat als Teilmenge einer wohlgeordneten Menge ein 
erstes Element c. Wir haben dann also 

d = f (c)-<c, (22) 

und c ist das (nach der Ordnung durch -<) erste Element mit dieser Eigen­
schaft. 

Wenden wir jetzt die Abbildung f auf dan. Dann ist doch wegen (22) 

f (d) = f (f (c))-< f (c) = d, 

da ja f die Ordnung erhalt. Wir haben also f (d) -<d, d-< c. Da aber c das 
erste Element mit der Eigenschaft f (c)-< c sein sollte, ist das ein Widerspruch. 
Eine die Ordnung erhaltende Abbildung von A auf einen Abschnitt Ax kann 
es nicht geben, und damit ist (21) bewiesen. 

Als Zusatz konnen wir noch notieren: 

Irgend zwei verschiedene Abschnitte einer wohlgeordneten Menge sind nicht 
iihnlich. 
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Besonders wid1tig fiir die Theorie der Ordnungszahlen ist nun 

Satz 3 
Von zwei nicht iihnlichen wohlgeordneten Mengen A und B ist entweder A 
einem Abschnitt von B oder B einem Abschnitt von A iihnlich. 

Es seien Aa und Bb die durch die Elemente a bzw. b (a E A, b E B) bestimm­
ten Absdmitte der Mengen A bzw. B. 

Die heiden wohlgeordneten Mengen A und B haben nam Definition I je ein 
erstes und nam Satz 1 aum ein zweites Element. Wir nennen sie a1, a2 bzw. 
b11 b2• Dann sind gewiB die aus je einem Element bestehenden Ab­
schnitte Aa, und Bb, einander ahnlim: 

Aa, = {a1} ~ {b1} = Bb,· (23} 

Dar a us folgt, daB die durch 

C= {x!V (Ax~ By)} (24) 
y 

definierte Menge C nicht leer ist. Nam Satz 2 ist der zu Ax gehorende Ab­
smnitt Bu (oder: der zu By gehorende Absmnitt Ax) eindeutig bestimmt. Die 
durch 

f: Y = f (x) (25) 

gegebene Funktion ist daher eineindeutig. 

Wir wollen nun zeigen: Die Menge C ist ein Abschnitt von A oder die ganze 
Menge A selbst. 

Es sei namlich z -<_x, z E A, X E A. Dann bildet die durm (25) gegebene Ab­
bildung den Absmnitt Ax auf den Absmnitt Ay ab, also auch z (es ist ja 
z-<_x) auf ein gewisses wE By, w-<_y. Diese die Ordnung erhaltende Ab­
bildung f bildet dann aum die Absmnitte Az und Bw (Az ( Ax, Bw ( By) auf­
einander ab: 

(f) 
Az~Bw. 

Das heiBt aber: Jedes z < x, x E A, x E A, bestimmt einen Absmnitt der 
durm f unter Erhaltung der Ordnung auf einen Abschnitt Bw von B ab­
gebildet wird. z gehort also zu C. Deshalb ist C tatsamlim ein Absmnitt 
von A oder aber die ganze Menge A selbst. 

Die durch f gegebene Bildmenge von C bezeimnen wir mit f (C)= D. D ist 
dann ein Absmnitt von B oder die Menge B selbst. Fiir die Mengen C und D 
sind nun die folgenden 4 Aussagen denkbar: 
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1. C=A, D=B. 
2. C =Ad~ E A), D =B. 
3. C =A, D = B~ (rJ E B). 
4. C =A;, D = B~, (~ E A, 'YJ E B). 

Der Fall1. scheidet aus, weil A und B nicht ahnlich sein sollten. Wir wollen 
zeigen, daB auch der Fall 4. nicht moglich ist. Man kann ja in diesem Fall die 
Abbildung f auch noch fiir die Elemente ~ und rJ definieren: 

'Y} = f (~). 
Sind$' und rJ' die unmittelbaren Nachfolger von ~ und rJ, so ist damit eine 
Zuordnung der Abschnitte At und B~· erreicht: B~· = f (A;'). Dann gehort 
aber auch noch ;' zu Menge C. Die Annahme C = A; war also falsch. 
A us Satz 3 ergibt sich sofort der folgende Zusatz: 

Satz3a 
Fur die Ordnungszahlen ex und fJ von zwei wohlgeordneten Mengen A und B 
gilt genau eine der drei Aussagen 

cx<{J, ex=/], cx>{J. (26) 

SchlieBlich notieren wir noch eine Folgerung fiir die Mi:ichtigkeiten wohl­
geordneter Mengen: 

Satz3b 
Wohlgeordnete Mengen sind hinsichtlich der Mi:ichtigkeiten stets vergleich­
bar. 
Das heiBt: Fiir wohlgeordnete Mengen A und B kann der beim Beweis des 
Cantor-Bernstein-Satzes (5. 76) diskutierte Fall der Nichtvergleichbarkeit 
(Fall4.) nicht eintreten. 1st A <if, so ist eine eineindeutige Abbildung von A 
auf eine TeilmeQge von B gesichert. Wir haben deshalb A~ B. Wir miissen 
das Gleichheitszeichen zulassen, weil es ja auch noch eine eineindeutige (die 
Ordnung nicht erhaltende!) Abbildung von B auf A geben kann. Das zeigt 
das Beispiel der Ordnungszahlen w und w + 1. Es ist w < w + 1, aber die 
entsprechenden Machtigkeiten sind gleich: ~ = w + 1. 

Diese Bemerkung macht die Bedeutung des Begriffes ,Wohlordnung" klar: 
Wenn es gelange zu zeigen, daB man jede Menge "wohlordnen" kann, so 
konnte man a us dem eben notierten Zusatz die wichtige Folgerung ziehen: 
Irgend zwei Mengen sind hinsichtlich ihrer Mi:ichtigkeit stets vergleichbar. 
Wir werden tiber das Problem der 11Wohlordnung" beliebiger Mengen noch 
ausfiihrlich zu sprechen haben. Zunachst ziehen wir a us unseren Ergebnissen 
eine andere Folgerung: 
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Satz 4 (Prinzip der transfiniten Induktion) 
Es sei M eine wohlgeordnete Menge und A (m) eine fur alle m EM erkliirte 
Aussagenfunktion. Es mage gelten 

A (x E My~A (x)) ~A (y) (27} 
X 

Dann gilt A (m) fur aile m E M. 

Zum Beweis dieses Prinzips definieren wir die Menge Z der Elemente m E M, 
fiir die A (m) nidzt gilt. Wenn Z nicht leer ist, hat Z als Teilmenge einer 
wohlgeordneten Menge ein erstes Element, etwa y. Dann gilt A (m) fiir aile 
m des Abschnitts My, nach {27) also auch fiir y selbst. y ist also nicht das 
erste Element der Menge Z. Aus diesem Widerspruch folgt, daB Z die leere 
Menge ist. A (m) ist also tatsachlich fiir aile m E M richtig. 

1st m spezieil die Menge N der natiirlichen Zahlen, so folgt aus Satz 4 das 
klassische Prinzip der vollstiindigen Induktion. Das Prinzip der transfiniten 
Induktion ist also eine Verallgemeinerung dieses bekannten Beweisverfah­
rens der klassischen Arithmetik auf wohlgeordnete Mengen. Es ist ein wich­
tiges Hilfsmittel in der modernen Beweistheorie geworden 123). 

6. Mengen von Ordnungszahlen 

Die Ordnungszahlen sind spezieile Ordnungstypen (vgl. Definition III). Es 
gelten also fiir die Ordnungszahlen die fiir die Typen in Abschnitt VII 2 ab­
geleiteten arithmetischen Rechengesetze. Wir werden sie im folgenden er­
ganzen, soweit das notwendig werden wird. Zunachst wollen wir einen 
Limes-Begriff fiir Ordnungszahlen einfiihren. 

Es sei G die Vereinigungsmenge einer Folge elementefremder wohlgeord­
neter Mengen: 

G = G<1> v G<2> v G<3> v ... 

Die entsprechenden Ordnungszahlen seien a:v (v = 1, 2, 3, ... ), bzw. 
a:v = G<v>,p =G. Wir setzen 

f3v = 1X1 + 1X2 + • • • + 1Xv 

und haben dann offenbar 

f3v+! > fJ,., f3 > f3v 
fiir aile Nummern v. 

123) Das Prinzip der transfiniten Induktion stammt nicht von Cantor. Es wurde 
zunachst von Gentzen in seinem Beweis fiir die Widerspruchsfreiheit der 
Zahlentheorie benutzt. Siehe dazu z. B. Kleene: Introduction to Metamathe­
matics, [C 24]. 
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Es sei nun fJ' eine beliebige Ordnungszahl, die kleiner als fJ ist: {J' <{J. Dann 
ist {J' gleich der Ordnungszahl eines Abschnittes Gx der Menge G. x mufS 
aber nach der Definition von G einer der Mengen G<•l angehoren, etwa der 
Menge G<nJ. Dann ist 

fJ' <{J.<{J 

fiir Y ~ n + 1. Das heifSt aber: fJ ist die kleinste Ordnungszahl, die grof3er ist 
als aile Ordnungszahlen {J •. Dieser Sachverhalt rechtfertigt die folgende 

Definition V 
Die kleinste Ordnungszahl, die grof3er ist als aile Ordnungszahlen einer auf­
steigenden Folge {{J.} (fJ.+1 > {J.), heif3t der Limes von {{J.}: 

fJ = lim {J.. {28) 

Es ist danach z. B. 

OJ= limn. {29) 
n-+"' 

Cantor hat sich besonders eingehend mit jenen Ordnungszahlen beschaJtigt, 
die- wie OJ - zu Mengen von der Machtigkeit N0 gehoren. 

Definition VI 
Die endlichen Ordnungszahlen heif3en die Zahlen der 1. Zahlenklasse, die 
Ordnungszahlen von wohlgeordneten Mengen von der Miichtigkeit N0 

heif3en die Zahlen der 2. Zahlenklasse. Die entsprechenden Mengen bezeich­
nen wir mit Z1 bzw. Z2 = Z (No)· 

Nach {29) gehort jede Ordnungszahl, die kleiner als OJ ist, zu einer endlichen 
Menge. Deshalb ist OJ die kleinste Ordnungszahl von Z {N0). 

SatzS 
Die Menge M (1X) aller Ordnungszahlen, die kleiner als 1X sind, ist wohl­
geordnet und hat die Ordnungszahl 1X. 

Fiir endliche Ordnungszahlen ist die Giiltigkeit dieses Satzes sofort ein­
leuchtend. Nach Abschnitt VII 1 sind ja die Ordnungszahlen (Ordnungs­
typen), die kleiner als n sind, gerade die Zahlen 0, 1, 2, ... , n- 1. 

Zum Beweis des Satzes 5 fiir transfinite Mengen gehen wir aus von einer 
Menge A mit der Ordnungszahl 1Xi -r (a) sei die Ordnungszahl des Ab­
schnitts Aa. 

Wir behaupten: Die Funktion 

-r: a--+ -r (a) (30) 

stellt eine Ahnlichkeitsabbildung zwischen A und M (1X) her. Ist narnlich 
a'-< a, so ist Aa' ein Abschnitt von Aa, und deshalb ist nach Definition 
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r (a')< r (a). Andererseits ist jedes Element fJ der Menge M (tt) auch ein 
Bild eines Elementes a' E A. Als Element der Menge M (tt) ist ja fJ eine Ord­
nungszahl, die kleiner ist als tt: fJ < tt. Nach Definition der <-Beziehung ist 
dann aber fJ die Ordnungszahl eines Abschnitts Aa• der Menge A, also 
fJ = T (a'). 

Satz 6 
]ede Menge f!> von Ordnungszahlen ist durch die <-Beziehung wohl­
geordnet. 
Wir haben zu zeigen: Jede nicht leere Menge von Ordnungszahlen hat eine 
kleinste Ordnungszahl. 
Es sei tt irgendein Element der Menge f!>. Wenn tt nicht schon selbst das 
kleinste Element von f!> ist, so ist der Durchschnitt f!> nM (tt) nicht leer und 
als Teilmenge der wohlgeordneten Menge M (tt) selber wohlgeordnet. fJ sei 
die kleinste Ordnungszahl dieser Menge. Dann ist fJ auch die kleinste Zahl 
der Menge f!>. Ware es nicht so, so miHste es ja eine Ordnungszahl {J1 <{J 
geben, die zu f!>- M (tt) gehort. Eine nicht zu M (tt) gehorende Ordnungs­
zahl ist aber nicht kleiner als tt, und wir hatten 

fJ1;;;;; tt>fJ>P1· 
Aus diesem Widerspruch folgt, daJS fJ auch das kleinste Element von f!> ist; 
f!> ist daher wohlgeordnet. 

Satz7 
Zu jeder Menge @ von Ordnungszahlen gibt es eine Q_rdnungszahl, die 
grofSer ist als jede Ordnungszahl dieser Menge. 
Falls die Menge W ein maximales Element y hat, so ist y + 1 eine Ordnungs­
zahl, die groJSer ist als alle Elemente von f!>. Wenn es ein solches Element 
nicht gibt, so betrachten wir die Menge 124) 

1[1 = U M (tt). 
aE!I> 

Offenbar ist f!> eine Teilmenge von P. Es sei nun fJ die Ordnungszahl von 1[1: 

fJ = P. 

AuJSerdem ist 125) fJ = M (fJ). Wir haben deshalb 1[1 = M (fJ). fJ ist also 
groJSer als alle Elemente von lJ' und damit auch groJSer als alle Elemente 
von@. 

124) Die Vereinigungsmenge 5 = U Ba einer Menge von Mengen Ba (wobei der 
aEA 

Index a einer Menge A angehiirt) isl so definiert: 

x E 5 ~ Y (a E A /\ X E B a). 
a 

125) Man beachte Satz 5! 

107 



Es gibt also in jedem Fall eine Ordnungszahl, die gri:iBer ist als aile Ord­
nungszahlen der gegebenen Menge c!J. 

Die Theorie der Kardinalzahlen schuf die Mi:iglichkeit (vgl. Abschnitt VI 5!), 
Mengen von immer hi:iherer Machtigkeit zu bilden. Es zeigt sich nun, daB 
auch die Theorie der Ordnungszahlen .Ahnliches leistet. Wir haben hier sogar 
den Vorteil, daB wir eine Menge mit einer Machtigkeit N1 gewinnen, von der 
wir zeigen ki:innen, daB kein N* zwischen N0 und N1 liegen kann. Beweisen 
wir zunachst 

Satz 8 

Die Menge Z2 = Z (N0) der Zahlen der zweiten Zahlenklasse ist nicht abziihl­
bar 126). 

Nach Satz 7 gibt es eine Ordnungszahl {J, die gri:iBer ist als jedes Element 
von Z (N0). Es sei y die kleinste Ordnungszahl mit dieser Eigenschaft. Eine 
solche Zahl muB es geben: Wenn nicht schon fJ diese Eigenschaft hat, dann 
kann man den Abschnitt M ({J) betrachten und in dieser wohlgeordneten 
Menge die T eilmenge der Ordnungszahlen, die gri:iBer als aile Zahlen von 
Z (N0) sind. Diese Teilmenge hat ein kleinstes Element y. Dann ist M (y) 
gleich der Vereinigungsmenge der Zahlen der ersten und der zweiten Zahlen­
klasse: 

M (r) = Z1 v z2· 
Z1 ist abzahlbar; ware auch Z2 = Z (N0) abzahlbar, so ware es auch die Ver­
einigungsmenge M (y). Nach Satz 5 hat M (y) aber die Ordnungszahly, die 
gri:iBer als aile Zahlen von Z2 ist. Da die Ordnungszahlen aller abzahlbaren 
Mengen zu Z2 gehi:iren, kann M (y) nicht abzahlbar sein. Also ist es auch 
Z (N0) nicht. 

Satz 9 

Die Kardinalzahl 

N1 = Z (N0) 

ist die kleinste Kardinalzahl, die grof3er als N0 ist. 

Nehmen wir an, es gabe eine Kardinalzahl N* mit der Eigenschaft 

N0 <N*<N1• (31) 

Nach Definition der Relation< fiir Kardinalzahlen miiBte es dann eine Teil­
menge von Z1 v Z2 geben, die die Machtigkeit N* hat. Als Teilmenge einer 
wohlgeordneten Menge ware sie wohlgeordnet und hatte eine Ordnungs-

126) Vgl. Definition VI. 
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zahl, die kleiner als die von Z (~0) sein millSte. Sie ware dann aher gleich 
einer Zahl aus Z1 oder Z2• Eine Menge mit einer solchen Ordnungszahl ist 
aher hochstens ahzahlhar. 

Wir konnen Satz 9 henutzen, urn dem Kontinuum-Problem (vgl. S. 87) 
eine neue Fassung zu geben. Wir wissen jetzt, da.IS ~1 die kleinste Machtig~ 
keit gro.ISer als ~0 ist. Die Kontinuum-Hypothese Cantors kann jetzt so for­
muliert werden: 

Ist ~0 die Machtigkeit der Menge der naturlichen Zahlen, ~1 die der Zahlen 
der zweiten Zahlenklasse, ~ die des Kontinuums, so gilt 

2No = ~ = ~1· (32) 

Es ist Cantor trotz vieler Bemiihungen 127) nicht gelungen, die Vermutung 
~ = ~1 zu heweisen. 

Es liegt nahe, die Definition immer neuer Machtigkeiten mit Hilfe von 
,Zahlenklassen" fortzusetzen: Man kann zeigen, da.IS die Menge Z (~1) aller 
Ordnungszahlen, die zu Mengen von der Machtigkeit ~1 gehoren, von einer 
Machtigkeit ~2 ist, und es gibt keine Machtigkeit ~~ zwischen den heiden. 
Die Fortsetzung dieses Verfahrens fiihrt zu einer aufsteigenden Folge von 
Machtigkeiten. Cantor fiihrt seine ,Beitrage zur Begriindung der transfiniten 
Mengenlehre" ([W] S. 282-351) zwar nur his zu den Zahlen der ,zweiten 
Zahlenklasse", aher in einem Brief an Dedekind 128) vom 28. Juli 1899 
schreiht er iiber die ,wohlgeordnete Folge von Machtigkeiten" ([W] S. 442) 

... Sie wissen, daB ich schon vor vielen Jahren zu einer wohlgeordneten 
Folge von Machtigkeiten oder transfiniten Kardinalzahlen gelangt bin, die 
ich die ,Alephs" nenne: 

N0 bedeutet die Machtigkeit der im gebrauchlichen Sinne ,abzahlbaren" 
Mengen, N1ist die nachstgroBere Kardinalzahl. N2 dann die darauf folgende 
usf. Nw0 ist die auf al!e ~~~ nachstfolgende (d. h. nachstgroBere) und gleich 

limN~, 
usw. v-+ "'• 

Er hat auch im Kreise von Kollegen iiher diese Reihe seiner ,Alephs" he­
richtet. Es ist recht eindrucksvoll, was G. Kowalewski in seiner Biographie 
dariiher schreiht 129). Der 21 Jahre jiingere Mathematiker hat Cantor hei 

127) Vgl. dazu Kap. IX 3! 
128) Er hat schon 1883 in den Math. Ann. ([W] 5. 200) von der ,3. Zahlenklasse" 

gesprochen. 
129) G. Kowalewski: Gestalt und Wandel ([B 4] 5. 201). 
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jenen Treffen kennengelernt, die die Mathematiker aus Halle und Leipzig 
urn die J ahrhundertwende vierzehntagig abwechselnd in Halle und in Leip­
zig veranstalteten. Als Kowalewski etwa 50 Jahre spater seine Lebens­
erinnerungen schrieb, berichtet er mehrfach von den Leistungen Cantors. 
Von dem ,liickenlosen Aufstieg" von Machtigkeiten in der Reihe der Alephs 
sagt er: 

Diese Miichtigkeiten, die Cantorschen Alephs, waren fiir Cantor etwas 
Heiliges, gewissermaBen die Stufen, die zum Throne der Unendlichkeit, 
zum Throne Gottes emporfiihren. Seiner Oberzeugung nach waren mit 
diesen Alephs aile iiberhaupt denkbaren Miichtigkeiten erschopft. 

Cantor bezeichnet das System aller Alephs mit dem hebraischen Buch­
staben 1'1 (Taw). Urn zu beweisen, daB jede Machtigkeit gleich einem Ele­
ment von 1'1 ist, hat man nur zu zeigen, daB jede Menge wohlgeordnet wer­
den kann 130). Wir werden iiber den zuerst von Zermelo gegebenen Beweis 
des ,Wohlordnungssatzes" noch berichten (Kap. XI). 

Es bleibt weiter noch die Frage offen, wie denn die mit N bezeichnete 
Machtigkeit des Kontinuums (S. 8) in die Reihe der Alephs eingeordnet wer­
den kann. Cantor kiindigt schon 1883 in den Mathematischen Annalen 
([W] S. 192) den Beweis dafiir an, daB N = Nv also gleich der Machtigkeit 
der ,zweiten Zahlenklasse" ist. Dieser Beweis ist aber nicht erbracht 
worden 131). 

130) Cantor will ([W] 5. 447) die Tatsache, daB mit den Alephs aile Miichtigkeiten 
erfaEt sind, aus der ,Inkonsistenz" von n begriinden. Vgl. dazu Kap. X (Anti­
nomien). 

131) Vgl. dazu die Arbeiten von Cohen, Kap. XIV! 
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VIII. Mathematik und Metaphysik bei Georg Cantor 

1. Das Transfinite 

Wir haben bisher die Cantorsche Theorie als eine mathematische Disziplin 
dargestellt, die der exakten Wissenschaft eine 11neue Provinz" erschlossen 
hat: die mancherlei Arten von unendlichen Mengen, unter denen seine Be­
griffsbildungen (Kardinalzahl, Ordnungszahl) sinnvolle Unterscheidungen 
ermoglichen. 
Urn aber den Begriinder der Mengenlehre wirklich zu verstehen, miissen wir 
wissen, daiS nach seiner Auffassung die Mengenlehre "in ihren Principien 
durchaus zur Metaphysik" gehort. So schreibt er am 1. Februar 1896 an den 
Pater Thomas Esser 132) 

Die allgemeine Mengenlehre, welche Ihnen sowohl in der Schrift "Zur 
Lehre des Tranfiniten" wie auch in dem ersten Artikel der begonnenen 
Arbeit ,Beitdige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre" in ihren 
Principien entgegentritt, gehort durchaus zur Metaphysik. Sie iiberzeugen 
sich hiervon Ieicht, wenn Sie die Kategorien der Kardinalzahlen und des 
Ordnungstypus, diese Grundbegriffe der Mengenlehre, auf den Grad ihrer 
Allgemeinheit priifen und auBerdem bemerken, daB bei Ihnen das Denken 
vollig rein ist, daB der Phantasie nicht der geringste Spielraum eingeraumt ist. 
Hieran wird durch die Bilder nichts geandert, deren ich mich gelegentlich, 
wie es aile Metaphysiker thun, zur Klarlegung metaphysischer Begriffe be­
diene, und auch der Umstand, daB die unter meiner Feder noch entstehende 
Arbeit in mathematischen Journalen herausgegeben wird, modificirt nicht 
den metaphysischen Charakter und Inhalt derselben. 

In den "Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten" ( [W] 5. 378) unterscheidet 
er das Aktual-Unendliche nach drei Beziehungen: 

erstens sofern es in der hi:ichsten Vollkommenheit, im vi:illig unabhangigen, 
auBerweltlichen Sein, in Deo realisiert ist, wo ich es Absolut Unendliches 
oder kurzweg Absolutes nenne; zweitens sofern es in der abhangigen, 
kreatiirlichen Welt vertreten ist; drittens sofern es als mathematische 
GroBe, Zahl oder Ordnungstypus vom Denken in abstracto aufgefaBt wer­
den kann. In den beiden Ietzten Beziehungen, wo es offenbar als be­
schranktes, noch weiterer Vermehrung fahiges und insofern dem Endlichen 
verwandtes A.-U. sich darstellt, nenne ich es Transfinitum und setze es dem 
Absoluten strengstens entgegen. 

132) Der ganze Brief ist veri:iffentlicht in [B 7]. 
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Es konnte sein, daiS ein moderner Leser dieser Zeilen das unbehagliche Ge­
ftihl gewinnt, daiS er mit dieser SchlulSweise Cantors ins Mittelalter zurtick­
versetzt wird. Wir meinen: Wer die Denkweise der modernen Mathematik 
wtirdigen, wer den Sinn des modernen Formalismus verstehen will, mulS die 
Gedankenwelt des 19. Jahrhunderts kennen. Cantor ist vielleicht einer der 
letzten, gewilS aber einer der bedeutendsten Vertreter des an Platon orien­
tierten Denkens. Man vergibt sich nichts, wenn man dem genialen Begrtin­
der der Mengenlehre auch einmal in seinen philosophischen Dberlegungen 
nachgeht. Vielleicht werden wir bald an den Punkt kommen, wo wir ihm 
nicht mehr folgen konnen. Aber wir haben dann im Gesprach mit dem revo­
lutionaren und doch der Tradition so eng verbundenen Denker einiges dazu 
gelernt. 

Dabei dar£ es uns nicht verdrielSen, daiS Cantor nicht nur die Mathematiker, 
sondern auch Philosophen und Theologen vergangener J ahrhunderte zitiert. 
Im 19. Jahrhundert (in dem ja der Begriff der 11allgemeinen Bildung" gepragt 
wurde !) wohnten die verschiedenen Bereiche der Wissenschaften enger bei­
einander als heute. Und so wurde auch gelegentlich versucht, die Mathematik 
einzubauen in ein grolSes System wissenschaftlicher Forschung, die noch nach 
dem fragte,"was die Welt im Innersten zusammenhalt". 

Die Frage nach dem Aktual-Unendlichen war schon Jahrhunderte vor Cantor 
von Philosophen und Theologen gestellt worden. Wir haben schon im Ab­
schnitt IV 4 tiber das Kontinuum einige Proben friihen Philosophierens tiber 
die Problematik des Unendlichen gegeben. Cantor sagt mit Recht in seiner 
Kritik an Thomas von Aquino (S. 113), daiS die Aussagen des Kirchenvaters 
doch nur dokumentieren, daiS man 11der Sache nicht auf den Grund gekom­
men war". Das kann man im wesentlichen auch tiber die tibrigen friihen 
AulSerungen tiber infinitesimale Probleme sagen, die Cantor mit liebevoller 
Grtindlichkeit in seinen philosophischen Schriften zusammentragt l33). 

Das nur "in Deo" realisierte 11Absolut Unendliche" wird von Cantor nur 
deshalb zitiert (S. 111), urn die Berechtigung eines mathematischen Kalktils 
des Transfiniten sicherzustellen. Von Theologen und Philosophen war ge­
legentlich die Ansicht vertreten worden, daiS das Unendliche seinem Wesen 
nach "unteilbar" und folglich 11Unveranderlich und immerwahrend" (Niko­
laus von Cues) sei, daiS manes auch nicht vermehren konne und es deshalb 
dem "Grund aller Dinge, Gott", vergleichbar sei. Cantor tragt dieser Auf­
fassung Rechnung, indem er die Kategorie des "Absolut Unendlichen" 

133) In seinen Briefbii<hem fmden sich viele Zusammenstellungen von A.~erungen 
antiker Philosophen, von Kirchenviitem, Mathematikem usw. tiber Probleme 
des Unendli<hen. 
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gelten laBt, sie aber deutlich gegen das "Transfinite", das "Aktual Unend­
liche" abgrenzt, das allein Gegenstand seiner Forschung sein soli. 

Wir wollen darauf verzichten, die Stimmen fiir und wider das Aktual-Un­
endliche aus Cantors philosophischen Arbeiten zu zitieren 134). Es geniigt, 
wenn wir Cantors zusammenfassende Replik auf die mancherlei Einwande 
gegen eine Theorie des Aktual-Unendlichen zitieren ([W] 5. 371-372): 

Aile sogenannten Beweise wider die Moglichkeit actual unendlicher Zahlen 
sind, wie in jedem Falle besonders gezeigt und auch aus allgemeinen 
Grunden geschlossen werden kann, der Hauptsache nach dadurch fehlerhaft 
und darin liegt ihr ngii:n:ov \j!Eiillo<;, da{J sie von vornherein den in Frage 
stehenden Zahlen aile Eigenschaften der endlichen Zahlen zumuten oder 
vielmehr aufdringen, wiihrend die unendlichen Zahlen doch andrerseits, 
wenn sie uberhaupt in irgend einer Form denkbar sein sollen, durch ihren 
Gegensatz zu den endlichen Zahlen ein ganz neues Zahlengeschlecht consti­
tuiren mussen, dessen Beschaffenheit von der Natur der Dinge durchaus 
abhiingig und Gegenstand der Forschung, nicht aber unserer Willkuhr oder 
unserer Vorurteile ist. 

Cantor fiigt dieser 5tellungnahme einen Hinweis auf Pascal hinzu: Er habe 
das 11Bedenkliche, wenn nicht Widersinnige" der gegen das Aktual-Unend­
liche gerichteten Deduktionen wohl erkannt. Aber auch er schatzt "den 
menschlichen Geist hinsichtlich seiner Auffassungskraft des Actual-Unend­
lichen zu gering". Aile Einwande gegen das Aktual-Unendliche, ob sie nun 
von Kirchenvatern wie Thomas von Aquino stammen oder von hervor­
ragenden Mathematikern wie Gauf3, schiebt Cantor beiseite mit dem Hin­
weis, daB er ja eine fundierte Theorie des Unendlichen geschaffen habe, die 
friihere Denker fur unmoglich hie! ten. 

Interessant ist seine Bemerkung in dem Brief an den Kardinal Franzelin 
([W] 5. 399 f), daB 

die Griinde, welche in dieser Frage im Verlauf zwanzigjahriger Forschung, 
ich kann sagen, wider Willen, weil im Gegensatz zu von mir stets hoch­
gehaltener Tradition von innen her sich mir aufgedrangt und mich ge­
wissermaBen gefangen haben, starker (sind) als alles, was ich bisher da­
gegen gesagt fand. 

Er ist sich der Bedeutung seiner Arbeiten auch durchaus bewuBt. In seinem 
NachlaB findet sich eine (undatierte) Notiz seine .. Sohnes Eridz: 

Papa antwortete mir vor vielleicht 58 Jahren auf meine Frage betr. die Be­
deutung seiner Arbeiten etwa: "So lange Mathematik wissenschaftlich be­
trieben wird, werden meine Lehren von Bedeutung sein." 

114) Vgl. aber die Zitate in Kapitel V. 
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Cantor hat immer wieder betont, daB seine Arbeiten nicht nur der Mathe­
matik angehoren, sondern dariiber hinaus fiir die Metaphysik von Bedeutung 
sind. In dem auf 5. 111 zitierten Brief an Pater Thomas Esser spricht er 135) 

von dem ,unzerreiBbaren Band, das die Metaphysik mit der Theologie ver­
bindet". Auf diese Weise wird die Mengenlehre eingeordnet in einen groBen 
Zusammenhang, und Kowalewski diirfte Cantor schon richtig verstanden 
haben, wenn er (vgl. 5. 110) die Reihe der Alephs als die ,5tufen zum 
Throne Gottes" (in der Cantorschen Konzeption) bezeichnet. 

2. Cantors Ontologie 

Aber was bedeutet es, wenn Cantor seiner Mengenlehre metaphysischen 
Charakter zuspricht? Besser noch als seine publizierten 5chriften gibt dar­
iiber ein Blatt aus dem NachlaB Auskunft, ein mit Bleistift geschriebener Ent­
wurf zu einer Arbeit , Ober den Zusammenhang der Mengenlehre mit der 
Arithmetik" von Georg Cantor in Halle (5aale). Diese offenbar 136) aus dem 
Jahre 1913 stammende Notiz ist anscheinend nie weitergefiihrt worden. Es 
heiBtda: 

Ohne ein Quentchen Metaphysik HiBt sich, meiner Oberzeugung nach, keine 
exacte Wissenschaft begriinden. Man entschuldige daher die wenigen 
Worte, welche ich im Eingang tiber diese in neuerer Zeit meist so verponte 
Doctrin zu sagen wage. Metaphysik ist, wie ich sie auffasse, die Lehre vom 
Seienden, oder was dasselbe bedeutet vom dem was da ist, d. h. existirt, 
also von der Welt wie sie an sich ist, nicht wie sie uns erscheint. Alles was 
wir mit den Sinnen wahrnehmen und mit unserm abstracten Denken uns 
vorstellen ist Nichtseiendes und damit hochstens eine Spur des an sich 
Seienden. 
DaB aber ein Seiendes ist, wird von uns nicht durch abstractes Denken er­
kannt, vielmehr wird es an uns selbst empfunden und wir sind damit des 
Seienden ohne einen Beweis dafiir notig zu haben, vollkommen sicher. Wir 
sind, da wir existieren, also giebt es ein Seiendes. Nicht nur wir sind da, 
auch andere von uns verschiedene Seiende sind da, wir Ieben zusammen 
und machen eine Welt aus, deren Teile alle miteinander in Verkehr stehen. 
Wer dies zu leugnen wagt, ziehe sich in sein eignes Selbst zuriick und sehe 
zu, wie weit er damit komme. 
Jedes Seiende kann Gegenstand unsres Denkens sein. Dann nennen wir 
es ein Ding, und alles Nichtseiende, das Gegenstand unseres Denkens ist, 
nennen wir ein Unding (non ens). So bin ich ein Ding, und jeder andre 
Mensch ist auch ein Ding. 

135) Der Brief ist ganz veroffentlicht in [B 7]. 
136) Eine auf gleichem Papier mit gleichem Bleistift geschriebene Notiz ist datiert: 

3. Juni 1913. 
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Diese Satze werden die Zustimmung aller jener Denker finden, die heute 
mit Heidegger die ,Seinsvergessenheit" des modernen Menschen beklagen. 
Aber was hat denn nun eine mathematische Theorie wie die Mengenlehre 
iiber das ,Sein" auszusagen? In seiner Arbeit ,Dber die verschiedenen 
Standpunkte in bezug auf das aktuelle Unendliche" ([W] 5. 370-376) spricht 
Cantor von der Moglichkeit, das Aktual-Unendliche sowohl in abstracto wie 
in concreto zu bejahen oder zu verwerfen. Das sind vier Moglichkeiten der 
Kombination (und fiir jede gibt es Verfechter!). Cantor rechnet sich zu denen, 
die das Aktual-Unendliche ,sowohl in concreto, wie auch in abstracto" be­
jahen ([W] S. 373). Er ist vielleicht ,der zeitlich erste, der diesen Standpunkt 
mit voller Bestimmtheit und in all seiner Konsequenz vertritt". Er ist aber 
sicher, daB er ,nicht der letzte sein werde, der ihn verteidigt!" 

Der Glaube an das Aktual-Unendliche in concreto: Das bedeutet die Dber­
zeugung, daB aktual-unendliche Mengen in der Wirklichkeit vorkommen. 
Wir haben schon im Abschnitt iiber das Kontinuum (IV 4) darauf hin­
gewiesen, daB Cantor die Menge der Atome im Weltall fiir abzahlbar hielt, 
den ,.Atheratomen" aber die Machtigkeit der 2. Zahlklasse zusprach. 

Noch ausfiihrlicher entwickelt Cantor seine Ansichten iiber die Atomistik 
und insbesondere iiber die Machtigkeit der in der Natur auftretenden Men­
gen von Atomen in seinem Brief an Mittag-Leffler vom 16. November 1884. 
Er ist im Anhang (Brief Nr. 10) im Auszug wiedergegeben 137). 

Dieser Brief ist ein Zeugnis dafiir, wie griindlich sich in den letzten 80 Jahren 
unsere Einsichten iiber die Struktur der Materie gewandelt haben. Weder 
das, was Cantor verteidigt, noch das, was er bei den Vertretern der ,chemi­
schen Atomistik" oder der konventionellen ,Punktatomistik" angreift, ent­
spricht modernen Auffassungen. Die ,.Atherhypothese" ist Hingst auf­
gegeben, und jeder Schiller erfahrt heute im Gymnasium gesicherte Ergeb­
nisse iiber die Dimensionen des Atoms und seines Kerns. 

Die von WeierstrafS und Mittag-Leffler in jenen Jahren bewiesenen Satze der 
Funktionentheorie gelten heute noch wie damals, und auch der Cantorsche 
Beweis fiir die Nichtabzahlbarkeit des Kontinuums ist heute ein gesichertes 
Ergebnis der Forschung, aber die ,Hypothesen" tiber den Aufbau der Materie 
sind !angst iiberholt. Was fiir die Satze der Mathematik gilt, kann natiirlich 
auch fiir die Ergebnisse exakter experimenteller Forschung in Anspruch ge­
nommen werden. Das Fallgesetz von Galilei gilt (innerhalb der Fehler­
grenzen) heute so wie vor Jahrhunderten, und die effektiven Forschungs-

137) Der hier wiedergegebene Auszug des (recht Iangen) Briefes vom 16. November 
1884 enthalt gerade jene Teile, die bei Schonf1iefl [B 12] (Acta Math. 50) nicht 
gebracht werden. 
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ergebnisse der Experimentalphysiker des 19. Jahrhunderts werden auch heute 
nicht bestritten. 

Die mancherlei verallgemeinernden ,Hypothesen" aber haben sich nur allzu 
oft als unzuliissige Verallgemeinerungen erwiesen. Aus guten Grunden ver­
zichtet heute die moderne Physik auf ontologische Aussagen. Jordan 
spricht 138) von ,einer klarenden Reinigung unseres Aussagensystems von 
metaphysischen, das Wesen und die LeistungsHihigkeit des wissenschaft­
lichen Denkvermogens verkennenden Aussagen". Das Elektron z. B. ist fur 
den modernen Physiker eine "Struktur", die zur Beschreibung von Meg­
ergebnissen zweckmagig ist. Die metaphysische Frage, was es ,in Wirklich­
keit" sei, liegt so sehr abseits von dem Problemgebiet des Physikers, dag er 
besser auf migverstandliche Bezeichnungen der Umgangssprache verzichtet. 
Das Elektron ist deshalb (fur den vorsichtig formulierenden Physiker) kein 
11Ding". Das bedeutet nicht, dag jede ,Realitat" der physikalischen Objekte 
geleugnet wird. Man will sich nur im Bereich der exakten Forschung nicht 
mit ungesicherter Ontologie belasten 139). 

Auch die moderne Mathematik hat allen Grund, skeptisch gegenuber ontolo­
gischen Aussagen uber die Grundbegriffe zu sein. Fur die am Denken Platons 
orientierten Mathematiker waren ja die Siitze der Geometrie Aussagen iiber 
die Welt der Ideen. Und es gab naturlich nur einen solchen ,,Ideenhimmel", 
in dem die Punkte, Geraden, Kreise usw. zu Hause waren. Wo sollte man da 
nichteuklidische Geometrien unterbringen? Die Tatsache, dag die Lobat­
schewskysche Geometrie ebenso in sich widerspruchsfrei gegeben ist wie die 
euklidische, fuhrte zu einem Umdenken uber die Fundamente der Geometrie. 
Die 1899 erschienenen Grundlagen der Geometrie von Hilbert sind ein Mark­
stein in dieser Entwicklung zu einem mathematischen Formalismus, der auf 
ontologische Aussagen verzichtet und in dem die mathematische "Existenz" 
eines Systems durch seine Widerspruchsfreiheit gesichert ist. 

Es scheint, dag Cantor wenig Anteil an dieser Entwicklung der geometrischen 
Grundlagenprobleme genommen hat. Wir finden jedenfalls in seinen Ver­
offentlichungen und in den erhaltenen Briefen keinerlei Hinweis auf eine 
Auseinandersetzug mit der neuen Konzeption der Geometrie, die doch auch 

138) Jordan: Die Physik des 20. Jahrhunderts, Braunschweig 1949, 5. 134. 
138) Das ist die Auffassung, die March, Jordan und viele andere moderne Forscher 

vertreten. Es gibt auch (besonders bei den durch den dialektischen Materialis­
mus beeinfluBten Physikern) abweichende Standpunkte. Siehe dariiber z. B. 
Meschkowski: Das Christentum im Jahrhundert der Naturwissenschaften, 
Miinchen 1961, 5. 35 ff. 
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seine Auffassung vom ontologischen Fundament der Mathematik beriihren 
muBte 140). 

Aber lassen wir die Geometrie beiseite: Wie will Cantor gesicherte Aus­
sagen machen tiber das "5eiende", von dem in seinem Manuskript (5. 114) 
die Rede ist? Wo ist das "Quentchen Metaphysik", das exakte Wissenschaft 
begriinden kann? Er bezeichnet in seinem Brief an Mittag-Leffler vom 
16. November 1884 seine Theorien ausdriicklich als Hypothesen, und wir 
miissen heute sagen, daB diese Hypothesen nicht halt bar sind. 

Reidemeister hat von Platon einmal gesagt, daB tiber seinem Denken "der 
Glanz des 5eins" liege. Das kann man auch von der Ideenwelt des Begriin­
ders der Mengenlehre sagen. Er war in diesem 5inne Platoniker: Er hatte 
eine ontologische Fundierung der Mathematik, und sie war ihm (wie dem 
griechischen Denker) "Wecker der Erkenntnis" in der Weise, daB aus der 
Einsicht in die mathematischen Gesetzlichkeiten metaphysische Erkenntnisse 
gewonnen werden konnten. 

Wir konnen heute Cantor auf diesem Wege nicht mehr folgen. DaB seine 
Ontologie ungesichert ist, ist ein Grund fur unsere 5kepsis. Die Einsichten 
aus der Moglichkeit von Antinomien in der Mengenlehre kommen dazu. 
Davon wird noch zu reden sein (Kap. X). 

3. Das ,Unendlidt-Kleine" 

In Cantors spateren 5chriften, vor allem aber in vielen seiner Briefe 141), 

finden wir immer wieder kritische .AuBerungen gegen die Einfiihrung des 
,Unendlich-Kleinen". Cantor beansprucht, die Berechtigung des ,Aktual-Un­
endlichen" in der Mathematik begriindet zu haben, aber er polemisiert heftig 
gegen den ,infinitaren Cholera Bacillus der Mathematik" 142), wie er ihn in 
den 5chriften einiger seiner Zeitgenossen findet. 

Tatsachlich lag im 19. Jahrhundert fur viele Mathematiker ein mystisches 
Dunkel tiber den Fundamenten der Infinitesimalrechnung. Die 8. These von 
Kummer (5. 59) erklart ja den Begriff des Differentials fiir in sich wider­
spruchsvoll: ,Differentiale sind GroBen, und sie sind es nicht''. 

140) Es scheint aber, daB er nicht (wie Platon) an die Realitat der ,Ideen" glaubte. 
In einem spateren Manuskript (1913) bezeichnet er die mathematischen Ab­
straktionen als ,Undinge", zum Unterschied von den ,Dingen", die entweder 
,fiir sich da" sind oder doch ,da sein" konnen. 

141) Siehe z. B. den Brief Nr. 12 an Goldscheider im Anhang oder den an Vivanti 
vom 13. Dezember 1893, der in [B 7] veroffentlicht ist. 

142) So in dem Brief an Vivanti [B 7] 5. 504 ff. 
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In der Schrift von Gutberlet iiber ,Das Unendliche" findet sich iiber das 
Differential bx die folgende Bemerkung (S. 83). 

Daraus folgt mit Nothwendigkeit, dass ~x Etwas sein und gleichzeitig 
Nichts sein muss; eine GroBe und 0. Dies ist aber nur moglich, wenn es 
in einer Beziehung Etwas und in einer anderen Nichts ist. Denn unter der­
selben Beziehung Etwas sein und Nichts sein ist gegen das oberste Denk­
gesetz, wovon die Nothwendigkeit und Gewissheit aller Erkenntnisse ab­
hiingt. Wenn aber Etwas nicht in derselben Beziehung Etwas und Nichts 
sein kann, so kann Etwas, was schlechthin Nichts, d. h. unter jeder Riick­
sicht 0 ist, niemals einer Grosse gleich sein. 

Auch die meisten zeitgenossischen Lehrbiicher der Differentialrechnung 
waren nicht in der Lage, Klarheit iiber den Begriff des Differentials zu 
schaffen. Die Weierstra!Sschen Verfahren hatten sich ja so schnell nicht durch­
gesetzt. 

Einige Autoren versuchten, den Umgang mit dem ,Unendlich-Kleinen" ein 
wissenschaftlich gesichertes Fundament zu geben. Hier ist z. B. Thomae's 
,Abri!S einer Theorie der complexen Functionen und der Thetafunctio­
nen 143) zu nennen, mit dem sich Cantor ausfiihrlicher auseinandersetzt. Er 
zitiert weiter 0. Stolz und P. Du Bois-Reymond 144), die die Berechtigung 
aktual-unendlichkleiner GrofSen aus dem Archimedischen Axiom (und der 
Moglichkeit seiner Negierung) ableiten wollten. 

Cantors Gegenthese lautet 145): 

Von Null verschiedene lineare Zahlgrof3en (d. h. kurz gesagt, solche Zahl­
groflen, welche sich unter dem Bilde begrenzter geradliniger stetiger Strek­
ken vorstellen lassen), welche kleiner wiiren, als jede noch so kleine end­
liche Zahlgrofle, giebt es nicht, d. h. sie widersprechen dem Begriff der 
linearen Zahlgrope. 

Sein Beweis ist in Briefen an Goldscheider (Anhang Nr. 12) und (gleich­
lautend) an W eierstraf3 enthalten. 

Die Wiirdigung dieser Cantorschen Oberlegungen ist aus einem doppelten 
Grunde schwierig: Er will Schliisse mit Hilfe ,gewisser Satze der transfiniten 
Zahlenlehre" ziehen, die er nicht explizit erwahnt. Und dann ist bei Cantor 
(wie bei den meisten seiner Zeitgenossen) das axiomatische Fundament 
seiner Oberlegung nicht recht deutlich. Was sind die genauen Voraussetzun­
gen, die er fiir seine ,linearen ZahlgrofSen" macht? Der Herausgeber seiner 

143) Halle 1870, 2. Aufl. 1873. 
144) [W] 5. 408. 

145) [W] 5. 407. 
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,Gesammelten Abhandlungen", Ernst Zermelo, will die Cantorschen Ober­
legungen nicht gelten lassen. Er sagt dazu in seiner Anmerkung [W] S.439: 

Die Nicht-Existenz ,aktual-unendlichkleiner GroBen" laBt sich ebensowenig 
beweisen wie die ,Nicht-Existenz" der Cantorschen Transfiniten, und der 
FehlschluB ist in heiden Fallen ganz der namliche, indem den neuen GroBen 
gewisse Eigenschaften der gewohnlichen ,endlichen" zugeschrieben werden, 
die ihnen nicht zukommen konnen. Es handelt sich hier urn die sogenannten 
,nichtarchimedischen" Zahlensysteme, deren Existenz heute als einwand­
frei nachgewiesen betrachtet werden kann. 

Wenn Zermelo Recht hatte mit seinem Einwand gegen Cantors Oberlegun­
gen, konnte man dem Begrunder der Mengenlehre den Vorwurf nicht er­
sparen, daJS er gegen seine eigenen Grundsatze verstoJSen habe. In seiner 
Auseinandersetzung mit Kronecker 146) hater den schonen Satz gesagt: ,Das 
Wesen der Mathematik liegt in ihrer Freiheit." Er hat fur seine Forschungs­
arbeit diese Freiheit gefordert. Sollte er sie nicht auch denen zugestehen, die 
der Mathematik eine neue Welt des ,Unendlich-Kleinen" erschlieJSen 
wollen? 

Es wird nutzlich sein, wenn wir zunachst an einem modernen Beispiel ein 
,nichtarchimedisches System" kennenlernen. Zermelo hat auf die Bewer­
tungstheorie in der modernen Algebra hingewiesen 147) und zitiert das 
damals (1930) gerade erschienene Buch ,Moderne Algebra" von B. van der 
W aerden. Wir wollen fur unsere Oberlegungen ein von Schmieden und Laug­
witz 148) definiertes nichtarchimedisches System heranziehen, urn zwischen 
die Null und die positiven reellen Zahlen ,unendlich-kleine GroJSen" einzu­
schieben. Ein ,erweiterter Zahlbereich" wird durch die Folgen reeller Zahlen 

R = { r11 r2, r3, ••• } 

definiert. Zur Abkurzung schreiben wir R = { r m} und erklaren weiter: fur 
R = {r m}, S = { Sm}: 

R = 5{:::? rm = Sm (fiir alle m), 
R>S{:::? rm> Sm (fur alle m), 
R+S= {rm+sm}, 
R · M = {rm Sm}. 

Die reellen Zahlen r selbst konnen als Folgen 

r = { r, r, r, r, ... } 

in den neuen Zahlenbereich eingebettet werden. 

146) Vgl. [W] 5. 182. 
147) [W] 5. 439. 

t4B) MZ 69,1958, 5. 1-39. 

(1) 

(2) 
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Wichtig fiir unsere Oberlegungen ist nun der Begriff ,unendlich groJS" bzw. 
,unendlich klein" fiir die "Zahlen" R: 

Eine Zahl R heif3t unendlich grof3 gegen die Zahl S, im Zeichen R > S oder 
S ~ R (S unendlich klein gegen R), wenn alle Zahlen rm E R und sm E S 
nicht negativ sind und 

rm>n·sm (3) 

ist fur jede natUrliche Zahl n und alle m ~ m(n). 

Eine Zahl R > 1 heiJSt auch (ohne Bezug auf die 1) unendlich grof3, eine Zahl 
R' ~ 1entsprechend unendlich klein. Fiir unsere Zwecke ist es am einfach­
sten, wenn wir uns auf die Menge W der positiven Zahlen (2}, die Zahl 
0 = { 0, 0, 0, ... } und die Folge U der Zahlen 

Uv={;v' 3
1
v' :v' ... } (v=1,2,3, ... } (4} 

beschranken. 

In der Vereinigungsmenge 149) 

M= {o}uUuR+ 

konnen wir dann eine Ordnung durch folgende Vorschrift einfiihren: 

r-< s, wenn r < s, r E R +, s E R +; 

U.·-< r fiir alle Nummern v und alle r > 0. 

2-< u •. -< U. fiir v < v'. 

Nach der Definition von ~ ist auJSerdem 

o~u •. ~ u.~r 

(5) 

(6} 

(7} 

fiir v < v' und (belie big kleine) positive Zahlen r. Auf diese Weise ist tat­
sachlich zwischen die Null und die positiven reellen Zahlen eine Folge "un­
endlich kleiner" Zahlen eingeschoben. Das "Archimedische Axiom" ist also 
fiir unsere Menge M nicht erfiillt. 

Aber damit ist Cantor nicht widerlegt! Er spricht in seiner Gegenthese 
(5. 118} ausdriicklich von "solchen ZahlgroJSen, die sich unter dem Bilde 
begrenzter, geradliniger, stetiger Strecken darstellen" lassen. Hilbert hat in 
seinen "Grundlagen der Geometrie" bewiesen 150}, daB die Axiome der 

149) Wir beschranken uns auf diese Teilmenge der Halbordnung {R}, wei! sie 
Ieicht geordnet werden kann. 

150) Grundlagen der Geometrie, 3. Auf!., 1909, S. 31. 
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5tetigkeit unabhangig sind von den tibrigen. Man kann also sehr wohl eine 
,nichtarchimedische" Geometrie definieren. Aber darum geht es hier nicht. 
Cantor fordert ja 5tetigkeit. Das bedeutet nicht unbedingt, daB er das Axiom 
tiber die MeBbarkeit (Hilberts 1. 5tetigkeitsaxiom) voraussetzt. Leider war 
es in den Tagen Cantors noch nicht tiblich, das axiomatische Fundament der 
vorgelegten Deduktionen prlizis anzugeben. Was ist also eine stetige 
Strecke? Wir konnen heute die Geometrie mit einem 5tetigkeitsaxiom auf­
bauen 151), das man etwa so formulieren kann: 

Jede Gerade hat die Dedekind-Eigenschaft. 

Das heiBt: Teder Dedekindscher Schnitt ist so beschaffen, dafS entweder azt 
Unterklasse kein grofStes oder die Oberklasse kein kleinstes Element hat. 
Geht man davon aus, dann ist der folgende 5atz beweisbar: Jede Strecke ist 
durch jede beliebig vorgegebene MefSstrecke mefSbar. Bei diesem Aufbau der 
Geometrie ist damit tatslichlich "das sogenannte Archimedische "Axiom" gar 
kein Axiom, sondern ein aus dem linearen GroBenbegriff mit logischem 
Zwang folgender 5atz", wie Cantor ([W] 5. 409) bemerkt. 

Aber Cantor geht es gar nicht urn Elementargeometrie. Der Ort, an dem die 
"unendlich-kleinen GroBen" hausen, ist die Infinitesimalrechnung. Man hat 
mehrfach versucht, die vagen Aussagen tiber die Differentiale zu einer 
Theorie des "Unendlich-Kleinen" zu verdichten, die etwa ein Gegensttick zu 
Cantors Theorie der transfiniten Zahlen sein konnte. Hier erhebt sich sein 
Widerspruch 152). Er bestreitet die Moglichkeit, bei den tiblichen Voraus­
setzungen tiber "lineare ZahlgroBen" die Differentiale als "aktual-unendlich­
kleine" GroBen zu deuten und damit die Infinitesimalrechnung zu begrtinden 
Fraenkel weist (in seiner Abstract Set Theory, 5. 122 f.) mit Recht darauf 
hin, daB es bisher niemandem gelungen sei, den Rolleschen 5atz (oder 
ein anderes Theorem der Infinitesimalrechnung) durch nichtarchimedische 
GroBensysteme zu begrtinden. Hier hat sich die von Cauchy und W eierstrafS 
begrtindete "Grenzmethode" bewahrt; hier kommt man (das betont auch 
Cantor immer wieder) 153) mit den "Potential-Unendlichen" a us. 

Fraenkel deutet Cantors Meinung so: Er hielt die "unendlich-kleinen GroBen" 
ftir 11Steril und nutzlos", nicht ftir in sich widerspruchsvoll. Tatsachlich spricht 
Cantor oft von 11papiernen GroBen" 154), aber- das wollen wir erglinzen- er 

151) Siehe z. B. Meschkowski: Grundlagen der euklidischen Geornetrie. 5. 83. 

152) In rnehreren seiner Briefe. 
153) Vgl. den Briefanhang, Nr. 11. 
154) Vgl. den Brief an Vivanti vorn 13. Dezernber 1893. Er ist abgedruckt in [B 7] 

s. 504 ff. 
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hielt doch mindestens einige der damals vorliegenden Versuche fiir anti­
nomisch. So heiJSt es in seinem Brief an Vivanti vom 13. Dezember 1893: 

Bin kh also im Unrecht, wenn ich die Thomae-Du Bois-Stolzschen infini­
tliren OrdnungsgroBen auf eine Stufe mit dem kreisformigen Quadrat und 
dem quadratformigen Kreis stelle? 

Was wiirde Cantor zu den hier (S. 119) definierten nicht-archimedischen 
GroJSen sagen? Es konnte durchaus sein, daJS er sie als ,papierne GroJSen" 
abzulehnen geneigt ware. Aber- er war ja ein redlicher Mann!- durch ein 
privatissimum mit Herrn Laugwitz wiirde er sich gewiJS davon iiberzeugen, 
daJS diese ,unendlich kleinen GroJSen" fiir die Fragen der (Cantor ja nicht 
erschlossenen) modernen Analysis von realer Bedeutung sein konnen. 

Wir haben die Stellung Cantors zum ,Unendlich-Kleinen" in das Kapitel 
,Mathematik und Metaphysik" aufgenommen. Tatsachlich ging es Cantor 
immer auch urn ontologische Fragestellungen: Die aktual-unendlichen 
GroJSen existieren, auch in der Natur, die papiernen unendlich kleinen 
nicht 155). 

4. Die Religion Cantors 

Unter den Mathematikern der verschiedenen Epochen hat es Fromme und 
Spotter gegeben, Theisten, Deisten und Atheisten. In der Wiirdigung der 
wissenschaftlichen Leistung eines Vertreters der exakten Wissenschaften 
wird man in vielen Fallen die Stellung zur Religion als eine ,personliche" 
Angelegenheit ansehen und sie gar nicht oder nur am Rand erwahnen. 

Man wird Cantor nicht gerecht, wenn man ihn ,nur" als Mathematiker sieht. 
In seiner umfangreichen Bibliothek (fiir die er viel Geld ausgab) fanden sich 
zahlreiche philosophische und theologische Werke. Sie zeugen davon, daJS 
er seine mathematischen Forschungen in eine Gesamtschau der Welt ein­
bauen wollte. 

Bei der Beschaftigung vor allem mit den Briefen Cantors fallt die Ge­
schlossenheit seines Weltbildes auf: Die Mengenlehre und dariiber hinaus 
die Prinzipien der Mathematik und der Naturwissenschaft gehoren zur Meta­
physik, weil sie es mit der Ontologie zu tun haben. Die Metaphysik aber ist 
eine Hilfswissenschaft der Theologie. Lesen wir dazu Stellen aus seinem 
Brief an Pater Esser vom 1. Februar 1896: 

DaB unsere Erorterungen sich der Hauptsache nach auf philosophischem 
Gebiet bewegen werden, war von vornherein auch meine Meinung. Indem 

155) Vgl. den zitierten Brief an Vivanti [B 7] 5. 506. Eigenartig ist dagegen seine 
Theorie der "punctformigen" Atome, vgl. den Briefanhang. Nr. 10. 
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muB ich, urn MiBverstiindnisse und Oberraschungen von Anfang an auszu­
schlieBen zuniichst auf zweierlei aufmerksam machen: erstens auf das un­
zerreiBbare Band, das die Metaphysik mit der Theologie verbindet; 
indem einerseits Letztere gleichsam der Leitstern ist, nach dem sich erstere 
in ihren Bahnen richtet und von welchem sie Licht erhiilt, wenn die nattir­
lichen und ordiniiren Leuchten versagen; andererseits bedarf die Theologie 
zu ihrer wissenschaftlichen Entwicklung und Darstellung der gesamten 
Philosophie, die also im Dienstverhiiltnis zu jener steht. Daraus folgt 
dreierlei: a), daB bei einer metaphysischen Discussion unvermeidbar auch 
die Theologie gelegentlich mitspricht; b), daB jeder wirkliche Fortschritt in 
der Metaphysik auch die Htilfsmittel der Theologie selbst verstiirkt oder 
vermehrt, ja unter Umstiinden sogar dazu ftihren kann, daB Glaubens­
geheimnisse zu tieferen, gehaltvolleren symbolischen Einsichten kommt 
als es vorher zu erwarten oder zu ahnen war. Es folgt dies auch unmittel­
bar aus einer Stelle der Const. dogm. de fide cathol., Sessio III, S. Dec. 
Cone. Vatic. Cap. I, wo es von Gott heiBt: ,Super omnia, quae praeter 
ipsum sunt et concipi possunt, ineffabiliter excelsus" 156). 

Jede Erweiterung unserer Einsicht in das Gebiet des Creattirlichmoglichen 
muB daher zu einer erweiterten Gotteserkenntnis ftihren 157). 

Die Begrtindung der Prinzipien der Math. und der Naturwiss. fiillt der 
Metaphysik zu; sie hat daher jene als ihre Kinder sowohl wie auch als 
Diener und Gehtilfen anzusehen, die sie nicht aus dem Auge verlieren 
darf sondern stets zu bewachen und controllieren hat und wie die in einem 
Apiarium residierende Bienenkonigin Tausende von fleiBigen Bienen in den 
Garten hinausschickt, damit sie tiberall aus den Blumen Saft aussaugen und 
ihn dann gemeinsam und unter ihrer Aufsicht in kostlichen Honig ver­
arbeiten, die ihr aus dem weiten Reiche der korperlichen und geistigen 
Natur die Bausteine zur Vollendung ihres eigenen Palastes herbeibringen 
mtiBten. 

156) Das ist der SchluB des ersten Satzes aus dem Caput I der Lehrentscheidung 
des Vaticanischen Konzils tiber den Glauben, getroffen in der 3. Sitzung, 
Stelle: Acta Sanctae Sedis 5, pag. 462 (1869): Constitutio dogmatica de fide 
catholica, Sessio III Sancti Oecumenici Concilii Vaticani, Caput I. Dieses 
Kapitel beginnt so: Sancta catholica et apostolica Romana Ecclesia credit et 
confitetur, unum esse Deum verum et vivum . . . . qui . . . (praedicandus 
est) ... super omnia, quae praeter ipsum sunt et concipi possunt, ineffabiliter 
excelsus. 
Die stilistischen Unklarheiten dieses Briefabschnittes erkliiren sich aus der 
Tatsache, daB wir hier die Entwiirfe Cantors aus seinem Briefbuch zitieren. 

157) Eine Randbemerkung auf dieser Seite in Cantors Entwurf ist nicht eindeutig 
in den Text eingeordnet. Er will an irgendeiner Stelle in Klammern ein­
schieben: (Unter Vorbehalt der Unterwerfung vor der unfehlbaren Entschei­
dung der Kirche). 
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Bei dieser Auffassung iiber das Verhaltnis von Mathematik, Metaphysik 
und Theologie ist es nur folgerichtig, wenn Cantor die Reihe seiner Alephs 
(nach dem Bericht von Kowalewski) als ,etwas Heiliges" ansah, als ,die 
Stufen, die zum Throne Gottes emporfiihren". Eine Wiirdigung des Lebens­
werkes von Georg Cantor kann deshalb seine Religiositat nicht iibersehen. 
Cantors Vertrautheit mit den Kirchenvatern, der Scholastik, sein Bemiihen, 
moglichst nicht gegen die Grundlinien der katholischen Theologie zu ver­
stoBen 158), seine sehr ausgedehnte Korrespondenz mit katholischen Theo­
logen: das alles ist erstaunlich, wenn man bedenkt, daB Cantor doch (wie 
sein Vater) der evangelischen Kirche angehorte. 

Die Tatsache, daB seine Mutter katholisch war, kann kaum als eine aus­
reichende Erklarung fiir diese Entwicklung gelten. Sie hat ihren Grund wohl 
vor allem darin, daB er bei katholischen Denkern (vor allem bei Gutberlet 
und Jeiler 159) so vie! Verstandnis fiir seine metaphysisch fundierte Theorie 
des Aktual-Unendlichen fand. 

1891 berichtet er noch (in einem Brief an Mrs. Pott) sehr erfreut iiber die 
Konfirmation seiner altesten Tochter Else in der lutherischen Kirche 
St. Laurenti 16°). Einige Jahre spater schreibt er an Hermite (21. Januar 1894) 
iiber seine Stellung zur Religion: 

Metaphysik und Theologie haben, ich will es bekennen, meine Seele in 
solchem Grade ergriffen, daB ich verhaltnismaBig wenig Zeit fii,- meine 
erste Flamme iibrig habe. 

Ware es nach meinen Wiinschen vor fiinfzehn, ja sogar noch vor acht Jahren 
gegangen, so hatte man mir einen groBeren mathematischen Wirkungs­
kreis, etwa an der Universitat Berlin oder Gottingen gegeben und ich wiirde 
vielleicht meine Sache nicht schlechter gemacht haben als die Fuchs, Schwarz, 
Frobenius, Felix Klein, Heinrich Weber etc. Allein nun danke ich Gott, dem 
Allweisen und Allgiitigen, daB er mir die Erfiillung dieser Wiinsche fiir 
immer versagt hat, denn so hat er mich gezwungen durch ein tieferes Ein­
dringen in die Theologie Ihm und seiner heiligen-romisch-katholischen 
Kirche zu dienen, als ich es nach meinen wahrscheinlich schwachen mathe­
matischen Kraften durch die ausschlief3liche Beschaftigung mit der Mathe­
matik hatte tun konnen. 

158) Man beachte z. B. seinen Brief an Kardinal Franzelin, [W] 5. 399 f, aber auch 
die Zitate auf 5. 111. 

l59) Vgl. die Briefe 14,15 und 17 des Anhangs. 
160) Interessant ist, daB die Tochter selbst dieser kirchlichen Feier viel kritischer 

gegeniiberstand als ihre Eltern. Sie hatte (vgl. [B 9]) Skrupel und erwog den 
Verzicht auf die Konfirmation. Nur die Riicksicht auf ihre Eltern hielt sie von 
diesem Schritt ab. 
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So erstreckt sich meine durchaus irenische universelle und cosmo-politische 
Tathigkeit schon seit Jahren hauptsachlich nach zwei Richtungen. Erstens 
wirke ich nach Kraften auf die Geistlichkeit 161) mit der ich innigst be­
freundet bin 162) und zwar handle ich da nach den Worten: ,lhr seid meine 
Lehrer in der Religion und Theologie, ich Euer dank barer Sohn und Schiiler. 
Von Euch und Eurem guten Willen hangt es allein ab, ob ich Euer Lehrer 
werde in den weltlichen Wissenschaften und so eine goldene Briicke schlage 
von Euch zu uns, von uns zu Euch." Zweitens wende ich mich an den Kreis 
der gebildeten Laien, ohne Zelotismus und frei von Ostentation, mit der 
nothigen Auswahl, Vorsicht und Klugheit, urn sie von den grassierenden 
Verirrungen des Skeptizismus, Atheismus, Materialismus, Positivismus, 
Pantheismus etc. abzubringen und sie allmahlich dem allein vernunft­
gemaBen Theism us wieder zuzufiihren ... 

Die (von ihm selbst im Briefbuch durchgestrichenen, also wohl nicht in die 
Reinschrift aufgenommenen) FuBnoten deuten darauf hin, daB er inzwischen 
Arger mit den Theologen seiner Kirche gehabt hat. 

Vernunftgemiif3er Theism us: Das ist seine Konzeption. Und wir finden in 
seinen Briefen immer wieder Versuche, mathematische Deduktionen auszu­
weiten zu ,Beweisen" fiir metaphysische oder theologische (,kritische") 
The sen. 

So setzt sich Cantor ein fiir die (die biblische Schopfungsgeschichte bestati­
gende) Auffassung, daB die Welt einen Anfang in der Zeit gehabt habe. Er 
spricht (in einem Brief an A. Schmid vom 5. August 1887) von dem ,mon­
strosen Ungedanken einer unendlichen verflossenen Zeit". ,Unzahlig viele 
krankhafte Erscheinungen der neueren Zeit und ihrer Wissenschaft" hangen 
damit zusammen. Freilich: Den iiblichen ,Beweis", daB es ja ein Aktual­
Unendlich iiberhaupt nicht geben konne (und deshalb auch nicht eine ,seit 
Ewigkeiten" bestehende Welt), kann der Begriinder der Mengenlehre nicht 
anerkennen. So geht es nicht, aber er deutet doch an, daB ein ,Beweis" fur 
die Endlichkeit der Welt gewiB moglich sei. In der Nachschrift zu einem Brief 
an Dr. Kerry in StraBburg vom 8. Marz 1887 heiBt es dazu: 

Wenn hier gesagt wird, daB ein mathematischer Beweis fiir den zeitlichen 
Weltanfang nicht gefiihrt werden konne, so liegt der Nachdruck auf dem 
Wort ,mathematischer", und so weit stimmt meine Ansicht mit der von 
St. Thomas iiberein. Dagegen diirfte gerade auf Grund der wahren Lehre 
vom Transfiniten ein gemischter, mathematisch-metaphysischer Beweis des 

161) Dahinter durchstrichen: natiirlich nur auf die katholische. 

162) Dahinter durchstrichen: Die protestantische ist vie! zu hoduniithig, urn von 
mir Belehrung annehmen zu wollen. 
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Satzes wohl zu erbringen sein und insofem weiche ich allerdings von 
St. Thomas ab, der die Ansicht vertritt (S. th. q 46, a. 2 concl.): 

Mundum non semper fuisse, sola fide tenetur, et demonstrative probari 
non potest. 

Die Tatsache, daB heute moderne astrophysikalische Theorien tatsachlich mit 
einem zeitlichen "Anfang" unseres Kosmos rechnen, wird man kaum als eine 
Bestatigung von Cantors angekiindigtem "gemischten, mathematisch-meta­
physischen" Beweis fiir die Endlichkeit der Zeit werten konnen. Hier steht 
offenbar der Wunsch am Anfang aller Dberlegungen, das geschlossene 
"christliche" Weltbild ins 20. Jahrhundert hiniiber zu retten. 

Aus diesem Eifer ist auch die Heftigkeit seiner Polemik gegen Haeckel zu 
verstehen, wie sie sich in dem Brief an Loofs (Anhang Nr. 18) auBert. Es 
ist ja durchaus verstandlich, daB ein christlich orientierter Denker Haeckels 
"Weltrathsel" ablehnt. Aber man ist doch betroffen iiber die Heftigkeit von 
Cantors Polemik. Es gab manche fromme Zeitgenossen Cantors, denen 
Haeckel und Nietzsche arg zu schaffen machte, die aber doch wenigstens die 
Frage stellten, ob denn nicht doch das kirchliche Denken des 19. Jahrhunderts 
zu eng war, urn den Fragestellungen der Zeit gerecht zu werden. Nicht so 
Georg Cantor. So revolutionar er in seinen mathematischen Ideen war, so 
konservativ scheint er in Fragen der Religion und der Weltanschauung zu 
sein. 

Wir werden es noch sehen: Dieses Festhalten an den klassischen Lehren des 
Christentums ist bei Cantor nicht einfach Autoritatsglaubigkeit oder gar be­
quemer Verzicht auf eigenes Nachdenken. Er glaubt an eine dem denkenden 
Menschen durchschaubare von Gott geschaffene Welt. Seine Auffassung 
deckt sich oft, aber nicht immer mit der der groBen Konfessionen. 

Aber sie fiigt sich zusammen mit seinen mathematischen Forschungen. Er 
will seine ,Mengenlehre" benutzen, urn das christliche Weltbild (wie er es 
sah) zu stiitzen. So hofft er, dafS seine ,Auffassung der Dinge" den "Irrtum 
des Pantheismus" iiberwinden konne. 

In seinem Brief vom 22. J anuar 1886 an den Kardinal Franze lin schreibt 
er von seinem ,Kampf mit den meisten" der ,modernen Philosophen­
schulen": 
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Kein System ist weiter von meinen Hauptiiberzeugungen entfernt als der 
Pantheismus, wenn ich vom Materialismus absehe, mit dem ich durchaus 
keine Gemeinschaft habe. Vom Pantheismus glaube ich jedoch, dass er 
vielleicht nur durch meine Auffassung der Dinge ganz iiberwunden werden 
konnte. Hierbei sei mir gestattet, an einen der geistvollsten Pantheisten, 



den deutschen Dichter Joh. Wolfgang Gothe zu erinnern, der kurz vor 
seinem Ende, an seinem letzten, zweiundachtzigsten Geburtstag, 28. Aug. 
1831 folgende Worte schrieb: 

,Lange hab' ich mich gestraubt, 
Endlich geb ich nach: 
Wenn der alte Mensch zerstaubt, wird der neue wach.­
Und so lange Du dies nicht hast, 
Dieses: Stirb und werde! 
Bist Du nur ein triiber Gast, 
Auf der dunklen Erde." 

Diese von Cantor zitierten Verse stammen aus einem Eintrag in ein 
Fremdenbuch der Massenmiihle bei Elgersburg (unweit Ilmenau). Sie wurden 
(der letzten vier Verse wegen, die aus dem 1814 geschriebenen Gedicht 
,Selige Sehnsucht" stammen) in theologischen Werken von Usteri und 
RUtenick als von Goethe stammend zitiert. 

Tatsachlich sind die ersten Zeilen eine Dichtung des Leipziger Psychiaters 
Heinroth; sie finden sich in den unter dem Pseudonym ,Treumund Wellen­
treter" veroffentlichten Gesammelten Blattern, Bd. 1, Leipzig 1818, 5. 143. 

Cantor ist also hier das Opfer eines- verstandlichen- lrrtums 163). 

Man wiirde aber Cantor Unrecht tun, wenn man seine religiose Haltung als 
gedankenlos konservativ und autoritatsglaubig hinstellen wiirde. Dafiir 
zeugt schon sein schwierig zu beschreibendes Verhaltnis zu den christlichen 
Konfessionen. In seiner umfangreichen Korrespondenz mit katholischen 
Theologen finden sich so viele devote .AuBerungen 164) iiber die katholische 
Kirche, daB man vermuten konnte, er wolle konvertieren. Tatsachlich ist ihm 
das mindestens von dem Kardinal Franzelin ziemlich unverbliimt nahege­
legt worden. So heiBt es in seinem Schreiben an Cantor vom 26. Januar 
1886 165): 

... Was Sie tiber Ihre Stellung zum Katholizismus schreiben, war mir 
einestheils sehr erfreulich, besonders wenn ich bedenke, in welcher Um­
gebung Sie sich befinden; aber auf der andern Seite kann ich Ihnen nicht 
verhehlen, wie schmerzlich es mir ist, daB Sie auBer dem Mutterhause sich 
zu befinden das Ungliick haben. Ftir Manner von Ihrer Stellung ist das 
Nachdenken tiber die wichtigste und fiir die Ewigkeit entscheidende An­
gelegenheit der Religion nothwendig ... 

163) Ich danke diese Aufklarung tiber das angebliche Goethe-Zitat Herrn Kollegen 
Alfred Kelletat. 

164) Beispiele findet man z. B. in [B 7]. 
165) Abschrift im Briefbuch Cantors. 
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Aber Cantor wahrt seine Unabhangigkeit. An Mrs. Pott schreibt er am 
7. Marz 1896, daiS ,in religiOsen Fragen und Beziehungen" sein ,Standpunct 
kein konfessioneller" sei. Er behauptet sogar, keiner der bestehenden orga­
nisierten Kirchen anzugehoren. Dieser Satz ist wohl nicht so zu verstehen, 
daB Cantor a us der evangelischen Kirche ausgetreten sei. Dafur gibt es jeden­
falls keinerlei Zeugnisse. Er hat mit dieser Bemerkung seine absolute theo­
logische Unabhangigkeit ausdrucken wollen. 

Ein bemerkenswertes Zeugnis fiir diese Unabhangigkeit ist eine kleine 
Schrift Cantors aus dem Jahre 1905, die sich in keinem der alteren Verzeich­
nisse seiner Veroffentlichungen findet. Wir entdeckten sie als Anlage zu 
einem Sammelband der Schriften Cantors zum Bacon-Problem, der aus der 
Privatbibliothek von Georg Wissowa stammt und jetzt der Universitats­
bibliothek Halle gehort. 

In diesem Privatdruck [A 39] ,Ex Oriente Lux" nimmt er zu ,wesentlichen 
Puncten des urkundlichen Christen turns" Stellung. 

Es geht urn die Frage der Abstammung Jesu und das Dogma der Jungfrauen­
geburt. Er lehnt diese damals jedenfalls von heiden Konfessionen vertretene 
Lehre ab und kommt auf Grund einer Untersuchung der neutestamentlichen 
Aussagen zu dem Ergebnis, daB Joseph von Arimathia der leibliche Vater 
Jesu sei. 

Es ist kaum anzunehmen, daB die Kirchenhistoriker seine Thesen akzep­
tieren werden. Aber seine kleine Schrift ist doch ein Beleg fur die Unbefan­
genheit, mit der er anerkannten Lehrmeinungen entgegentritt. Er verficht 
einen rationalen Theismus und steht mit evangelischen und katholischen 
Theologen gegen die ,lrrlehren" von Haeckel und Nietzsche, die ,Verderber 
der Jugend". Aber er behalt doch seinen eigenen Standort und erwartet, daB 
seine Thesen , wie mit einem wuchtigen Hie be aile theologischen Richtungen 
der Gegenwart" treffen werde. Er will damit ,aufs Tiefste die bestehenden, 
sich gegenseitig anfeindenden kirchlichen Organisationen" erschuttern. 

Es bleibt aber bis zum Ende der Tage auf einem unerschiitterlichen Fels, 
Christo selbst, ruhend, die unsichtbare Kirche, welche er gegriindet hat, 
bestehen. Er ist ihr Oberhaupt, das keinen Statthalter auf Erden braucht. 

Das ist eine deutliche Absage an den Katholizismus. 

Nimmt man noch Cantors eifernde Stellungnahme zum Bacon-Problem 
dazu 166), so wird deutlich, daB er nicht nur auf dem Gebiet der Mathematik 
ein eigenwilliger Denker war. Vielleicht dar£ manes so sehen: Durch den 
ihm aufgezwungenen Kampf fur seine Welt des Transfiniten war er im 

166) Vgl. Kap. XIII. 
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Widerstand gegen eine Mehrheit seiner Zeitgenossen geiibt. Es kam ihm nun 
nicht mehr darauf an, auch auf dem Gebiet der Theologie oder der Philo­
sophie ein Auf3enseiter zu sein. 

Da wir uns heute die Cantorsche Auffassung iiber eine wissenschaftlich 
fundierbare Metaphysik kaum noch zu eigen machen, werden wir ihm auch 
in der Verteidigung seines Weltbildes kaum folgen konnen. Aber das wollen 
wir doch in dem Abschnitt iiber die Religiositat Cantors betonen: Er war ein 
redlicher Mann, der seiner Dberzeugung lebt und - von wem kann man das 
sagen! - auch in dem Sinne Christ war, daf3 er seine Fehler und lrrtiimer 
zugestehen konnte. Davon zeugt unter anderem das, was Kowalewski 167) 

iiber seine Erfahrungen mit 11dem beriihmten Schopfer der Mengenlehre" zu 
berichten weif3. 

Ist mit diesen Feststellungen nun das letzte Wort zur Religiositat Cantors 
gesagt? Das Auftauchen der Antinomien in der Mengenlehre (Kap. X) war 
ja ein schwerer Schlag fiir die Anhanger der platonischen Denkweise in der 
Mathematik. Muf3te da nicht auch die Hoffnung auf eine rationale Fundie­
rung des Theismus ins Wanken kommen? Davon soli noch am Schluf3 des 
Kapitels X iiber die Antinomien die Rede sein. 

167) [B 4], 5. 208 ff. Vgl. auch S. 142 f. 
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IX. Cantor und seine Kollegen 

1. Sdtwarz und WeierstraS 

Nach dem Tode eines groBen Forschers ist es iiblich, seine hinterlassenen 
Papiere, aber auch den Briefwechsel mit Kollegen und Freunden zu sichten 
und zu sammeln. Manchmal fiihlt sich einer der Erben zur Wahrung des 
Nachlasses berufen, in andern Fallen bemiihen sich die wissenschaftlichen 
Bibliotheken. Da findet man dann nach Jahrzehnten wichtige, noch unver­
offentliche Dokumente neben alltaglichen Nachrichten und Ansichtspost­
karten verwahrt. 

Der Briefwechsel ist dabei besonders aufschluBreich. Nicht alles kann durch 
das Studium nachgelassener Korrespondenzen erhellt werden. Aber in 
manchen Fallen werden aus solchem Schrifttum Wiinsche, Ziele und Beweg­
griinde der Wissenschaftler offenbar, die die Zeitgenossen nicht hatten durch­
schauen konnen. 

Aber womit kann man so viel Interesse fiir den personlichen Bereich der 
Forscher rechtfertigen 7 Insbesondere: Haben wir heute ein Recht, den Ge­
lehrtenstreit vergangener Jahrzehnte der Offentlichkeit vorzulegen? Es gibt 
ja auch in unseren Tagen noch genug sachliche und personliche Differenzen 
zwischen den Professoren. Sollte man da das manchmal Allzu-Menschliche 
vergangener Zeiten nicht Iieber ruhen lassen 7 

Auf diese Fragen hat im Faile Cantor schon A. Schoenflief3 eine Antwort ge­
geben, als er 1927 in den Acta Mathematica, Bd. 50, iiber ,Die Krisis in 
Cantor's mathematischem Schaffen" [B 12] berichtete. Er veroffentlichte da­
mals viele Briefe Cantors aus dem Jahre 1884, als eine Huldigung an den 
damals achtzigjahrigen Costa Mittag-Leffler, der in schwierigen Jahren treu 
zu Cantor gestanden hatte. Als ,innersten Grund" fiir die Veroffentlichung 
der Briefe iiber den Gegensatz Cantor-Kronecker bezeichnet er die folgende 
Dberlegung (a. a. 0. S. 14}: 
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Die Briefe stempeln, gerade wegen ihrer Obertreibungen, das Verhalten 
von Kronecker zu Cantor als ein Schulbeispiel dafiir, wie unheilvoll es fiir 
den einzelnen und die Wissenschaft ausschlagen kann, wenn neue Gedan­
ken eines Jiingeren an machtvoller Stelle in der Weise abgelehnt und be­
feindet werden, wie es durch Kronecker Ieider geschehen ist. 



Wir meinen, daB diese Oberlegungen auch heute noch ihre Giiltigkeit haben. 
Es kommt noch dies hinzu: Gerade bei einer so vielseitig interessierten Per­
sonlichkeit wie Cantor kann das Studium seiner Briefe (und das der an ihn 
gerichteten Schreiben seiner Kollegen) zum Verstandnis seiner Denkweise 
beitragen. Und da mit der Begriindung der Mengenlehre tatsachlich eine 
neue Epoche der Mathematik eingesetzt hat (wenn auch das 20.Jahrhundert 
keineswegs aile Konzeptionen Cantors iibernommen hat), haben wir das 
Recht und die Pflicht, die Gedanken welt Cantors zu studieren. 

Es laBt sich nicht vermeiden, daB dabei auch temperamentvolle und kritische 
A.uBerungen iiber Zeitgenossen zitiert werden miissen; wir haben aber ver­
sucht, aile nur personlichen Differenzen zwischen den Wissenschaftlern jener 
Zeit beiseite zu lassen. 

Der Anfang der wissenschaftlichen Laufbahn Cantors war so friedlich: Er 
hatte ein gutes Doktorexamen gemacht, sich bald darauf in Halle habilitiert, 
er verehrte vor allem seinen Lehrer W eierstraf3 und war mit H. A. Schwarz 
in Freundschaft verbunden. Seine ersten Arbeiten waren der Zahlentheorie 
gewidmet; dann folgten solche Publikationen, die die WeierstraBsche Fun­
dierung der Analysis weiterfiihrten. Er arbeitet mit seinem Hallenser 
Kollegen Heine gut zusammen und wechselte freundschaftliche Briefe mit 
Schwarz in Ziirich. 

Einmal kommt es dabei zu einem MiBverstandnis in einer Prioritatsfrage. 
Aber das gibt offenbar keinen AnlaB zu einem ernstlichen Zerwiirfnis. 
Schwarz schreibt (am 2. Juli 1870) seinem Freunde: 

Es tut mir leid, da€ Du Dich in Halle so verlassen fiihlst und nun noch 
Veranlassung zu finden glaubst, an mir auf einen Augenblick irre zu wer­
den; komm doch in den Ferien her ... 

Spater ist Cantor an seinem alten Freunde nicht ,fiir einen Augenblick", 
sondern fiir den Rest seines Lebens irre geworden. Wir konnen heute nicht 
mehr ausmachen, was der Grund fiir das Zerwiirfnis zwischen den heiden 
war. 

Wahrscheinlich waren es nicht eigentlich personliche Differenzen. Es scheint, 
daB sich Schwarz eindeutig auf die Seite der Gegner Cantors in Berlin gestellt 
hat. Jedenfalls schreibt Cantor am 1. Januar 1884 an Mittag-Leffler iiber 
seine an das Ministerium gerichtete Bewerbung nach Berlin 168): 

Sie fassen den Sinn meiner Bewerbung ganz richtig auf; ich habe nicht im 
Entferntesten daran gedacht, dass ich jetzt schon nach Berlin kommen 
wiirde. Da mir aber daran liegt, nach einiger Zeit hinzukommen und mir 
bekannt ist, dass Sdzwarz und Kronecker seit lahren furcnterlidz gegen 

168) Sdzoenfliefl [B 12], 5. 3--4. 
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mich intriguieren, aus Furcht ich konnte einmal hinkommen, so habe ich 
es fiir meine Pflicht gehalten, die Initiative selbst zu ergreifen und mich an 
den Minister zu wenden. Den niichsten Effect davon wusste ich ganz genau 
voraus, dass niimlich Kr. wie von einem Skorpion gestochen auffahren und 
mit seinen Hulfstruppen ein Geheul anstimmen wurde, dass Berlin sich in 
die Sandwusten Afrika's, mit ihren Lowen, Tigem und Hyanen versetzt 
glauben wird. Diesen Zweck habe ich, so scheint es wirklich erreicht. 

Cantor war also davon iiberzeugt, daiS Sdzwarz zu den ,Hiilfstruppen" 
seines Widersachers Kronecker gehorte. Und wahrscheinlich hat er durchaus 
Grund zu dieser Annahme gehabt. Spater haben sich die Gegensatze noch 
vertieft. Dafiir spricht u. a. der im Anhang wiedergegebene Brief von 
Sdzwarz an Weierstraf3 vom 17. Oktober 1887 169). 

Wir wissen heute nicht, welches Ereignis den unmittelbaren Anla!S zu jenem 
Gesprach auf der Stra!Se in Halle gab. Cantor war ein temperamentvoller 
Mann, und es mag sein, daiS er seine abweichenden Ansichten gelegentlich 
etwas drastisch au!Serte. Aber er war redlich, und sein Versohnungsversuch 
spricht doch fiir ihn. 

Bemerkenswert ist nun die Stellungnahme Sdzwarzens zu der ihm von 
Cantor dedizierten Arbeit. Man greift noch einmal zu der hier zitierten ,Mit­
teilung zur Lehre vom Transfiniten" in Cantors Werken, urn zu sehen, ob 
denn diese Schrift wirklich ein so hartes Urteil verdient. SchlietSlich ist 
die Cantorsche Arbeit in einer angesehenen philosophischen Zeitschrift ver­
offentlicht worden, sie wurde (zusammen mit anderen Arbeiten) als Souder­
druck herausgebracht, und Zermelo hat sie Jahrzehnte spater in die ,Ge­
sammelten Abhandlungen" ohne kritische Abwertung 170) aufgenommen. 

Von ,Irrationalzahlen" ist in dieser Arbeit ja nicht die Rede; wohl aber wer­
den u. a. Kirchenvater zitiert, urn die verschiedenen Standpunkte in bezug 
auf das Aktual-Unendliche zu beleuchten. Das ist doch durchaus legitim, 
auch wenn wir heute die , Wissenschaft von den formalen Systemen" ohne 
Bezug auf friihe philosophische Versuche aufzubauen pflegen. Cantor sah 
noch den Zusammenhang seiner Arbeiten mit den gro!Sen philosophischen 
Fragen, und man sollte dem ,jungen Mann" 171) das nicht verargen. Beson­
ders unfreundlich scheint der Vergleich mit Zollner zu sein, der spater unter 
die Spiritisten ging. Das hat Cantor nicht verdient. 

Es ist nicht anzunehmen, daiS Cantor diesen an Weierstraf3 gerichteten Brief 
je gelesen hat. Aber Sdzwarz diirfte sich auch bei andern Gelegenheiten ahn-

189) Brief Nr. 13. 
170) Er hat an anderen Stellen gelegentlich Kritik geiibt. 
171) Schwarz war nur zwei Jahre alter als Cantor. 
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lich geauBert haben (u. a. gegenuber franzosischen Mathematikern), und so 
muBte Cantor wahrend mehrerer Jahrzehnte seinen fruheren Freund als 
einen seiner argsten Widersacher ansehen. 

In den letzten J ahren ihres Lebens freilich haben sie wieder zueinander ge­
funden. Jedenfalls gratuliert Cantor dem Freund seiner Studienjahre zu 
seinem 70. Geburtstag und spricht in diesem Brief 172) von einer versohnen­
den Aussprache, die einige Jahre vorher in Berlin stattgefunden hat. So gibt 
es wenigstens fur diesen Streit der Forscher ein gutes Ende. 

Hinter den sachlichen Meinungsverschiedenheiten zwischen den WeierstrafJ­
Schiilern steckte aber noch ein anderes Problem. Cantor war Professor in 
Halle, und er hat immer wieder gewunscht, einen anderen Wirkungskreis zu 
finden. Es war die Rede von einem Ruf nach Munchen, und Mittag-Leffler 
gegenuber hat er sogar die Bereitschaft geauBert, unter Umstanden ins Aus­
land zu gehen. Am begehrtesten war natiirlich eine Berufung nach Berlin, an 
die im 19.Jahrhundert wohl angesehenste Universitat Deutschlands. Eine 
solche Berufung hatte auch gewichtige materielle Vorteile gehabt: Cantor 
erhielt in Halle 173) ein Gehalt von 4800 Mark, hatte aber in Berlin mehr als 
das doppelte bekommen. Und so muB er sich eine Reise nach Paris versagen, 
weil es ,am Nothigsten" fehlt und sein Gehalt fur die Ausbildung seiner 
sechs Kinder aufgebraucht wird 174). 

Wechselnd ist auch die Haltung Cantors zu seinem alten Lehrer WeierstrafJ. 
Noch im Oktober 1884 (Brief Nr. 9) auBert er sich besorgt urn seine Gesund­
heit und wunscht, seinen EinfluB in der Berliner Fakultat und in der Aka­
demie (vor allem gegen Kronecker) zu erhalten. Aber er hat doch die Sorge, 
daB W eierstraf3 zum Lager seiner Gegner gehort. So schreibt er an seinen 
Freund Mittag-Leffler, der Cantor in seinen Arbeiten zitiert hatte, am 
9. September 1884: 

Sehr interessant ist es mir, a us Ihrer heutigen Karte zu ersehen, dass Ihnen 
Ihre Arbeit momentan und zunachst in Frankreich nur geschadet hat; wei! 
Sie darin auf meine Arbeiten recurriren ... Ich vermuthe, dass der Ton in 
dieser Affaire von Berlin und Gottingen 175) ausgegangen und dass die 
guten Franzosen hierbei nur aus Courtoisie einstimmen. Daran diirfte 
selbst WeierstraB nicht unschuldig sein; auch ihm paflt es nicht, dass Sie 
sich mir in Freundschaft angeschlossen haben. 

172) Vgl. den Brief Nr. 21 im Anhang. 
173) Vgl. den Brief an Lemoine vom 17. Marz 1896 [B 7] 5. 515 ff. Bei seiner Er­

nennung zum Ordinarius 1879 erhielt er nur (laut Bestallungsurkunde) 
3500 Mark Gehalt und 660 Mark Wohnungsgeld. 

174) Vgl. den Brief an Hermite, Nr. 16 im Anhang. 
175) In Gottingen wirkte damals H. A. Schwarz. 
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Aber Mittag-Leffler teilt diese Bedenken nicht, mindestens soweit sie Weier­
straf3 angehen. Er schreibt schon am 2. August 1884 an Cantor: 

Kronecker est tres irrite contre moi a cause de l'emploie que j'ait fait de vos 
theories. II appelle cela une generalisation sterile. WeierstraB au contraire 
parait etre content et il veut communiquer le principal de mon memoire au 
seminaire de Berlin. Je tacherai de savoir quelle application il fzra alors de 
vos recherches et je vous le communiquerai. 

Nach dem Bericht von Schoenflief3 176) hat Weierstraf3 schon friih Interesse 
fiir die mengentheoretischen Arbeiten Cantors gezeigt. Lag es an seiner 
Krankheit, daiS er sich in spateren J ahren nicht starker gegeniiber Kronecker 
fiir seinen ehemaligen Schuler einsetzte? Jedenfalls gesteht Schoenflief3 
spater 177) zu, daiS Cantor sich in seinem Groll auch gegen W eierstraf3 ,nicht 
vollig getauscht hat" 178). 

2. Kronecker 

Schoenflief3 sagt tiber die Stellung Kroneckers zu Cantor 179) : 

Es iibersteigt nicht das erlaubte Mass, wenn ich sage, dass die Kroneckersme 
Einstellung den Eindruck hervorbringen muBte, als sei Cantor in seiner 
Eigenschaft als Forscher und Lehrer ein Verderber der Jugend. 

Cantor reagierte auf die Angriffe seines friiheren Lehrers manchmal mit 
grimmigem Humor 180); spater aber war er verbittert und verzweifelt. Schon 
aus den Briefen von H. A. Schwarz an Cantor aus dem Jahre 1870 liest man 
immer wieder den Kummer dariiber heraus, daiS Kronecker ihre und die 
WeierstralSschen Deduktionen fur ,nicht streng" hielt. Bei dieser Einstellung 
wares zu erwarten, daiS er die auf Erfassung des Aktual-Unendlichen gerich­
teten Versuche Cantors nicht schatzen wiirde. Aber er attackierte Cantor 
nicht in offener Feldschlacht: Er bezeichnete nicht die Stellen seiner Arbeiten, 
die (nach seiner Ansicht) fehlerhaft waren; er nannte nicht explizit die Be­
griffsbildungen, die (nach seiner Auffassung) aus dem einen oder andern 
Grunde unzulassig waren. Er verletzte Cantor durch kritische Bemerkungen 
vor Kollegen und sogar vor Studenten. 

Es scheint, daiS vor allem im Friihjahr 1884 Cantor durch Berichte tiber die 
Gegnerschaft Kroneckers getroffen wurde. Er war in dieser Zeit auf das 

178) [B 11]. 

177) Acta m. 50, 5. 1. 

178) Vgl. aber die Bemerkung Cantors in einem Brief an W. H. Young,5.176. 
179) Acta m. 50, 5. 2. 

180) Vgl. das Zitat auf 5. 132. 
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A.uJSerste angespannt durch seine rastlosen Versuche, das Kontinuum­
problem zu li:isen 181). Nur die Familienmitglieder eines intensiv forschenden 
Mathematikers konnen ermessen, wie der Kampf urn ein ungelOstes Problem 
einen Menschen beanspruchen kann. Und nun kam fiir Cantor noch der Be­
richt iiber die ,,Intrigen" aus Berlin dazu. Wir konnen heute nicht mehr her­
ausfinden, ob die Arbeit am Kontinuumproblem oder der Zorn iiber die 
Berliner die auslosende Ursache war: Cantor erlebte im Friihjahr 1884 eine 
schwere Depression. Er hatte ja schon als Student gelegentlich Neigung zur 
Schwermut gezeigt, die sein Vater durch aufmunternde Briefe 182) zu zer­
streuen suchte. Jetzt, im Alter von 40 Jahren, traf es ihn noch harter. Das 
Friihjahr 1884 muJS fiir die Familie Cantor eine bose Zeit gewesen sein: Wir 
erfahren aus der Biographie von Else Cantor, daiS die damals neunjahrige 
Tochter betroffen war durch "die bohrende Angst urn das Unbegreifliche im 
Wesen des plotzlich erkrankten Vaters" 183). 

Im Sommer 1884 entschlieJSt sich Cantor, den Stier bei den Hornern zu 
packen: Er schreibt an Kronecker und versucht, mit ihm ins Gesprach zu 
kommen. Schoenflief3 vermutet 184), 

daB es Familie und Arzt gelang ihm die Meinung einzufloBen, die nervose 
Erschopfung beruhe wesentlich auf der iiberstarken und iibertriebenen Ge­
reiztheit, die ihn gegen Kronecker erfiille und an der er sogar selbst schuld 
sei, und dass eine Aussohnung die Basis jeder Besserung sei. 

Jedenfalls: Cantor schreibt einen 11Versohnungsbrief" 186) und erhalt von 
Kronecker umgehend eine wenigstens menschlich befriedigende Antwort. Es 
lohnt sich, diesen Brief Kroneckers (er wird hier im Anhang zum erstenmal 
veroffentlicht) aufmerksam zu lesen. 

Kronecker gibt sich erstaunt iiber die Meinung Cantors, daJS ihre person­
lichen Beziehungen in irgendeiner Weise gestort seien. Natiirlich leugnet er 
nicht 11die Divergenz in einigen wissenschaftlichen Fragen", aber solche 
Divergenz sei doch kein Grund zu personlichen Spannungen. 

Das klingt freundlich und weise. Aber kann man wirklich erwarten, daJS die 
personlichen Beziehungen nicht beriihrt werden, wenn die 11Divergenz" in 

181) Vgl. dazu 5. 109, aber auch den folgenden Abschnitt iiber Mittag-Leffler. 
18!) Vgl. 5. 2. 
183) [B 9] 5. 27. 

184) Man kann jedenfalls SdtoenflieP darin zustimmen: Der Ton dieses Briefes 
unterscheidet sich so von dem seiner iibrigen, daB der Verdacht nahe liegt, 
daB "ein fremder Wille seine Entschliisse richtete und eine fremd~ Hand die 
Feder fiihrte". ([B 12] 5. 8). 

186) Er ist veroffentlicht [B 12] 5. 10. 
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wissenschaftlichen Fragen vor Studenten des Berliner Seminars in einer Form 
ausgetragen wird, wie sie Schoenflief3 beschreibt? 

lnteressant ist die Bemerkung von Sonja Kowalewsky iiber die Grundlagen­
probleme der Mathematik. Kronecker akzeptiert den Vergleich mit den 
Fragen der Religion. Aber: Wenn es wirklich urn 11Glauben" geht, ist doch 
Toleranz angebracht, Freiheit gegenuber dem, der anders denkt. Warum also 
dann der Arger iiber die Tatsache, daB Mittag-Leffler Ideen von Cantor an­
wendet 188)? 

Aber bleiben wir bei den sachlichen Meinungsverschiedenheiten. In dem 
Brief Kroneckers wird sein bekannter Standpunkt 187) iiber die Bedeutung 
der ganzen Zahl deutlich. Er will die Mathematik frei halten von ungesicher­
ten philosophischen Spekulationen und die ganze Mathematik auf der Lehre 
von den ganzen Zahlen aufbauen. 

Dieser Versuch hat aus der Sicht des 19.Jahrhunderts gewiB seine Berechti­
gung. Was damals in manchen "Lehrbiichern" iiber die Analysis geschrieben 
wurde, konnte einen klaren Denker schon verargern, und es lag der Wunsch 
nahe, die in der Theorie der ganzen Zahlen herrschende Klarheit der Begriffs­
bildung und der Aussagen auf aile Bereiche der Mathematik auszudehnen. 
Man kann heute riickschauend feststellen, d~ die Kroneckerschen Ziel­
setzungen im 20. J ahrhundert die Arbeiten iiber eine "rekursive Analysis" 188) 

(und andere Versuche einer "konstruktiven" Mathematik) befruchtet haben. 
Aber ist das nun die ganze Mathematik? Sind nicht auch Begriffsbildungen 
zulassig und so gar notwendig, die Strukturen anderer Art definieren? 

Zugegeben: Die Cantorschen Begriffsbildungen waren manchmal in ihrer 
ersten Fassung etwas vage. Aber muBte ein begabter Mathematiker nicht 
erkennen, daB hier Wege zu neuen Bereichen erschlossen wurden? Auch die 
ersten Versuche in der Geometrie waren vor Jahrtausenden 11Unklar", wenn 
man die MaBstabe der modernen Axiomatik anwendet. Heute, nach weniger 
als hundert J ahren, haben wir axiomatisch gesicherte Fundamente der 
Mengenlehre und Begriffsbildungen dieser Theorie, die nicht weniger prazis 
sind als die der klassischen Disziplinen der Mathematik. . 
Aber es geht nicht nur urn die Problematik des Unendlichen. Durch die Ein­
fiihrung des Mengenbegriffs in die moderne Mathematik sind erst die mo­
dernen Strukturtheorien moglich geworden. Wir benutzen heute (neben den 

18&) Vgl. das Zitat auf 5. 134. 

187) ,Die ganzen Zahlen hat der Iiebe Gott gemacht, alles andere ist Menschen­
werk." 

188) Vgl. dazu z. B. Goodstein: Recursive Analysis, Amsterdam 1961. 
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von Cantor eingefiihrten ,geordneten" Mengen) die (endlichen oder unend­
lichen) Halbordnungen und Verbiinde. Auch die Menge der natiirlichen 
Zahlen bildet einen (besonders einfach zu durchschauenden) Verband. Es be­
steht kein Grund, nur diesen einen Verband in der Mathematik zuzulassen. 

Hilbert hat einmal von einem Studenten gesagt, der von der Mathematik zur 
Germanistik tiberwechselte: ,Er ist unter die Dichter gegangen. Ftir die 
Mathematik hatte er nicht genug Phantasie." Vielleicht liegt es daran: Cantor 
hat mehr schopferische Phantasie als Kronecker? 

Cantor war sehr begltickt tiber die versohnliche Haltung Kroneckers, wenn 
auch eine Obereinstimmung in den Grundlagenfragen noch nicht erreicht 
war. Er antwortete mit einem Brief, in dem er die Vermutung ausspricht, daiS 
nur die ,nicht ganz tibersichtliche Darstellung" seiner Theorien schuld an 
dem MifSverstandnis sei {Brief Nr. 7) und hoffe auf das verabredete Ge­
sprach. Diese Unterredung kommt im Oktober 1884 zustande, ftihrt aber zu 
keiner Annaherung der verschiedenen Standpunkte. Nur fur kurze Zeit sind 
die personlichen Spannungen beseitigt. 

Cantor findet immer wieder AnlafS, sich tiber seinen ,Herrn von Mere" zu 
argern. Chevalier de Mere: Das ist ein Spitzname, den Cantor seinem Wider­
sacher Kronecker jetzt gelegentlich in seinen Briefen gibt. Er nimmt damit 
Bezug auf einen Streit tiber ein Problem der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
tiber das er selbst in seinen ,Historischen Notizen zur Wahrscheinlichkeits­
rechnung" ([W] 5. 359) berichtet: 

Ein gewisser Chevalier de Mere, Mann von Ansehen und Geist, will bei 
einer das Wiirfelspiel betreffenden Aufgabe die Autoritat des Mathema­
tikers durchaus nicht anerkennen; er hat sich eine andere Losung in den 
Kopf gesetzt und in der Meinung, sie sei die richtige, klagt er die Mathe­
matik offentlidt an, daB sie sich selbst widerspreche. Es handelt sich urn 
folgendes. Wenn man mit einem Wiirfel viermal werfen darf, so kann man 
mit Vorteil darauf wetten, mindestens einmal die 6 zu werfen. Spielt man 
mit zwei Wiirfeln, so findet sich, daB man nirnt mit Vorteil annehmen kann, 
eine doppelte sedts unter vier und zwanzig Wiirfen zu erhalten. Nichts­
destoweniger verhalten sich beim zweiten Spiel die Zahl 24 zu der Anzahl 
der moglichen Faile 36, wie 4 zu 6, d. h. wie beim ersten Spiel die ent­
sprechenden Zahlen; und dies wollte dem Chevalier nicht einleuchten 189). 

189) Die heiden Wahrscheinlidtkeiten sind tatsachlich verschieden. Es ist (w1 fiir 
das Problem mit einem, w2 fiir das mit zweien) 

w1 =r-(~Y =o,srs>w2 =r-(~:r =o,491. 
Die Wahrscheinlichkeitsredtnung bestatigt also die ,Erfahrung" des Herrn 
von Men?. 
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Der Chevalier de Mere darf, wie ich glaube, allen Widersachern der exakten 
Forschung, und es gibt deren jederzeit und iiberall, als ein warnendes Bei­
spiel hingestellt werden; denn es kann auch diesen Ieicht begegnen, daB 
genau an jener Stelle, wo sie der Wissenschaft die todliche Wunde zu geben 
suchen, ein neuer Zweig derselben, schoner, wenn moglich, und zukunfts­
reicher als aile friiheren, rasch vor ihren Augen aufbliiht,- wie die Wahr­
scheinlichkeitsrechnung vor den Augen des Chevalier de Mere. 

Diese Satze tiber Herrn von Mere hat Cantor 1873 geschrieben, also noch vor 
Veroffentlichung seiner ersten Arbeit zur Mengenlehre. Man konnte sie 
heute als eine prophetische Vision deuten: Was hier tiber den Sieg eines 
neuen Zweiges der exakten Wissenschaften tiber die Vorurteile der Zeit­
genossen gesagt wird, ist ja tatsachlich das Schicksal der von Kronecker so 
hart bekarnpften Mengenlehre. 

Cantor hat sich 1884 dieses Herrn von Mere erinnert, als ihm der Wider­
stand Kroneckers zu schaffen machte. So schreibt er am 2. J anuar 1885 tiber 
die geplante Weierstraf3-Feier in Berlin 190): 

Von Frau v. Kowalewski erhielt ich gestern Antwort ... Sie scheint grosse 
Angst zu haben, dass sich an diese Sache Streitigkeiten unter den deutschen 
Mathematikern kniipfen, diese Angst ist unbegriindet; ich habe ihr be­
ruhigend geantwortet. 

Die Sache liegt namlich so, dass ich mit unserem Herrn von Mere nicht gross 
anbinde, weil ich mich nicht mit Kleinigkeiten unnothigerweise abgebe, 
und dass er seinerseits sich hiitet, mit mir in offenen Streit zu kommen, weil 
er weiss, dass ich beim geringsten Anfang seinerseits mit dem schwersten 
Geschiitz hervortreten und mit geschwungenem Pfeil ihn mitten ins Herz 
treffen werde; darum ist es viel vorteilhafter fiir ihn, im Dunkeln gleich 
einem Maulwurf sowohl Weierstrass und seinen Verehrern und Schiilern, 
wie auch mir und der Mengenlehre den Boden zu unterwiihlen. 

Ausser uns heiden, dem Herrn von Mere und meiner Wenigkeit giebt es 
aber meines Wissens keine Kampflustigen und Sie werden mir daher zu­
geben, dass der Friede im mathematischen Europa z. Z. gesichert ist und 
ich bitte Sie, auch ihrerseits die besorgte Frau v. Kow. dariiber zu beruhigen. 

Die Friedensaussichten sind aber noch um so grosser, als ich, wie Sie wissen, 
degoutirt von dem personlichen Getriebe der heutigen Mathematik, nur 
noch mit einem Fusse dieses widerliche Territorium beriihre und bald ganz 
demselben entfremdet werde; dann mogen nach Herzenslust die Herren 
Geometer von Frankreich, Deutschland, England und Italien um das gol­
dene Kalb unseres Herrn von Mere herumtanzen, ich mach den Zauber 
seit Jahren schon nicht mit. 

1D0) Acta math. 50, 5. 21-22. 
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Es bleibt dabei: Die sachlichen Gegensatze zwischen Cantor und Kronecker 
konnen nicht abgetragen werden, auch nicht durch freundliche Gesten des 
attackierten Cantor. SchlieBen wir dieses argerliche Kapitel mit einem Brief­
zitat aus dem Jahre 1891. Am 5. September schreibt Cantor tiber die Vor­
bereitungen zur Tagung der deutschen Naturforscher und Arzte in Halle: 

Vor einem halben Jahr habe ich ihm den Eroffnungsvortrag in unserer 
mathematischen Section offerirt, und er hat diese Offerte mit grosser Be­
friedigung angenommen. 

Nun glaube ich, dass er durch meine Courtoisie bewogen werden wiirde, 
wenigstens in diesem Sommer seine Feindseligkeiten gegen mich einzu­
stellen. Allein ganz im Gegentheil! Zufallig erhalte ich in meinen Besitz 
eine Nachschrift seiner in diesem Sommersemester tiber den Zahlbegriff an 
der Universitat Berlin gehaltenen i:iffentlichen Vorlesung und habe hier 
schwarz auf weiss den Beweis, dass er in der schamlosesten Weise und 
ohne jeden Versuch einer wissensd-zaftlichen Begrundung meine mathema­
tischen Arbeiten vor seinen unreifen urtheilslosen Zuhi:irern herabgesetzt 
hat. Was sagen Sie dazu? 

3. Mittag-Leffler 

In den fiir Cantor so schweren achtziger Jahren hatte Cantor einen zuver­
lassigen Freund: Costa Mittag-Leffler. Dieser durch seine funktionentheore­
tischen Arbeiten bekannte Forscher verehrte W eierstrafS. Er stand natur­
gemaB gegen Kronecker in den Auseinandersetzungen tiber die Grundlagen­
fragen der Analysis. Er zeigte aber auch Verstandnis fiir die Cantorschen 
Ideen und hat in einer umfangreichen Arbeit tiber Probleme der Funktionen­
theorie zum erstenmal Satze von Cantor aus der Theorie der Punktmengen 
benutzt (Acta Math. 4). 

Mittag-Lefflers Brief von 10. J anuar 1883 (Brief Nr. 3 im Anhang) zeugt von 
seinem Verstandnis fur die Cantorschen Ideen. Es wird daraus auch deutlich, 
daB sie beide die gleichen Freunde und Gegner haben. Wir wissen heute 
nicht mehr, welche Differenzen zwischen Schwarz und Mittag-Leffler be­
standen. Jedenfalls waren sie vorhanden. Wir finden bei Mittag-Leffler 
immer wieder kritische Bemerkungen 191) tiber den spateren Nachfolger des 
von beiden geschatzten Lehrers W eierstrafS in Berlin. 

Cantor und Mittag-Leffler tauschen ihre Fotos aus, und jeder nimmt Teil an 
den Familiensorgen des anderen. Cantor berichtet seinem Freunde von seinen 
Ideeni er schreibt ausfiihrlich tiber seine Vorstellung von der Struktur der 

181) Siehe z. B. Brief Nr. 3. 
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Atome und Machtigkeiten der in der Natur auftretenden Mengen 192). Er 
lalst Mittag-Leffler natiirlich teilhaben an seinen Auseinandersetzungen mit 
Kronecker (Brief Nr. 8). Er schreibt aber auch iiber seine Bemiihungen um 
das Kontinuumproblem. 

Wir konnen aus dem Briefwechsel das Durcheinander von vermeintlichem 
Erfolg und Enttauschung herauslesen: 

1. Am SchlufS seiner Arbeit Annalen 23 (eingereicht am 15. November 1883), 
[W] 5. 244, kiindigt Cantor die Losung des Problems an. 

2. In seinem Brief vom 26. August 1884 fegt er den Arger iiber die Aus­
einandersetzung mit Kronecker beiseite durch die triumphierende Nach­
richt von der Losung des Kontinuumproblems (Brief Nr. 8). 

3. Am 14. November desselben J ahres ~chreibt er aber: 

... als ich in diesen Tagen wieder mich um denselben Zweck abmuhte, da 
fand ich was? Ich fand einen strengen Beweis dafiir, dass das Continuum 
nidzt die Machtigkeit der zweiten Zahlklasse und noch mehr, daB es iiber­
haupt keine durch eine Zahl angebbare Miichtigkeit hat. 

So fatal der Irrthum, den man so lange gehegt hat, auch sei, die endgti.ltige 
Beseitigung ist dafiir ein umso grosserer Gewinn. 

4. Aber schon am nachsten Tag widerruft er Wieder: 

Die Griinde, von denen ich Ihnen gestern schrieb, gegen den Satz von der 
zweiten Miichtigkeit des Linearcontinuums, habe ich heute von neuem 
widerlegt; es treten also wiederum alle Griinde dafiir, dass das Continuum 
die zweite Machtigkeit hat, unbesiegt in den Vordergrund ... ich schid<e 
Ihnen, was ich habe, in kurzer Zeit fiir die Acta. 

Es erschien zwar im Jahre 1885 im Band 7 der Acta noch ein Beitrag von 
Cantor; er enthielt aber nicht die Losung des Kontinuumproblems. 

Hier ist mit dem Einwand des Lesers zu rechnen, wie denn in einer mathe­
matischen Disziplin ein solches Hin und Her der Aussagen moglich sei. Wer 
so argumentiert, iibersieht die Schwierigkeiten, denen der im Alleingang 
forschende Mathematiker ausgesetzt ist. Gerade bei Menschen mit produk­
tiver mathematischer Phantasie kann es geschehen, daiS sie in ihren Schliissen 
einen wichtigen Gesichtspunkt iibersehen, solange nicht die Theorie streng 
formalisiert ist. Wer einen verstandnisvollen Gesprachspartner bei seinen 
Untersuchungen hat, wird gegeniiber voreiligen Trugschliissen gesichert 

192) Sein Beitrag in Acta 7 ([W] 5. 276) enthiilt einige Andeutungen tiber die Miich­
keit von Punktmengen in der Natur. Sie sind aber nicht so ausfiihrlich wie 
seine Ausfuhrungen in dem Brief Nr. 10 an Mittag-Leffler. 
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sein. Dem Einzelganger kann es heute wie in den Tagen Cantors geschehen, 
daiS er sich verirrt. 

Jedenfalls bedeutet das bohrende Suchen nach der Losung eines so tief­
liegenden Problems eine den ganzen Menschen beanspruchende schwere Be­
lastung. Schoenflie[S konnte schon Recht haben mit der Annahme, daB nicht 
der Krieg mit Kronecker (wie Cantor selbst annimmt) der entscheidende An­
lalS fiir seine Depression war, sondern die Belastungen durch seine wissen­
schaftliche Arbeit. 

4. Neue Freunde 

In den Jahren seiner Hochstleistung war Cantor ein einsamer Mann. In den 
siebziger Jahren war Dedekind, im nachsten Jahrzehnt Mittag-Leffler sein 
wichtigster wissenschaftlicher Gesprachspartner. Daneben fand er Interesse 
bei einigen philosophisch interessierten katholischen Theologen 193) schlieB­
lich auch bei jiingeren Mathematikern wie dem Gymnasiallehrer Goldscheider 
in Berlin. 

Fast immer aber wohnten seine Partner nicht in Halle, und so war er auf die 
Korrespondenz angewiesen. Cantor war ein eifriger Briefschreiber, der oft­
mals, wenn ihn ein Problem besonders bewegte, einen zweiten Brief ab­
schickte, bevor sein Partner iiberhaupt antworten konnte. Man mulS die Ge­
duld bewundern, mit der er immer wieder versuchte, die Grundziige seiner 
Theorien in einem Brief unterzubringen. Wir haben z. B. einen Iangen Brief 
von Cantor an Goldscheider, in dem er die Anfangsgriinde der Mengenlehre 
mit vielen Beispielen auseinandersetzte 194). 

Was bei einer elementaren Einfiihrung gerade noch gelingen kann, wird un­
moglich bei dem Bericht iiber tieferliegende Ergebnisse. Cantor hat oft ver­
sucht (unter Anpassung an die mathematische Vorbildung seines Partners), 
in Briefen auch iiber seine Theorie der Zahlenklassen zu informieren. Da lieB 
es sich natiirlich gar nicht vermeiden, daB er einzelne Schliisse nur sehr 
summarisch beschrieb: ,Ich zeige dann, ... " 

Es ware viel einfacher gewesen, wenn er Separate seiner Arbeiten mit­
geschickt oder (wenn die nicht hinreichten) auf seine ausfiihrlichen Publika­
tionen in den Fachblattern hingewiesen hatte. Aber man spiirt beim Lesen 
seiner Briefe, wie es iiber ihn kam: Er mulSte berichten, darstellen, iiber­
zeugen. Und so gab er z. B. in seinem zweiten Brief an Kronecker (Brief 

193) Briefe an Kardinal Franzelin sind im Auszug in seinen ,Werken" abgedruckt. 
Wir bringen im Anhang drei Schreiben an Pater I. l eiler. 

194) Dieser Brief ist vollstandig in den Denkweisen [B 6] abgedruckt (5. 83-90). 
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Nr. 7) einen naturgemaB sehr summarischen Bericht iiber die Theorie der 
Zahlenklassen, der einen so kritischen Mathematiker wie Kronecker kaum 
befriedigen konnte. 

Die Anerkennung Cantors kam spat, setzte aber doch noch zu seinen Leb­
zeiten ein. Mittag-Leffler und Poincare hatten Cantor in wichtigen Arbeiten 
iiber funktionentheoretische Fragen zitiert. Auf dem internationalen Kon­
greB in Zurich im Jahre 1897 hat dann Hurwitz die Bedeutung der mengen­
theoretischen Begriffsbildungen fiir die Funktionentheorie offentlich gewiir­
digt. SchoenfliefS, der damals Zeuge der spaten Anerkennung Cantors war, 
berichtet 24 Jahre spater von ,der glanzenden Genugtuung ... , die Cantor 
empfinden muBte", von dem leuchtenden Glanz seines vollen Auges". 

Ein anderer Mathematiker der jiingeren Generation, der damals von der 
Personlichkeit Cantors und von seinem mathematischen Werk fasziniert war, 
ist Gerhard Kowalewski. Bei den regelmaBigen Treffen der Leipziger und 
Hallenser Mathematiker 195) hatte er Gelegenheit, Cantor naher kennenzu­
lernen. Er war auch oft zu Gast in seinem Hfluse und erinnerte sich, 50 Jahre 
spater, noch an die Einzelheiten der Cantorschen Begriffe, Satze und Deduk­
tionen. Er ist davon so beeindruckt, daB er wesentliche Teile der Mengen­
lehre (mit Beweisen) in seine Biographie aufnimmt. 

Wir erfahren aus dieser Darstellung sogar Neues iiber die Begriffsbildungen 
Cantors zu Beginn des 20. J ahrhunderts. Ober die Definition der Machtigkeit 
schreibt Kowalewski (5. 202): 

Obrigens kann man diese Machtigkeit, was auch Cantors Gepflogenheit 
war, durch die niedrigste oder die Anfangszahl jener Zahlklasse repriisen­
tieren und iiberhaupt die Alephs mit diesen Anfangszahlen identifizieren, 
so daB 110 das w und 111 das 0 ware, wenn wir diese Bezeichnungen fiir die 
Anfangsglieder der zweiten und dritten Zahlklasse aus dem 5choenflieJ5-
schen Bericht iiber die Mengenlehre gebrauchen wollen. 

Diese Identifizierung der Kardinalzahl mit einer Ordnungszahl findet 
sich weder in Cantors Publikationen noch in den bisher veroffentlichten 
Briefen 196). Wohl aber begegnen wir ihr wieder in einer modernen axioma­
tischen Darstellung der Mengenlehre, der von Abian 197). Wir erfahren also 
aus dieser Biographie, daB auch Cantor selbst schon diese Definition be­
nutzte. 

195) Vgl. dazu 5. 110. 
196) In dem Brief an Dedekind vom 28. Juli 1899 ([W] 5. 443 ff.) wird noch Mo als 

die w0 ,zukommende" Kardinalzahl bezeichnet: 

Mo= Wo· 

197) Vgl. dazu Kap. XIII und XIV! 
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Kowalewski schatzte den Begriinder der Mengenlehre als einen ,Mann von 
iiberragender Bedeutung" und als einen Menschen , von ganz seltenen 
Charaktereigenschaften". Es gefiel ihm besonders, daB Cantor ,sich nicht 
scheute, kleine menschliche Schwachen, die auch ihm anhafteten, freimiitig 
zu bekennen". 

Dazu erziihlt er, wie Cantor die Verleihung der Sylvester-Medaille durch die 
Royal Society in London aufnahm. Es war damals die Zeit der Burenkriege, 
und Cantor stand - wie wohl die meisten Deutschen jener T age - ganz auf 
Seiten der Buren. Er sprach nur mit Abscheu von den Engliindern. Aber als 
man ihm zu dieser Medaille gratulierte, sagte er mit verlegenem Lacheln: 
,,Ja, meine Herren, mir ist im Zusammenhang mit dieser Ehrung etwas 
Merkwiirdiges passiert: Ich fiihlte, daB ich die Englander nicht mehr so 
hassen kann wie friiher. So sind wir Menschen." 

Kowalewski sagt dazu lDB) : 

Mir imponierte dieses Bekenntnis ganz auBerordentlich. In der Art, wie 
Cantor es herausbrachte, lag so unendlich viel. Ich habe immer wieder 
daran denken miissen. Wie schi:in ware es, wenn aile sich dieser bescheide­
nen Aufrichtigkeit befleiBigen mi:ichten! 

198) [B 4] 5. 107. 
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X. Antinomien 

1. Die heiden Cantorsc:hen Antinomien 

Wir haben im Kapitel VII Satze iiber Ordnungszahlen und iiber Mengen 
von Ordnungszahlen bewiesen. U. a. haben wir die Menge aller Ordnungs­
zahlen von der Machtigkeit No untersucht. Es liegt nahe, auch einmal die 
Menge W aller Ordnungszahlen uberhaupt zu betrachten. W ist (wie jede 
Menge von Ordnungszahlen) wohlgeordnet und hat eine Ordnungszahl !X: 
W=!X. 

Nach Satz VII 7 ist IX groJ3er als alle Elemente von W, also groJ3er als alle 
Ordnungszahlen iiberhaupt. Das ist aber ein Widerspruch, da ja !X selbst 
eine Ordnungszahl ist und zur Menge W aller Ordnungszahlen gehoren 
miiBte. 

Wir konnen dieses argerliche Ergebnis auch so formulieren: Unsere Anti­
nomie behauptet, daB eine Aussage (!X E W) und gleichzeitig die Negation 
dieser Aussage gel ten soll: 

~XEW, 1(aEW). (1) 

Wir wollen die Antinomie (1) die erste Cantorsche Antinomie nennen. 
Cantor hatte sie im Jahre 1895 entdeckt und 1896 in einem Brief Hilbert 
mitgeteilt. Unabhangig davon ist Burali-Forti auf diesen Widerspruch ge­
stoJ3en und hat ihn 1897 veroffentlicht 199). Die Antinomie (1) heiBt deshalb 
auch die Burali-Fortische Antinomie. 

Auch aus den Satzen iiber die Machtigkeiten kann man eine ahnliche Anti­
nomie deduzieren. Cantor hat iiber sie ([W] 5. 448) am 31. August 1899 in 
einem Brief an Dedekind berichtet. 

Es sei G die Menge aller Mengen. Jede Menge M mit einer beliebigen 
Machtigkeit a ist also in c/ als Element enthalten: M E c/ . Denken wir 
uns nun zu jeder Kardinalzahl a einen ,Reprasentanten" Mil ausgewahlt 
und betrachten wir die Vereinigungsmenge 

(2) 

109) Rendic. Palermo 11, S. 154-194. 
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Z selhst muB auch eine Machtigkeit hahen, etwa a0• Nun ist nach 5. 85 stets 
a0' = 211o > a0• Dahei ist a0' = 211o die Machtigkeit der Menge aller Teil­
mengen einer Menge M von der Machtigkeit a&· Da in (2) iiher aile Machtig­
keiten summiert wird, muB auch ein Reprasentant Ma: in dieser Vereini­
gungsmenge vorkommen. MO:, ist also eine Teilmenge vonZ, und wir 
hahen deshalh a0' $ a0• Die heiden Aussagen 

a0' > a0, a&' $ a0 (3) 
hilden wieder eine Antinomie, die 2. Cantorsche Antinomie. 

Wir hahen hier fiir die , Vielheiten" c/ und Z ganz unheschwert den 
Namen ,Menge" gehraucht. Nach der allgemeinen Definition der 
,Menge" 200) ist das ja auch herechtigt. Jetzt aher, wo sich herausstellt, daB 

iiher c/ und q- in sich widerspruchsvolle Aussagen moglich sind, miissen 
wir die Mengenhildung offenhar auf irgendeine Weise einschranken. Cantor 
machte das so ([W] 5. 443): Er spricht von ,Vielheiten" (oder ,Systemen", 
,Inhegriffen") und unterscheidet konsistente und inkonsistente Vielheiten. 

Eine Vielheit kann namlich so beschaffen sein, dag die Annahme eines ,Zu­
sammenseins" aller ihrer Elemente auf einen Widerspruch fiihrt, so dag es 
unmoglich ist, die Vielheit als eine Einheit, als ,ein fertiges Ding" aufzu­
fassen. Solche Vielheiten nenne ich absolut unendliche oder inkonsistente 
Vielheiten. 

Diese inkonsistenten Vielheiten sollen nicht mehr als Mengen hezeichnet 
werden. Mengen: Das sind die konsistenten Vielheiten. 
Obrigens hat Cantor den Begriff des Absolut-Unendlichen schon friiher ein­
gefiihrt. In den Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten unterscheidet 
er 201) das ,nur in Deo realisierte Ahsolut-Unendlich" und das Transfinite, 
das allein Gegenstand seiner Theorie sein soli. Es scheint, daB sich fur ihn 
die heiden an verschiedenen Stellen eingefiihrten Begriffe ,Ahsolut-Unend­
lich" nicht decken. Es sieht weiter so aus, als oh er das Auftreten der Anti­
nomien nicht sehr tragisch genommen hat. Er versucht jedenfalls noch Aus­
sagen zu machen iiher die in sich widerspruchsvollen ,inkonsistenten" 
Systeme. Auf einer Seite eines Briefbuches findet sich eine (offenbar an 
keiner Stelle veroffentlichte) Notiz: 

Bis uns das Gegenteil bewiesen wird, halten wir folgenden Satz fiir richtig: 
Satz: Die inconsistenten Vielheiten sind aile aequivalent, so dag es aus­
geschlossen ist, sie als Grundlage fiir eine Zahlbildung zu benutzen; der 
Grund hierfiir diirfte in der ihnen wesentlich zukommenden Zersplitterung 
zu suchen sein. 

200) v gl. 5. 70. 
2o1) [W] 5. 378; vgl. auch 5. 111. 
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Hier konnen wir Cantor nicht folgen. Man soli das Auftreten von Anti­
nomien nicht auf die leichte Schulter nehmen. Man kann mit den Mitteln 
der mathematischen Logik heute leicht folgendes zeigen: LiifSt man in einem 
Axiomensystem einen Satz A und die Negation non A (im Zeichen: -,A) zu, 
so ist jede beliebige Aussage B beweisbar 202). Dann wird also jede Aussage 
unsinnig, und man tut gut, auf jede Aussage uber ,inkonsistente Viel­
heiten" zu verzichten. 

Es scheint, dag nach Veroffentlichung der ersten Antinomie durch Burali­
Forti die Mathematiker diese ,Panne" nicht sehr ernst nahmen. Man hoffte, 
durch eine Variation der Definitionen und der Beweisfiihrung solche arger­
lichen Konsequenzen ausschliegen zu konnen. Erst die Russellsche Anti­
nomie hat die Mathematiker und die Philosophen aufgescheucht. 

Bevor wir daruber berichten, wollen wir uns uber die hier benutzte Termine­
logie einigen. Gelegentlich braucht man in der mathematischen Literatur die 
Begriffe Antinomie und Paradoxie synonym. Wir meinen: Das ist nicht 
zweckmagig. Man beraubt sich damit wichtiger Aussagemoglichkeiten. 

Man bezeichnet doch auch solche Satze als ,paradox", die gar nicht in sich 
widerspruchsvoll sind, sondern nur dem Anfanger ( der unzulassig ver­
allgemeinert) falsch zu sein scheinen. Ein Musterbeispiel fiir eine Paradoxie 
(in diesem Sinne) ist der Satz uber die eineindeutige Zuordnung der natiir­
lichen Zahlen zu den geraden Zahlen: 

1 2 3 4 5 6 ... 

t t t t t t (4) 
2 4 6 8 10 12 ... 

Durch die Zuordnung (4) kann man die Menge N der naturlichen Zahlen auf 
eine echte Teilmenge (die Menge der geraden Zahlen) abbilden. Diese Zu­
ordnung (4) he~t die Galileische Paradoxie. Was ist an dieser Abbildung 
,paradox"? Fur den, der nur mit endlichen Mengen umgegangen ist, er­
scheint es ,unglaubwurdig", dag man eine Menge auf einen echten Teil 
dieser Menge abbilden kann. Fur den, der sich mit den Anfangsgrunden der 
Mengenlehre befagt hat, ist es eine Trivialitat, und er mag sich wundern 
uber die Bezeichnung ,Paradoxie". 

Irgendwo sind wir aber aile ,Anfanger", und so gibt es gerade in der 
Mengenlehre Satze, richtige Satze, die falsch zu sein scheinen, wenn man un­
zuliissig verallgemeinert. Im Kap. XI 4 wird eine Paradoxie behandelt wer­
den, die auch manchen geschulten Mathematikern schwer eingeht. 

2o2) Vgl. dazu Meschkowski [C 31], 5. 64 ff. 

146 



Wir wollen also die Bezeichnung Paradoxie benutzen fur richtige Satze, die 
dem Anfanger falsch zu sein scheinen. Die A us sage: Satz A ist paradox ist 
also eine psychologische, keine mathematische Feststellung. Dagegen be­
hauptet eine Antinomie die Giiltigkeit eines Satzes A und die der Negation 
non A. Paradoxien sind bedeutsam fur die Bildung des Menschen durch die 
Beschaftigung mit der Mathematik 203), Antinomien bringen Unheil: Wenn 
man These und Anti these gel ten laBt, hort jedes verniinftige SchlieBen auf. 

Die von Cantor angegebenen Schliisse fiihren auf echte Antinomien, ebenso 
die Russellsche Deduktion. 

2. Die Antinomien von Russell und Shen Yuting 

Es gibt Mengen, die sich selbst als Element enthalten, z. B. die Menge aller 
abstrakten Begriffe oder die Menge aller Mengen. Die Mengen aber, mit 
denen es der Mathematiker gewohnlich zu tun hat, haben diese Eigenart 
nicht. Eine Menge von Punkten (Zahlen) ist etwas anderes als ein Punkt 
(eine Zahl), und so gehoren alle diese Mengen zur Russelschen Menge a : 
Das ist die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten. 

Nehmen wir nun an, daB a sich selbst als Element enthalte: 

(5) 

a ist nach Definition aber gerade die Menge der Mengen, die sich nicht 
selbst als Element enthalten. A us (5) folgt deshalb 

(6) 

Da (5) zu (6) im Widerspruch steht, ist die Annahme (5) falsch. Nehmen 
wir also an, (6) sei richtig. Da a nach Definition aile die Mengen umfassen 
soli, die sich nicht selbst als Element enthalten, muB a dazu gehoren: A us 
( 6) folgt (5). 

Es gibt mancherlei scherzhafte Einkleidungen der Russellschen Antinomie, 
die wir hier nicht darstellen wollen 204). Aber tiber eine neue, erst in jiingster 
Zeit gefundene mengentheoretische Antinomie wollen wir berichten. 

203) Weiteres zum Thema Paradoxie und Antinomie findet m.m im Kapitel III 
meiner Schrift Mathematik als Bildungsgrundlage [C 32]. 

204) Man findet sie z. B. in Meschkowski: Wandlungen des mathematischen Den­
kens [C 31]. 
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Shen Yuting 205) nennt eine Menge M grundlos (,ungrounded"), wenn es 
eine Folge(nicht notwendig verschiedener) Mengen A1, A2, A3 ••• gibt, fiir die 

... E A 3 E A 2 E A1 EM 

gilt. Jede andere Menge heiJSt eine Grundmenge C,grounded"). Eine Menge, 
die sich selbst als Element enthalt, ist gewiJS grundlos, denn wir haben ja 
... E M E M E M E M. Es sei nun t:} die Menge aller Grundmengen. 

Wir fragen: Ist t:} grundlos? Nehmen wir an, das sei der Fall. Dann gibt es 
also eine Folge von Mengen A, mit der Eigenschaft 

•.. E A3 E A 2 E A1 E t:j. 

Nach dieser Darstellung ist aber auch A1 eine grundlose Menge. Sie ist in 
t:j als Element enthalten. Das ist aber ein Widerspruch, da t:} genau aile 
Grundmengen umfassen sollte. Also ist t:} eine Grundmenge. Nach Defi­
nition ist t:} aber die Menge aller Grundmengen. Sie muJS also auch sich 
selbst als Element enthalten: t:} E t:}. Dann haben wir aber 

und damit ist gezeigt, daJS t:} doch grundlos ist. 

3.Auswege 

Seit der Veroffentlichung Russells im Jahre 1903 ist viel iiber Antinomien 
der Mengenlehre von Mathematikern und Philosophen geschrieben wor­
den 206). 

Cantor selbst hat zu diesem Thema nichts mehr veroffentlicht, aber wir 
wissen aus seinem Briefwechsel z. B. mit Jourdain, da15 er sich ernstlich mit 
dem Antinomienproblem beschaftigte. Man versuchte, die ,inkonsistenten" 
Mengen zu erkennen und zu charakterisieren, wohl in der Meinung, daJS 
man getrost wie bisher argumentieren konne, wenn man nur jene Mengen 
ausschlieJSe, die zu Antinomien AnlaJS geben. Jourdain wollte (vgl. Brief­
anhang Nr. 19) die zur Menge aller Ordnungszahlen aquivalenten Mengen 
als ,inkonsistent" etikettieren. 

205) The Journal of math. Logic, 18, Nr. 2, 1953. 

208) Ausfiihrliche Literaturhinweise zum Antinomienproblem findet man bei 
Fraenkel-Bar-Hillel [C 16]. 
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Aber ist damit das Problem gelost? Wer sagt uns, da!S es nicht noch ganz 
andersartige in sich widerspruchsvolle Begriffsbildungen geben kann? 

SchoenfliefS versuchte, das Problem allgemeiner anzupacken. Er argumen­
tierte 207) so: 

Nach dem Satz vom Widerspruch ist von den beiden Satzen 

(A) Dern Begriff m lcornrnt die Eigenschaft '!3 zu 

(B) Dern Be griff m kornrnt die Eigenschaft '!3 nicht zu 

stets genau einer richtig. Der Satz (B) gilt als bewiesen, wenn die An­
nahme (A) auf einen Widerspruch fuhrt. Das ist das Prinzip des indirekten 
Beweises. 

Was aber, wenn beide Satze, (A) und (B), auf Widerspriiche fuhren? Dann 
ist nur der Schlu!S moglich, da!S der Begriff m in sich widerspruchsvoll ist. Da 
man sich in der Mathematik normalerweise nicht mit solchen Begriffen be­
fa!St, kommen solche Antinomien nicht vor. Sie sind aber denkbar, und man 
mu!Ste beim Auftreten einer Antinomie den Schlu!S ziehen, da!S der Begriff m 
inkonsistent (in sich widerspruchsvoll) ist. Da!S solche Begriffsbildungen aus­
geschlossen sind, liegt fur die Mengenlehre schon in der Cantorschen Forde­
rung 208) begrundet, da!S die Mengen ,wohldefiniert" sein sollen. In sich 
widerspruchsvolle Begriffe sind eben nicht , wohldefiniert". 

Urn die Oberlegungen von SchoenfliefS zu verdeutlichen und urn der schwer 
attackierten Mengenlehre zu Hilfe zu kommen, wollen wir in einer klassi­
schen Disziplin der Mathematik eine Antinomie aufbauen. 

Man nennt bekanntlich 209) ein schlichtartiges Polyeder ~ regular, wenn in 
jeder Ecke gleich viel Kanten zusammensto!Sen und die Polygone (auch 
,Flachen" genannt) von ~ gleich viel Ecken haben. Es wird nicht gefordert, 
da!S die Seiten und Winkel gleich seien. Ein Beispiel fiir ein regulares Poly­
eder ist das in Abb. 10 dargestellte Hexaeder (Sechsflach). Nach dem Euler­
schen Polyedersatz gilt fur alle schlichtartigen Polyeder 

e- k+f=2. (7) 

207) Die logischen Paradoxien der Mengenlehre. Jahresber. DMV XV, 1906, 
5.19-25. 

20s) Vgl. die Definition auf 5. 70. 

20g) Die hier benutzten Definitionen und Lehrsiitze findet man in Meschkowski: 
Grundlagen der euklidischen Geometrie, BI-Taschenbuch, Mannheim 1966. 
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Dabei sind e, k und f die Anzahlen der Ecken, Kanten und Flachen des Poly­
eders. Fiir reguliire Polyeder gibt es natiirliche Zahlen cp und e, die die Be­
ziehungen 

f. qJ = 2 k, 

e·e=2k 

(8) 

(8') 

erfiillen. Dabei ist cp die Zahl der Kanten, die zu einer Flache des Polyeders 
gehoren, e entsprechend die Zahl der Kanten, die in einer Ecke zusammen­
stoBen. Fiir das Hexaeder z. B. ist cp = 4, 13 = 3. Die Beziehungen (8) und (8') 
driicken aus, daf5 jede Kante zu zwei Flachen bzw. zu zwei Ecken gehort. 
f • cp bzw. e · 13 ist daher gerade die doppelte Kantenzahl. 

Wir wollen nun fiir das reguliire Funfflach den folgenden Satz beweisen: 

(A) Fur das reguliire Fiinfflach ist k = 9. 

A us (7) folgt namlich im Faile f = 5: 

k = e + 3. (9) 

Setzen wir (9) in (8') ein, so folgt: 

6 
e= --. (10) 

e-2 

Da e und 13 natiirliche Zahlen ~ 3 sind, kommen nur die heiden Losungen 
von (10) in Betracht: 

1. s = 4, e = 3, 

2. s = 3, e = 6. 

Der Fall1. scheidet aus, da es ein Fiinfflach mit 3 Ecken nicht gibt. Es bleibt 
also (wegen (9)): 

s = 3, e = 6, k = 9. 

Damit ist (A) bewiesen. 
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Wir beweisen jetzt: (B) Fur das reguliire Funfflach ist k =F 9. 

Setzt man namlich k = 9 in (8) ein, so folgt 5 · q; = 18. 
Das ist aber unmoglich, da ja q; eine ganze Zahl ist. Damit haben wir die 
heiden sich widersprechenden Aussagen (A) und (B) bewiesen. 
Jeder, der die elementare Theorie der Polyeder kennt, kann einwenden, daB 
das ein fauler Trick sei: Es gibt ja gar kein reguliires Flinfflach. Aus (7), (8) 
und (8') kann man beweisen, daB nur die flinf Platonischen Korper 
Tetraeder, Hexaeder, Oktaeder, Dodekaeder, Ikosaeder 

regular sind; andere gibt es nicht. Der Begriff "regulares Flinfflach" ist in 
sich widerspruchsvoll. 
Gerade darauf kommt es uns an. Mit in sich widerspruchsvollen Begriffen 
kann man Antinomien herzaubern. Es gibt Falle, in denen die Inkonsistenz 
eines Begriffes sofort ersichtlich ist (in unserem Beispiel flir jeden, der tiber 
die Grundlagen der Geometrie gut Bescheid weiB); in anderen Fallen (z. B. 
im Neuland der Mengenlehre) ist die Inkonsistenz eines Begriffes nicht sofort 
zu erkennen. Sie erweist sich durch das Auftreten von Antinomien. 
In der Geometrie konnen wir (z. B. mit Hilfe des Hilbertschen Systems) aus 
den Axiomen der Anordnung und Verknlipfung beweisen, daB es nur die 
oben genannten fiinf regularen Korper gibt. Man braucht also nicht auf das 
Auftreten von Antinomien zu warten, urn die Inkonsistenz des "regularen 
Flinfflachs" zu erkennen. 
Die Schwierigkeit fiir die Mengenlehre lag damals gerade darin, daB es noch 
kein axiomatisches Fundament fUr die neue Disziplin der Mathematik gab. 
Es wird jedenfalls deutlich, dafS die allzu allgemeine Definition des Begriffes 
Menge (vgl. S. 70) bedenklich ist. 
Soli man wirklich alle uObjekte der Anschauung oder des Denkens" als 
Mengen zulassen und dann spater, wenn sich Widerspriiche zeigen, einer 
Vielheit das Recht, "Menge" zu sein, aberkennen? Das ist doch kein fiir die 
Mathematik geeignetes Verfahren. 
Stellen wir zunachst einmal fest, welche (bisher als Mengen bezeichneten) 
Vielheiten die uhlirgerlichen Ehrenrechte" in der Mathematik verlieren 
mlissen. Aus den heiden Cantorschen und der Russellschen Antinomie folgt, 
dafS die folgenden Mengen inkonsistent sind: 

1. Die Menge aller Mengen (M1), 

2. die Menge aller Ordnungszahlen (M2), 

3. die Menge aller Kardinalzahlen (M3), 

4. die Russellsche Menge (a), 
5. die Menge t} aller Grundmengen. 
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Wie steht es nun mit den folgenden Mengen: 

6. die Menge aller zu einer gegebenen unendlichen Menge M aquiva­
lenten Mengen (M4), 

7. die Menge aller Ordnungszahlen von Mengen der Machtigkeit N0 

(Ms)? 

Man kann Ieicht zeigen, daJS auch die unter 6. genannte Menge M4 inkonsi­
stent ist. Man kann namlich eine Teilmenge dieser Menge der inkonsistenten 
Menge aller Mengen M1 zuordnen. Dazu bilde man die Vereinigungsmenge 

Mm*=Mv{m}. (11) 

Dabei soli m aile Elemente von M1 (also aile Mengen iiberhaupt) durch­
laufen. 1st M eine unendliche Menge von der Machtigkeit a, so ist auch M:, 
eine Menge mit der Machtigkeit a, da wir ja nur ein Element m hinzu­
gefiigt haben. Durch (11) ist aber eine eineindeutige Abbildung zwischen 
{ M:, } m E M, C M4 und M1 hergestellt. 

Wenn die "Menge aller Mengen" kein Heimatrecht in der Mathematik hat, 
dann muJS man es auch jeder "Menge aller zu einer Menge M aquivalenten 
Mengen" versagen. Dieses Beispiel macht klar, daJS man unter Umstanden 
auch auf solche ,Mengen" verzichten muJS, denen man die Inkonsistenz nicht 
sofort ansieht. 

Die unter 7. genannte Menge (die Menge der Zahlen der zweiten Zahl­
klasse) spielt in der Cantorschen Theorie eine groJSe Rolle. Bisher hat das 
Arbeiten mit dieser Menge nie zu einem Widerspruch gefiihrt. Aber woher 
wissen wir, daJS das auch in aller Zukunft nicht geschehen kann? 

Cantor selbst sagt dazu 210) : 

... Ware es nicht denkbar, daB schon diese 211) Vielheiten "inkonsistent" 
seien, und dass der Widerspruch der Annahme eines ,Zusammenseins aller 
ihrer Elemente" sich nur noch nicht bemerkbar gemacht hatte? Meine Ant­
wort ist, dass diese Frage auf endliche Vielheiten ebenfalls auszudehnen ist 
und dass eine genaue Erwagung zu dem Resultat fiihrt: sogar fiir endliche 
Vielheiten ist ein ,Beweis" fiir ihre ,Konsistenz" nicht zu fiihren. Mit 
anderen Worten: Die Tatsache der ,Konsistenz" endlicher Vielheiten ist 
eine einfache, unbeweisbare Wahrheit, es ist ,Das Axiom der Arithmetik" 
(im alten Sinne des Wortes). Und ebenso ist die ,Konsistenz" der Viel­
heiten, denen ich die Alephs als Kardinalzahlen zuspreche ,das Axiom der 
erweiterten transfiniten Arithmetik". 

210) In einem Brief an Dedekind vom 28. August 1899, [W] 5. 447. 
211) Gemeint sind die Cantorschen Alephs. 
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Cantor hat mit diesem Briefabschnitt Dberlegungen vorweggenommen, die 
die Mathematiker im 20. Jahrhundert noch intensiv beschaftigen sollten. 
Wenn nun einmal durch die Entdeckung der Antinomien die Frage der 
Widerspruchsfreiheit gestellt wird, kann sie fiir alle Teile der Mathematik 
gestellt werden. Cantor wehrt sich mit einigem Recht dagegen, daB seine 
junge Theorie mit mehr MiBtrauen behandelt wird als die klassischen 
Disziplinen der Mathematik. 

Immerhin erscheint der Aufbau eines Axiomensystems fiir die Mengenlehre 
angebracht. Die Schwierigkeit ist dabei folgende: Man muB auf irgendeine 
Weise festlegen, welche Mengen Gegenstand der Theorie sein sollen. Man 
darf den Rahmen nicht zu eng wahlen: sonst ist die Theorie nicht leistungs­
fahig. Man darf aber auch nicht zu groBziigig sein; sonst hat man doch 
wieder "inkonsistente" Mengen dabei. 

Wir werden iiber die Axiomatisierung der Mengenlehre (die nicht mehr 
durch Cantor selbst erfolgte) noch zu berichten haben 212). An dieser Stelle 
mag der Hinweis geniigen, daB die Entdeckung der Antinomien in der 
Mengenlehre zu intensivem Arbeiten an den Grundlagenfragen gefiihrt hat. 

Es war vor allem David Hilbert, der Vorschlage fiir eine Metamathematik, 
eine Theorie des mathematischen SchlieBens, gemacht hat. Er will die Mathe­
matik so weit formalisieren, daB Beweise fur die Widerspruchsfreiheit eines 
Axiomensystems moglich werden. Wie ein solcher Beweis gefiihrt werden 
kann, hater (u. a.) fur die Aussagenlogik an einem System von 5 Axiomen 
gezeigt. 

Auch die Mengenlehre will er in dieser Weise gesichert sehen. In seinem 
Aufsatz "Dber das Unendliche" 213) sagt er dartiber: 

Fruchtbaren Begriffsbildungen und SchluBweisen wollen wir, wo immer nur 
die geringste Aussicht sich bietet, sorgfaltig nachgehen und sie pflegen, 
stiitzen und gebrauchsfahig machen. Aus dem Paradies, das Cantor uns 
geschaffen, soli uns niemand vertreiben konnen. 

Zwei Jahre spater sagt er tiber die Einftihrung neuer, 11idealer Elemente" in 
der Mathematik: 

Freilich eine Bedingung, eine einzige, aber auch unerlaBliche, ist stets an die 
Anwendung idealer Elemente gekniipft; diese ist der Nachweis der Wider­
spruchsfreiheit. 

Die Mathematiker des 20. J ahrhunderts, die sich a us dem Cantorschen Para­
dies nach dem Wort von Hilbert nicht vertreiben lassen wollen, muBten also 

112) Siehe Kap. XIII! 
us) Math. Ann. 95,1926, 5. 161-190. 

153 



ihre SeBhaftigkeit durch eine axiomatische Fundierung der Mengenlehre 
rechtfertigen. Wir werden noch dartiber berichten, wie das geschehen ist. 

An dieser Stelle wird aber schon deutlich, daB gerade durch die genialen 
Forschungen Cantors ein Grundzug seiner eigenen Weltsicht in Frage gestellt 
wurde: der Einbau der Mathematik in ein metaphysisches System, die Mog­
lichkeit ,gemischter, mathematisch-metaphysischer Beweisfiihrung 215). 

In der modernen Mathematik geht es (nach einem Wort von Hilbert 216)) 

nicht urn Wahrheit, sondern urn Sicherheit, urn die Sicherheit namlich, daB in 
einer mathematischen Theorie niemals die Aussage A und ihre Negation 
non A abgeleitet werden konnen. Ftir diese Sicherheit ist der moderne Mathe­
matiker bereit, einen hohen Preis zu zahlen: Er verzichtet (wie Reiderneister 
sagt) auf den ,Glanz des Seins", der deutlich tiber dem Denken Platons und 
seiner Nachfahren lag. Auch bei Cantor geht es immer wieder urn das 
,Seiende", urn Hilfsdienste ftir eine als Ontologie verstandene Metaphysik, 
die womoglich noch Hilfswissenschaft einer Theologie sein kann 217). 

Diese Wandlung des Denkens ist nicht das Ergebnis einer nihilistischen 
Laune. Sie ist ein Ergebnis konsequenter intellektueller Redlichkeit. Sie ist 
fundiert in den Ergebnissen der modernen Grundlagenforschung in Mathe­
matik und Physik. Damit ist nicht gesagt, daB jede metaphysische Frage­
stellung a priori sinnlos sei 218). Probleme dieser Art konnen aber jedenfalls 
nicht mit den Methoden der exakten Forschung gelOst werden, auch nicht mit 
,gemischt mathematisch-metaphysischen" Beweisftihrungen. 

Wir konnen an dieser Stelle keine ausftihrliche Eroterung tiber die Grund­
lagenforschung des 20. Jahrhunderts unterbringen 219). SchlieBen wir mit 
einem bemerkenswerten Gesprach zwischen Gerhard Kowalewski und Georg 
Cantor. Wir erinnern uns: Nach dem Bericht von Kowalewski waren ftir 
Cantor die aufsteigenden Kardinalzahlen ,etwas Heiliges, gewissermaBen 
die Stufen, die zum Throne der Unendlichkeit emporftihren". A.hnliches HiBt 
sich dann wohl auch tiber die Ordnungszahlen sagen. J etzt aber tritt hier 
eine (die erste Cantorsche) Antinomie auf. 

214) Ober das Unendliche, Ges. Abh. Bd. 3, Berlin 1935. 

215) Vgl. den Brief von Cantor an P. Esser in [B 7] und den Brief Nr. 14 im Anhang. 

216) In der unter 214) genannten Arbeit. 

217) Vgl. dazu S. 111 f. 
218) Man lese dazu Stegmiiller: Meta physik, Wissenschaft, Skepsis. Frankfurt­

Wien 1954. 
211) Naheres findet man z. B. bei Kleene [C 24]. Eine erste Einfiihrung gibt [C 31]. 
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Da erinnerte ihn Kowalewski 22o) 

an eine Stelle aus den Reden Salomons bei der Einweihung des Tempels 
(2. Chronik 6, Vers 18, und 1. Kon. 8, Vers 27): ,Denn sollte in Wahrheit 
Gott bei den Menschen auf Erden wohnen 7 Siehe der Himmel und aller 
Himmel Himmel konnen dich nicht fassen." ,Aller Himmel Himmel" - er­
innert das nicht stark an ,aller Mengen Menge"? Was Salomo sagt, lautet, 
ins Mathematische iibersetzt: Gott, das hochste Unendliche, kann iiber­
haupt nicht erfaBt werden, weder durch eine Menge noch durch die Menge 
aller Mengen. 

Kowalewski berichtet, daB ,Cantor solche religiosen Gedanken sehr liebte". 
Wir erfahren aber leider nicht, was er geantwortet hat. Wenn Cantor ,solche 
Gedanken liebte", hatte er sich vielleicht auch mit der Tatsache abfinden 
konnen, daB der Briickenschlag von der Mathematik zur Metaphysik, daB 
auch eine rationale Fundierung religioser Aussagen nicht gelingen kann. 
Kowalewski hat dem Auftauchen der Antinomien eine religiose Deutung ge­
geben, die iibrigens gut zu der frommen Resignation von Cantors Vater 
paJSte 221). Wir haben aber keinerlei Zeugnisse dafiir, daJS Georg Cantor 
selbst und aus sich heraus ahnliche Einsichten vertrat. Es scheint, daB er his 
in seine spa ten Jahre an jedem ,Quentchen Metaphysik" festhielt. 

220) [B 4], S. 120. 
221) Vgl. dazu das Zit at auf S. 142! 
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XI. Der Wohlordnungssatz 

1. Das Auswahlaxiom 

Es gibt nur wenige Begriffe und grundlegende Satze der Mengenlehre, die 
nicht auf Georg Cantor selbst zuriickgehen. Der Cantor-Bernsteinsche Satz 
(5. 74) ist zuerst von Cantor ausgesprochen, doch von Bernstein bewiesen 
worden . .Ahnlich steht es mit der Aussage, daB mit den Cantorschen Alephs 
alle Machtigkeiten von Mengen erfaBt sind. Cantor hat das mehrfach be­
hauptet; er glaubte schon, einen Beweis zu haben (vgl. S. 140), muBte aber 
dann doch einsehen, daB er sich geirrt hatte. 

Der Beweis der fiir Cantor so wichtigen These gelang erst {im Jahre 1904) 
Ernst Zermelo, der spater auch die erste Axiomatisierung der Mengenlehre 
versuchte. 

Er legte seinem Beweis das Auswahlaxiom zugrunde, das wir in seiner ein­
fachsten Faspung so formulieren konnen: 

Zu jedem Mengensystem ID1 = {M}, das nur nichtleere paarweise 
disjunkte Mengen M enthiilt, existiert eine Auswahlmenge A, die von 
jedem M E ID1 genau ein Element m E M enthiilt. 

Das Axiom erscheint einleuchtend: Denkt man sich als ,Mengensystem" die 
Mengen der wahlberechtigten Menschen eines Wahlkreises, so kann man 
doch aus jedem ,Wahlkreis" einen ,Reprasentanten" ins ,Parlament", d. h. 
in die ,Auswahlmenge" A schicken. Aber das Zermelosche Axiom bezieht 
sich nicht nur auf endliche Mengen. Es behauptet die Existenz einer ,Aus­
wahlmenge" fiir beliebige Systeme von (disjunkten, nichtleeren) Mengen. 
Es wird nicht gesagt, daB es in jedem Fall moglich sein wird, eine solche Aus­
wahl effektiv zu vollziehen. Das Axiom behauptet nur, daB eine solche 
Menge existiert. Wer in der Mathematik reine Existenzaussagen ablehnt und 
nur ,konstruktive" Aussagen zulassen will, diirfte gegen das Zermelosche 
Axiom Einwendungen erheben. Wir werden auf diese Bedenken noch zuriick­
kommen (Kap. XV), wollen zunachst aber die Deduktionen Zermelos dar­
stellen. 
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Bemerken wir zuerst, daB man dem Axiom noch eine andere Fassung geben 
kann: 

sm = {M} sei eine Menge von nichtleeren Mengen. Dann gibt es eine 
Funktion F, die jeder Menge M aus sm ein bestimmtes Element aM der 
Menge U M so zuordnet, dafS fiir jedes M E illl gilt 

METl 
F (M) =aM EM. 

Entscheidend ist bei dieser neuen Fassung, daB nicht mehr gefordert wird, 
dafS die Mengen des Systems sm disjunkt seien. Die heiden Fassungen des 
Auswahlaxioms sind gleichwertig: 

IA11BlA21· 
DaB I A1 1 aus [A2l folgt, ist fast trivial. Die Menge der Bildwerte 

{aM}= {F (M)} ist ja die (in I A1 1 A genannte) Auswahlmenge, die gewiB 

auch dann existiert, wenn die Mengen von sm disjunkt sind. 

Aber auch die Umkehrung (I A1 1 ==?I A2 1) ist richtig. 

Urn das einzusehen, betrachten wir die Menge der Paare 

N (M) = {(M, a)}, a EM, M E sm. 
Zwei Paare (M1, a) und (M2, b) gelten dann und nur dann als gleich, wenn 

M 1 =M2, a= b 
ist. Wir wenden nun das Axiom I A1 I auf das Mengensystem 

9l = {N (M)}METl -

an. Die Mengen dieses Systems sind offenbar paarweise disjunkt. Sind nam­
lich die Mengen N (M1) und N (M2) verschieden, so sind M1 und M2 und cia­
mit auch aile Paare (M1, a) und (M2, b) verschieden (selbst wenn a= b 
ist!). 

Auf W konnen wir jetzt A1 anwenden und gewinnen damit eine Auswahl­
menge A, die diesmal eine Menge von Paaren ist. Aus jeder der Mengen 
N (M) wird dabei ein Paar ausgewahlt, das wir mit (M, aM) bezeichnen 
konnen: 

A= {(M, aM)}, M E sm. 
Oiese Menge ist aber die Funktion F, von der in \ A2 \ die Rede ist: 

F : M-+ aM, oder --

F (M) = aM, aM E M. 
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Das Zermelosche ,Auswahlaxiom" wird im Englischen auch als ,multiplicate 
axiom" bezeichnet. Urn diese Sprechweise verstandlich zu machen, wollen 
wir das schon in Kap. VI eingefiihrte kartesische Produkt in seiner allgemei­
nen Form definieren. 

Es seien T eine Menge und f: f (t) = Mt eine Funktion, die den Elementen 
t E T Mengen Mt eines Mengensystems IDl = {Mt}t E T zuordnet. Dann 
bedeutet 

Pilll= ll Mt 
t E T 

die Menge, deren Elemente aile moglichen Mengen (,Komplexe") sind, die 
genau ein Element aus jeder der Mengen M1 enthalten. Fur T = {1, 2} hat 
man dann wieder die Menge der Paare; im allgemeinen Fall schreibt man 
auch 

P IDl = Ma X Mb X Me X ... 

Ist eine der Mengen Mt leer, so ist natiirlich auch das kartesische Produkt 
gleich der leeren Menge. Nun kennt man ja aus der Algebra solche Ringe 
(von gewissen Restklassen z. B.), in denen ein Produkt gleich 0 ist, ohne dafS 
einer der Faktoren verschwindet. Der Ring der ganzen, der Ring der ratio­
nalen und der Ring der reellen Zahlen sind dagegen ,nullteilerfrei". Hier gilt 
der Satz: Ist ein Produkt gleich Null, so ist einer der Faktoren gleich Null. 

Fragen wir uns, wie es mit den kartesischen Produkten in der Mengenlehre 
steht. Ist es denkbar, dafS 

Pilll=¢ 

ist, ohne dafS eine der Mengen M1 die leere Menge ist? Das wiirde doch be­
deuten: Es gibt keine 11Komplexe", keine Mengen, die aus jeder der 
Mengen Mt genau ein Element enthalten. 

Das Zermelosche Axiom besagt, dafS das nicht moglich ist. Wir konnen es 
deshalb auch so formulieren: 

Das kartesische Produkt P IDl = ll Mt eines disjunkten Mengensystems IDl 
tET 

ist nur dann die leere Menge, wenn einer der Faktoren Mt die leere Menge 
ist. 

2. Anwendungen 

Es ist niitzlich, an dieser Stelle an den Unterschied zwischen der ,klassischen" 
und der ,formalistischen" Auffassung vom Wesen der Axiome zu erinnern. 
Der moderne Formalist setzt seine Axiome, und es wird nicht gefragt, woher 
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er sie hat. Es kommt nur darauf an, daf3 sie widerspruchsfrei sind und ge­
eignet, eine fur den einen oder anderen Zweck brauchbare Theorie aufzu­
bauen. 

Nach klassischer Konzeption waren die Axiome ,ewige" Wahrheiten, die 
das selbstverstandliche Fundament der logischen Schliisse des Mathematikers 
bildeten. Die Axiomatisierung einer Theorie (etwa der euklidischen Geo­
metrie) bedeutete dann, daf3 man sich die Grundlagen der Geometrie bewu{St 
machte und in ein paar Satzen zusammenfaf3te. 

Ahnlich waren die ersten Schritte zur Axiomatisierung der Mengenlehre. 
Cantor hatte keine Axiome. Zur Deduktion des wichtigen Wohlordnungs­
satzes schien es Zermelo richtig, die Grundlage seines Beweises durch ein 
Axiom festzulegen. Er hatte bei seiner ersten Veroffentlichung 1904 noch 
kein komplettes Axiomensystem; nur die Grundlage seines Beweises fur die 
Moglichkeit der Wohlordnung sollte bewuf3t gemacht werden. 

Urn spater die Einwande gegen das Zermelosche Axiom besser wurdigen zu 
konnen, wollen wir uns klarmachen, daf3 man in den iiblichen Beweisen der 
klassischen Analysis dieses Zermelosche Axiom schon !angst benutzt hatte, 
ohne es freilich als Grundlage des Schlief3ens ausdrucklich zu formulieren. 
Nehmen wir als Beispiel den Satz: h sei ein Haufungspunkt einer Menge M 
von reellen Zahlen. Dann kann man aus Meine Folge {mn} auswahlen, die 
gegen h konvergiert. 

Zum Beweis betrachtet man etwa die Folge Un} der Intervalle (h- ~~ h + ~) 
Da h Haufungspunkt von Mist, gibt es in jedem der Intervalle (mindestens) 
ein Element von M. Wir wahlen eine solche Folge {mn} aus; sie konvergiert 
gegen h. Die Auswahl erfolgt aus den Mengen der Durchschnitte Mn ln· 
Sie sind nicht disjunkt, aber nach I A2 1 gibt es eine ,Auswahlfunktion", die 

uns die gewunschte Folge liefert. Dieser Satz der Analysis ist eine reine 
,Existenzaussage". Wir haben ja kein konstruktives Verfahren, nach dem 
man in jedem Fall die Auswahl vollziehen konnte. 

Es ist nicht schwer, weitere Beweisfiihrungen in der klassischen Analysis 
zusammenzutragen, die - ohne daf3 man sich das in jedem Fall bewuf3t 
macht - das Auswahlaxiom benutzen. Unter diesen UmsUinden erscheint es 
durchaus angemessen, wenn diese Schluf3weise jetzt auch in der allgemeinen 
Mengenlehre angewandt wird. 
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3. Der Wohlordnungssatz 
Wir beweisen nun den wichtigen und umstrittenen 
Satz von Zermelo: Jede Menge kann wohlgeordnet werden. 

Dieser Satz ist eine Existenzaussage; es wird kein konstruktives Verfahren 
zur Herstellung der Wohlordnung angegeben. Deshalb soilte man zur Ver­
meidung von MiJSverstandnissen den Satz eher so formulieren: 

Zu jeder Menge M existiert eine wohlgeordnete Menge W, die dieselben 
Elemente hat wie M. 

Zum Beweis dieses Satzes bezeichnen wir mit! die Menge der nichtleeren 
Teilmengen M' von M (M' C M). 

Gewisse Teilmengen M' lassen sich wohlordnen, z. B. die endlichen Teil­
mengen. Es sei nun A eine nichtleere wohlgeordnete Teilmenge von M. 1st 
a E A, so soil Aa wieder (vgl. 5. 101) den durch a gegebenen Abschnitt von 

A bedeuten 222). Nach dem Axiom J A2 J gibt es eine Auswahlfunktion, die 

jeder Teilmenge M' C M eines ihrer Elemente zuordnet: m' = f (M'). Wir 
interessieren uns nun insbesondere fiir Teilmengen des Typs M- Aa. Dabei 
ist A irgendeine wohlgeordnete Teilmenge von M. Man beachte, daB a nicht 
zum Abschnitt Aa gehort, wohl aber zur KomplemenHirmenge M - A.,; es 
ist also stets a E M - Aa. 
Wir nennen nun eine wohlgeordnete Teilmenge A C M regular, wenn 

f (M - Aa) = a (1) 

gilt fiir aile a E A. Da a E M - A.. ist, kann es durchaus reguHire Teil­
mengen geben. 

Tatsachlich ist die aus dem einen Element m mit der Eigenschaft 223) 

m = f (M) gebildete Teilmenge A<1> = {m} regular. Fiir A<1> = {m} ist doch 
A~> die leere Menge, und wir haben tatsachlich die Bedingung (1) erfiiilt: 

f (M- A~>) = f (M- C/J) = f (M) = m. 
Es sei nun f (M- {m}) = m1 und 

A<2> = {m, m1}, 

dann ist auch A<2> wieder eine regulare Menge. Denn wir haben 
f (M- A~))= mund 

f (M- A~!)= f (M- {m}) = m1• 

922) 1st b das erste Element von A, so ist Ab = ¢. Auch die leere Menge gilt als 
,Abschnitt". 

223) Auch M selbst (M ( M!) muB ja durch f ein Bild f (M) zugeordnet werden. 
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Man konnte sich vorstellen, daB man Teilmengen von M auf verschiedene 
Weise regular ordnen konnte. Immer muf3 jedenfalls m = f (M) das erste 
Element sein. Ist namlich a das erste Element der regular geordneten Teil­
menge A, so ist Aa = (/), und nach (1) wird a = f (M - Aa) = f (M) = m. 

Wir behaupten nun: ]ede Teilmenge von M liif3t sich auf hochstens eine 
Weise regular ordnen. 

Es sei A eine regulare wohlgeordnete Teilmenge von M und A' eine durch 
Umordnung von A entstehende Teilmenge, die ebenfalls regular ist. A' ent­
halt also dieselben Elemente wie A, ist aber auf andere Weise so wohl­
geordnet, daB (1) erfiillt ist. Dann ist die wohlgeordnete Menge A einem 
Abschnitt von A' ahnlich (oder umgekehrt) oder es gilt A~ A'. Nehmen wir 
an, A sei einem Abschnitt Ax' von A' ahnlich. Dann wird jedenfalls bei dieser 
Zuordnung das Element m auf sich selbst abgebildet, da ja m in jeder regular 
geordneten Menge das erste Element ist. Es sei nun p das erste Element von 
A, das bei der .Ahnlichkeitsabbildung A ~ Ax' nicht auf sich selbst ab­
gebildet wird, etwa auf ein Element q =l= p. 

Die vor p bzw. q stehenden Elemente in den heiden wohlgeordneten Mengen 
A und A' stimmen dann iiberein, und wir haben Ap = Aq'. Daraus folgt aber 
nach (1) 

p = f (M-Ap)= f (M- Aq') = q, 

entgegen der Annahme p =l= q. Daraus folgt, daB A und A' identisch sind. 

Wenn also eine wohlgeordnete Teilmenge A C M iiberhaupt regular ge­
ordnet werden kann, dann ist das nur auf eine Weise moglich. Wir wollen 
im folgenden in allen Teilmengen A C M, die regular geordnet werden kon­
nen, diese Ordnung als gegeben voraussetzen. 

A us unserer SchluBweise folgt dann weiter: 

Von irgend zwei verschiedenen reguliiren Teilmengen A und B von M ist 
eine ein Abschnitt der anderen. 

Nach den allgemeinen Satzen iiber wohlgeordnete Mengen ist immer eine 
(sagen wir hier: A) einem Abschnitt der anderen (hier: B) oder der anderen 
selbst ahnlich. Nach der eben durchgefiihrten Dberlegung ergibt sich fiir 
regulare Mengen, daB dabei jedes Element von A auf sich abgebildet wird. 
Da A von B verschieden sein sollte, ist A tatsachlich ein Abschnitt von B. 

Es sei nun Z die Menge der Elemente von M, die in mindestens einer regu­
liiren Menge von M vorkommen. Sie ist gewiB nicht leer, da ja m = f (M) 
dazu gehort. Wir wollen nun die Menge Z ordnen. Dazu benutzen wir ein­
fach die in den regularen Mengen auftretende Ordnung. Es seien t und u 
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Elemente von Z, A und B reguHire Teilmengen, in denen t bzw. u vorkommt. 
Wie eben festgestellt wurde, ist A ein Abschnitt von B oder umgekehrt. 
Nehmen wir an, es sei A ( B. Haben wir t E A, u E B, so ist dann auch 
t E B. In dieser reguHiren Menge sei etwa t-< u. Dann soll diese Ordnung 
auch fur Z gelten. 

Die so definierte Ordnung von Z ist offenbar eine Wohlordnung, da sie ja 
von gewissen wohlgeordneten Mengen ubernommen wurde. Wir zeigen 
nun, dalS die Menge Z sogar eine reguliire Menge ist: Es sei z irgendein Ele­
ment von Z, A eine regulare Teilmenge von M, die z enthalt. Nach der Defi­
nition der Ordnung fiir Z ist dann Az = Zz, und a us 

f (M- Zz) = f (M- Az) = z 

folgt, dalS Z regular ist. 

Wir behaupten jetzt, dalS Z = M gilt. 

Ware es nicht so, so ware die Menge M - Z nicht leer; a sei ihr 11ausgezeich­
netes" Element: f (M- Z) =a, a \ M- Z. Wir bilden nun die Menge 

A= zv{a}. 

Diese Menge ist wohlgeordnet, wenn wir vorschreiben, dalS aile Elemente 
von Z vor a stehen. Sie ist sogar regular. Da die Abschnitte von Z die Regu­
laritatsbedingung erfullen, haben wir das nur noch fur den durch a gegebe­
nen Abschnitt nachzuweisen. Und da haben wir tatsachlich 

f (M - (Z v {a} )a) = f (M - Z) = a. 

Dann gehort aber auch a einer regularen Menge an, mulSte also zu Z gehoren. 

Aus diesem Widerspruch folgt tatsachlich: M = Z. 

4. Folgerungen, Einwande 

Die fur die Cantorsche Theorie wichtigste Folgerung aus dem Beweis von 
Zermelo ist der 

Satz: l e zwei Miichtigkeiten sind vergleichbar. 
Da jede Menge wohlgeordnet werden kann, ist ihre Machtigkeit gleich der 
einer Ordnungszahl. Die zu den Ordnungszahlen gehorenden Machtigkeiten 
sind aber die Cantorschen Alephs (5. 79). Fur irgend zwei dieser Kardinal­
zahlen ~' und ~~~ gilt aber ~' < ~~~, ~' = ~~~ oder ~, > ~,. Damit ist auch der 
beirn Beweis des Bernsteinschen Satzes (5. 74 f.) noch offengebliebene Fall 
geklart: Es gibt keine nicht vergleichbaren Mengen. 

Damit ist ein wichtiges bis zum Jahre 1904 noch offenes Problem der Mengen­
lehre gelOst. 
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Weit ist heute das Feld der Anwendungen des Zermeloschen Axioms in der 
allgemeinen Mengenlehre, in der Theorie der Halbordnungen, in der Geo­
metrie der Punktmengen. Es kann nicht unsere Aufgabe sein, dariiber an 
dieser Stelle ausfiihrlich zu berichten. Nur ein - im allgemeinen als ,para­
dox" angesehenes - Ergebnis der Mengengeometrie soil hier Beachtung fln­
den, weil es fiir die Diskussion urn die ,Geltung" des Auswahlprinzips von 
Bedeutung ist. 

Man nennt zwei Punktmengen M und N des dreidimensionalen euklidischen 
Raumes endlich-iiquivalent, wenn es moglich ist, M und N je in n disjunkte 
Teilmengen zu zerlegen derart, daiS die Teilmengen von M denen von N 
paarweise kongruent sind: 

M = M 1 v M 2 v ... v Mn, M, n M,, = (/) fiir v =!= p, 
N=N1 VN2 v ... vNn,NvnN~<=(/) fiirv=l=p, (2) 
M. = N. fiir v = 1, 2, 3, ... , n. 

Dabei heiiSen zwei Punktmengen A und B kongruent, wenn es moglich ist, 
A durch eine Bewegung (Drehung, Parallelverschiebung, Spiegelung) auf B 
abzubilden. 

Man beachte, daB von den Punktmengen nicht verlangt wird, daB sie Korper 
im Sinne der Elementargeometrie seien. Man kann ja den hier gegebenen 
Kongruenzbegriff auf beliebige Punktmengen des R3 an wenden. 

Dann gilt der folgende, zuerst von Hausdorff bewiesene Satz 224): 

Die Oberfliiche einer Kugel vom Radius 1 ist zur Oberfliiche von zwei Kugeln 
vom Radius 1 endlich-iiquivalent. 

Mit ahnlichen Mitteln kann man auch noch beweisen: 

Sind M1 und M2 zwei Punktmengen des R3, die eine Vollkugel enthalten, so 
sind sie endlich-iiquivalent. 

Diese heiden Satze erscheinen auch erfahrenen Mathernatikern ,paradox". 
An dieser Stelle wird deutlich, daiS wir gut tun, die Begriffe ,Paradoxie" und 
,Antinomie" zu unterscheiden. Eine Antinornie liegt hier nicht vor. Man 
kann ja nicht etwa beweisen, daiS die Negation der hier genannten Satze 
richtig sei. Aber was heiJSt es dann, daiS die Satze paradox sind? Es hei.Bt, 
daB sie uns unglaubwiirdig zu sein scheinen, wenn wir von den fiir die 
Korper der Elementargeornetrie giiltigen Satzen ausgehen. 

Man kann nach dem zweiten der zitierten Satze sagen, daiS jeder Wiirfel 
jedem Tetraeder endlich-aquivalent ist, aber man darf dabei natiirlich nicht 

224) Der Beweis steht z. B. bei Meschkowski: Ungeloste und unlosbare Probleme 
der Geometrie, Braunschweig 1960. 
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fordern, da.B die in (2) auftretenden Teilmengen wieder Polyeder seien. 
Dann ware der Satz gewi.B nicht richtig. Wir sind aber alle geneigt, zu ver­
allgemeinern. Das Galileische Paradoxon (5. 146) galt deshalb als paradox, 
weil die entsprechende Aussage ftir endliche Mengen falsch ware. Ahnlich 
ist es hier: Da wir uns im allgemeinen nur mit sehr einfachen Punktmengen 
befassen (,Korpern" der Elementargeometrie), konnen wir uns nicht Ieicht 
vorstellen, da.B ftir die allgemeineren Punktmengen andere Gesetzlichkeiten 
gelten. Das kann man paradox nennen. Aber die Begegnung mit solchen 
Paradoxien ist tiberaus ntitzlich: Sie zeigt uns, da.B wir nicht unzuHissig ver­
allgemeinern dtirfen. 

Mit diesen Bemerkungen tiber die Paradoxie haben wir zugleich einem Ein­
wand widersprochen, der gelegentlich gegen die Gtiltigkeit des Auswahl­
axioms erhoben wird: Es fuhrt zu paradoxen Ergebnissen. 

Es tut dem Menschen gut, wenn er haufig mit Paradoxien konfrontiert wird, 
und ftir den Mathematiker gehort das einfach zu seiner Ausbildung. 

Wesentlich gewichtiger ist ein anderer Einwand: Das Auswahlaxiom ist nicht 
,konstruktiv". Es wird kein Verfahren angegeben, nach dem man die Aus­
wahl effektiv vollziehen kann, und infolgedessen kann man auch die in den 
heiden zitierten Satzen der Mengengeometrie auftretenden Teilmengen nicht 
effektiv angeben. Man kann nur - mit Hilfe des Auswahlaxioms - beweisen, 
da.B es sie ,gibt". 

Es ist durchaus sinnvoll zu fragen, wie man die Mathematik ,konstruktiv" 
aufbauen kann. Man mu.B dann nattirlich Schwierigkeiten in der Beweis­
fiihrung und manchen ,Substanzverlust" hinnehmen. Es gibt mancherlei 
Ansatze zu einer ,konstruktiven" Mathematik 225). 

Aber das Interesse ftir konstruktive Methoden schlie.Bt doch die Berechtigung 
einer axiomatisch fundierten Mathematik nicht aus, in der auch reine ,Exi-­
stenzsatze" bewiesen werden. 

In der Theorie der analytischen Funktionen gab es zu Anfang dieses J ahr­
hunderts viele reine Existenzaussagen (z. B. tiber Moglichkeiten der kon­
formen Abbildung), die erst spater konstruktiv (durch Berechnung von 
Abbildungsfunktionen z. B.) belegt wurden. Die Beschrankung der Mathe­
matik auf das, was aus dem Begriff der ganzen Zahlen aufgebaut werden 
kann, erscheint schon mit Blick auf die Vielzahl der Anwendungen ver­
schiedenartiger Strukturen nicht mehr angemessen. Lassen wir doch das 
schone Wort Cantors gelten: Das Wesen der Mathematik liegt in ihrer 
Freiheit. 

225) Vgl. dazu Kap. XV. 
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XII. Die spiiten Jahre 

1. Der Heidelberger Kongre8 

Schon 1897 in Zurich stand die Cantorsche Theorie im Vordergrund des 
offentlichen Interesses. In noch starkerem Ma!Se war das 1904 bei der inter­
nationalen Mathematiker-Tagung in Heidelberg der Fall. Hatte Zurich 
freundliche Anerkennung gebracht, so brachte diesmal ein Referat eine 
Widerlegung der grundlegenden Ansichten Cantors. 

Der als ,au!Serst scharfsinnig und absolut zuverlassig" 226) geltende Professor 
Julius Konig aus Budapest bewies, daiS die Machtigkeit N des Kontinuums, 
die nach Cantors (immer noch nicht bewiesener) Vermutung gleich der Mach­
tigkeit N1 der ersten Zahlklasse sein sollte, unter den Alephs uberhaupt nicht 
vorkomme. 

Die Horer Konigs kannten den auch noch im Jahre 1904 veroffentlichten Be­
weis von Zermelo fiir die Moglichkeit der Wohlordnung jeder Menge noch 
nicht. Sie fanden beim ersten Horen keinen Fehler in den Deduktionen und 
sahen durch den Budapester Mathematiker die Grundvorstellungen Cantors 
widerlegt: Die Machtigkeit N des Kontinuums war nach Konig von N1 ver­
schieden; es war deshalb auch nicht moglich, fur ein Kontinuum eine Wohl­
ordnung herzustellen. 

Diese Feststellungen waren die Sensation des Kongresses. Selbst die sonst 
gegenuber mathematischen Tagungen so zuriickhaltenden Tageszeitungen 
berichteten daruber, und der Gro!Sherzog lielS sich (durch Felix Klein) infor­
mieren. 

Ober die Haltung Cantors nach diesem Vortrag gehen die Berichte von Teil­
nehmern an der Tagung auseinander. Schoenflief3 schreibt in seinem Nachruf 
,Zur Erinnerung an Georg Cantor" 227), ,daiS er von vorne herein das Konig­
sche Resultat trotz seiner exakten Beweisfuhrung nicht fur richtig hielt". ,Er 
pflegte scherzweise zu sagen, er hege kein Mi!Strauen gegen den Konig, nur 
gegen seinen Minister". 

226) [B 4], S. 201. 

227) [B 11], 5. 100. 

165 



Kowalewski berichtet aber (S. 202): 

Cantor ergriff damals das Wort in tiefer Bewegung. Es kam darin auch ein 
Dank gegen Gott vor, daB er ihm vergonnt habe, diese Widerlegung seiner 
Irrtiimer zu erie ben. 

Am nachsten Tag freilich stellte sich schon heraus, daiS der Konigsche Beweis 
falsch war. ,Zermelo, ein auiSerst scharfsinniger und rasch arbeitender 
Denker, machte diese wichtige Feststellung." 

Schoenflief3 weiiS noch von einem ,NachkongreiS" in Wengen zu erzahlen, 
auf dem sich Hilbert, Hensel, Hausdorff und Schoenflief3 zusammenfanden. 
Auch Cantor kam noch dazu, und es war ,geradezu ein dramatischer Augen­
blick, als Cantor eines Morgens in dem Hotel erschien, in dem Hilbert und 
ich wohnten, im Friihstiicksaal geraume Zeit auf uns wartete, urn iiberreif 
zur Aussprache, wie er war, uns und der Umwelt sofort eine neue Wider­
legung des Konigschen Theorem vorzufiihren". 

Die Berichte von Kowalewski und Schoenflief3 decken sich nicht in allen 
Einzelheiten. Aber es wird doch durchaus klar, daiS die Mengenlehre zu Be­
ginn des 20.Jahrhunderts im Vordergrund des Interesses fur viele Mathe­
matiker stand. Man erkannte die Bedeutung der Cantorschen Ideen, und 
jiingere Mathematiker sahen ihre Aufgabe darin, das Werk Cantors fortzu­
setzen. 

Das erste Ergebnis dieser Bemiihungen war der von Zermelo gefundene Be­
weis des Wohlordnungssatzes (Kap. XI); es folgten dann die mancherlei 
Versuche zur Axiomatisierung der Mengenlehre, von denen noch zu reden 
sein wird (Kap. XIII). 

2. Mathematisdte Gesellsd:taften 

Es diirfte kaum einen Mathematiker geben, der so wie Georg Cantor das Ge­
spradt zwischen den Mathematikem gesucht und gefordert hat. Als Student 
war er Mitglied des damals jungen ,Mathematischen Vereins" in Berlin; ein 
J ahr lang war er ihr Vorsitzender. Mit seinem Freund Mittag-Leffler iiberlegte 
er, wie man die Diskussion zwischen den Mathematikern verschiedener 
Sprache (durch die Acta Mathematica) fordern konne (vgl. auch Brief Nr. 9). 

In seinem Kopf entstand der Plan, eine ,Deutsche Mathematiker-Vereini­
gung" zu griinden. Es gelang ihm, die Widerstande zu iiberwinden. Der 
,Heidelberger Aufruf" von 1889 (anlaiSlich der 62. Versammlung Deutscher 
Naturforsdter und A.rzte) hatte Erfolg. Am 18. September 1890 kommt es 
zur Griindung, und Cantor wird bis zum Jahre 1893 der Vorsitzende der 
neuen Vereinigung. Er ist an der Herausgabe der ,Jahresberichte" beteiligt, 
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und der erste Band bringt seinen Vortrag ,Ober eine elementare Frage der 
Mannigfaltigkeitslehre" ([W] S. 278-281), in dem er zum ersten Male sein 
beriihmtes ,Diagonalverfahren" benutzt, urn den Teilmengensatz zu be­
weisen. 

1893legt er aus Gesundheitsriicksichten den Vorsitz nieder. Aber ihm bleibt 
die Kommunikation unter den Mathematikern ein Anliegen. Er hat in diesen 
J ahren viel Korrespondenz mit Kollegen anderer Lander, und er versucht, 
einen ZusammenschluJS der Mathematiker auf internationaler Basis zu er­
reichen. Den ersten Schritt sollen allgemeine Kongresse bilden, und er ist be­
miiht, Poincare dafiir zu gewinnen, daJS die Mathematiker seines Landes den 
ersten Schritt tun .. Er will den Franzosen die Initiative dadurch erleichtern, 
daJS er die Wahl von Paris als Tagungsort in Aussicht stellt. 

Tatsachlich fand der erste internationale KongreJS 1897 in Ziirich statt. Paris 
ist der Ort fiir die nachste Tagung im Jahre 1900i vier Jahre spater war dann 
in Heidelberg jene Tagung, in der Konig seinen erregenden Vortrag hielt. Es 
folgten dann die Kongresse in Rom (1908) und Cambridge (1912). Der fiir 
1916 vorgesehene KongreJS (Stockholm) kam nicht zustande, des Krieges 
wegen. 

Cantor hat an diesen Kongressen nicht mehr teilgenommen. Ober die Tagung 
in Rom erhielt er von Zermelo einen interessanten Bericht (siehe Briefanhang, 
Nr. 20). Dieses Schreiben spiegelt die Meinungskampfe wider. Aus diesem 
Bericht wird erkennbar, wie die Cantorschen Theorien sich gegen manche 
Widerstande 228) Iangsam unter den Mathematikern durchsetzen. Es waren 
in jenen Jahren vor allem Forscher des Auslandes, die die Bedeutung der 
Mengenlehre erkannten. ,Mit Vergniigen und Stolz" erinnert sich Gutz­
mer 229) anlaJSlich der Cantor-Feier im Jahre 1915 an eine Bemerkung eines 
(von ihm nicht genannten) italienischen Kollegen wahrend der Rom-Tagung 
1908: ,Sie sind ja jetzt in Halle, da haben Sie auch Cantor. Cantor ist einer 
der schonsten mathematischen Kopfe Deutschlands." 

Schon vorher hatten englische und norwegische Wissenschaftler die Be­
deutung der Forschung Cantors gewiirdigt: Georg Cantor wurde 1901 Ehren­
mitglied der London Mathematical Society und erhielt im Jahre 1904 von der 
Royal Society die Sylvester-Medaille. In der Wiirdigung heiJSt es: 

,Georg Cantor, for his brillant researches in the theory of aggregates and 
of sets of points of the arithmetic continuum, of transfinite numbers, and 
Fourier's Series." 

Z28) Vor allem Henri Poincare hatte einige Einwande. 
228) [B 5] 5. 270. 
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Er wurde Mitglied der Mathematischen Gesellschaft zu Charkow und korre­
spondierendes Mitglied des R. Institute Veneto de Science, Lettere ed Arti. 
Er wurde Ehrendoktor von Christiania (1902) und St. Andrews (1912) 230). 

3. Arbeit an zahlentheoretischen Problemen 
In den meisten Wissenschaften ist zaher FleiB die Voraussetzung fur den 
Erfolg. Der Naturforscher kann oft erst nach langwierigen Versuchen mit 
vielen MeBreihen ein Ergebnis registrieren. Anders ist es in der Mathematik. 
Hier kann ein genialer Einfall die Tur zu neuen Welten offnen. Die Arbeit 
Cantors ist ein schones Beispiel dafur. Seine Idee, durch die eineindeutige 
Zuordnung Ordnung zu schaffen unter den mancherlei unendlichen Mengen, 
erwies sich als uberaus fruchtbar. Das Gleiche gilt fur den Einfall, der dem 
Diagonalverfahren zugrunde liegt. 
Man kann also ein bedeutender Mathematiker werden, wenn man Phantasie 
hat. Es hat in der Tat groBe Mathematiker gegeben, deren schopferische 
Leistung in der Fahigkeit zu mathematischer Intuition lag. Zaher FleiB und 
Kleinarbeit lag ihnen nicht. 
Es erscheint durchaus bemerkenswert, daB Georg Cantor nicht nur geniale 
Einfalle hatte; er konnte auch ausdauernd arbeiten und monatelang sich mit 
elementaren Rechnungen herumplagen, wenn er einem mathematischen Ge­
setz auf der Spur war. Er interessierte sich in seinen spateren Jahren wieder 
verstarkt fur die Zahlentheorie. Insbesondere nahm ihn die Goldbachsche 
Vermutung gefangen. Nach Goldbach soli jede gerade Zahl als Summe zweier 
Primzahlen darstellbar sein: 

2N=x+ y. (1) 

Tatsachlich hat man bisher keine gerade Zahl gefunden, fur die der Satz 
falsch ware. Es stellt sich sogar heraus, daB die Zahl der moglichen Zer­
legungen (1) bei mancherlei Schwankungen mit wachsendem Nimmer groBer 
wird. Cantor nahm diese Feststellung zum AnlaB, urn die Gesetzlichkeiten 
der durch n = 'If.! (N) = 'If.!* (2 N) gegebenen Anzahlfunktion 'If.! bzw. 'If.!* zu 
untersuchen. Dabei ist 'If.! (N) die Anzahl der verschiedenen Zerlegungen (1), 
ohne Rucksicht auf die Reihenfolge. Die Zerlegungen n = x + y = y + x 
sollen also einfach gezahlt werden. 
Fur 2 N = 84 hat man z. B. die 9 Zerlegungen 

84 = 1 + 83 = 5 + 79 = 11 + 73 = 13 + 71 = 17 + 67 = 
=~+~=n+~=M+~=u+~ 

also 'If.! (42) = 9. 

230) Nach Auskunft der Universitat St. Andrews fand die Ehrenpromotion 1912 
statt, nicht (wie bei Fraenkel [W] 5. 473) angegeben, 1911. 
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Cantor hat in seiner Arbeit [A 31] die Zerlegungen der geraden Zahlen his 
1000 mitgeteilt. Er gibt fiir jede dieser geraden Zahlen den Summanden x in 
der Zerlegung (1) an und den Wert von 'lJl (N). Bei 84 steht entsprechend 

84 1,5,11,13,17,23,31,37,41 9 

Wir geben im folgenden eine Tabelle fiir n = 'lJl (N) = '!Jl* (2 N) fiir die ge­
raden Zahlen 2 N von 2 bis 120. 

T a belle zur Goldbachschen Vermutung 

2N 2 I 4 
I 

sf 61 10 12 

n 1 I 2 2 21 2 2 

2N,261 28 30 321 34 36 

2 N !so I sz I 54 I 56 I ss I 60 I 

~ 41 31 61 31 41 71 

2 N 174 76 I 1 so I szl 84 ! 

I 

20 J 22l 14 16 1 18 24 

3 zl 
I 3 31 31 4 

38 40 J 42 J 44 1 46 1 48 

6 

64 1 66 1 68 1 70 1 72 

41 sJ 61 31 sj 7 

n 1 6 1 s 1 7 1 s 1 s 1 9 1 s 1 4 10 1 4 1 s 1 7 

2 N 19s 100 l1oz l1o4 j1o6 l1os jno jnz jn4 fn6 jus 120 

n 1 4 1 6 1 9 1 6 1 6 1 9 1 7 1 7 1 11 1 6 1 6 1 12 

Eigenartigerweise ist diese Arbeit von Zermelo nicht in die ,Gesammelten 
Schriften" Cantors aufgenommen worden. Vielleicht erschien ihm diese FleiJS­
arbeit nicht bedeutsam genug? 

Cantor erwahnt, daJS er sich 10 Jahre lang mit der Berechnung dieser Tabelle 
(und auch mit dem Studium ihrer Gesetzlichkeiten) beschaftigt hat, also seit 
1884 231). 

In der Arbeit [A 31] teilt Cantor nur die Ergebnisse seines Rechnens mit. Tat­
sachlich hat er versucht, aus dieser Tabelle Gesetzlichkeiten der Funktion 
'lJl herauszufinden. Das geht aus seinen Briefen an Hermite vom 30. No-

231) Das ist das Jahr mit der ersten gesundheitlichen Krise und der Auseinander­
setzung mit Kronecker. Vielleicht hat Cantor in der harten und niichternen 
Arbeit des Rechnens Ablenkung gesucht. 
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vember 1895 (Briefanhang Nr. 16) und an Laisant vom 25. April 1895 
hervor. 
Er teilt Laisant die Ergebnisse fiir die Zahlen 20, 22, 24, ... his 120 mit und 
weist darauf hin, daB immer bei den Vielfachen von 6 relative Maxima 232) 

lie gen. 
Abb. 11 zeigt die Abhangigkeit von tp* (2 N) = tp (N) von 2 N fiir die Zahlen 
von 76 his 120. 

Abb.ll 

80 90 100 110 120 2N 

Auch in dem Brief an Hermite weist Cantor dar auf hin, daB, von N = 9 an, 
"ohne Ausnahme", die Maxima jene Stellen sind, fiir welche 

N=omod3 
gilt. 
Fiir die Funktionswerte tp (3 N) findet er ("ohne Ausnahme") die relativen 
Maxima bei den Zahlen N, fiir die 

N=omod5 
gilt. Die relativen Maxima von tp (3 · 5 · N) findet Cantor "ausnahmslos" bei 
ZahlenNmit 

N=omod7, 
und er vermutet den Satz: 

Sind 3, 5, 7, 11, . .. , p aile ungeraden Primzahlen his p und ist q die 
ni:ichste grof3ere Primzahl, setzt man das Produkt 3 · 5 · 7 · ... p = P, 
so sind die Stellen, fur welche tp (P · N) ein relatives Maximum wird, 
diejenigen, fur welche N = 0 mod q ist. 

232) N gilt als relatives Maximum von tp (N), wenn 

tp (N- 1) ;5 tp (N), tp (N + 1) ;5 tp (N) ist. 
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Um diese Vermutung zu priifen, betrachten wir in Abb. 12 die graphische 
Darstellung einiger Ergebnisse der Cantorschen Rechenarbeit. Hier ist 
1p (3 N) = 1p* (3 · 2 N) als Funktion von 6 N dargestellt. Tatsachlich haben 
wir fast immer fiir die Vielfachen von 30 (also fiir die Zahlen mit 
N = 0 mod 5) relative Extrema. Der Satz stimmt aber nicht fiir N = 155, 
6 N = 930. Hier liegt kein Extremum vor, und andererseits haben wir rela­
tive Extrema auch fiir 6 N = 828, 858, 882, 924, 966. 

Abb.12 

'lf*(6N) 

50 

40 

30 

810 840 870 900 930 960 990 6N 

Ahnliche Feststellungen kann man fur die Vielfachen von 30 machen. Tat­
sachlich liegen die Extrema mehrfach (aber nicht immer) an den von Cantor 
vermuteten Stellen. Mit dieser Feststellung wird die Arbeit Cantors nicht 
entwertet. Das erste Gesetz iiber die Extrema gilt ja auch nur fiir die Zahlen 
mit N;;;;;: 9. Es erscheint durchaus moglich, da.B das von Cantor vermutete all­
gemeine Gesetz tiber die Extrema eine hinreichende Bedingung enthalt fiir 
geniigend gro[Se Zahlen N. 

Im Nachla.B Cantors findet sich noch ein weiterer Beleg fiir das zahlentheore­
tische Interesse Cantors und seine Fahigkeit zu zahem Durchhalten im nume­
rischen Rechnen. Ein Diarium (mit dem Datum 3oter Oct. 1897) enthalt die 
Berechnung der (periodischen) Kettenbriiche, die zu den Quadratwurzeln 

ViOl, ]/102, • • • 1 ]/307 

gehoren. Man kann interessante Gesetzlichkeiten in den Perioden dieser 
Kettenbriiche erkennen, aber in diesem Buch sind nur die reinen Rechnungen 
festgehalten, und es wird nicht ersichtlich, welches Ziel Cantor mit dieser 
Flei.Barbeit verfolgte. 
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An dieser Stelle wollen wir auch Cantors Interesse fiir die Shakespeare-For­
schung registrieren. In jenen Jahren wurde von den Anglisten die Theorie 
diskutiert, daiS die unter dem Namen Shakespeares bekannten Dramen von 
Sir Francis Bacon verfa!St seien. 

Man fragt sich zunachst verwundert, woher Cantors Eifer fiir die Losung 
eines Problems kommt, das so vollig abseits von seiner Facharbeit liegt. Wir 
finden die Antwort in einem Brief 233) an Pater ]eiler (Brief Nr. 15). Cantor 
glaubt nach der Lektiire des Glaubensbekenntnisses von Sir Francis Bacon 
( [A 37]), daiS der als Vorkampfer modernen naturwissenschaftlichen Denkens 
geschatzte ,kings solliciter" auch ein ernsthafter Christ war. Cantor sieht 
hier so etwas wie eine Geisterverwandtschaft und beschaftigt sich eingehen­
der mit den Schriften dieses umstrittenen Mannes. Er findet in einem Leip­
ziger Antiquariat in einer alten Schrift die von Rawley herausgegebenen Ge­
dichte auf den Tod von Sir Francis Bacon 234). Es fallt ihm auf, daiS Bacon 
hier mehr als ,Poet" denn als Mann der Wissenschaft gefeiert wird. Liegt es 
an der blumenreichen Sprache dieser Dichter-Amateure, oder ist Bacon tat­
sachlich ein Dichter, dessen Werk falschlich einem anderen zugeschrieben 
wird? Cantor findet, daiS die Verfechter der Bacon-Shakespeare-Theorie doch 
Recht haben, trotz des Widerspruchs vieler Fachgelehrter. 

Cantor nimmt nun den Kampf fiir seine ,Entdeckung" auf. Er veroffentlicht 
das Glaubensbekenntnis von Bacon ([A 37]) und die Rawleyschen Gedichte 
([A 38]). Es ficht ihn nicht an, daiS er damit auf einem Gebiet, in dem er nicht 
zu Hause ist, gegen die Mehrzahl der Fachgelehrten steht. Er setzt als Motto 
tiber das Vorwort zur Rawleyschen Sammlung ein Wort von T ertullian: 

Nullus sapiens, nisi seculo stultus fiat. 

Heute wird die Shakespeare-Bacon-Theorie von den Anglisten allgemein ab­
gelehnt. Damals schien sein Kampf nicht ganz so aussichtslos. Wir diirfen ihn 
jedenfalls als einen Beweis fiir seine standige Bereitschaft werten, unbekiim­
mert um die Meinung anderer das als richtig Erkannte zu vertreten. 

4. Das letzte Jahrzehnt 

Es Ieben heute nur noch wenige Menschen, die personliche Erinnerungen an 
Georg Cantor haben. Auch die meisten Wissenschaftler aus der Generation 
seiner Schuler sind in den letzten J ahren gestorben. Wir fragten Lord Russell 
nach seinen Kontakten mit Georg Cantor. Er hat Cantor in seinen ,Portraits 

233) Noch viele andere Briefe Cantors zeugen von seinem Eifer ftir die Bacon­
Shakespeare-Theorie. 

234) Vgl. dazu sein Vorwort zu [A 38]. 
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from Memory" ([B 10]) gewiirdigt, hat aber Ieider Cantor nicht personlich 
kennengelernt 235). Ein Treffen war gelegentlich eines England-Besuches ver­
abredet, kam aber nicht zustande, weil Cantor der Krankheit eines Sohnes 
wegen seine Reise vorzeitig abbrechen muJSte. 
Einige der heute noch lebenden Enkel Cantors erinnern sich zwar aus ihrer 
friihen Kindheit an die imponierende Gestalt ihres beriihmten GroJSvaters, 
konnen aber kaum zu seiner Wiirdigung aus eigenen Reminiszenzen bei­
tragen. Da war schon ein Gesprach mit Frau Dr. Loeschke, einer Nichte 
Cantors, ergiebiger. 
Sie war in der Zeit vor dem Weltkrieg Gast im Hause ihres Onkels. Cantor 
war gerade von einem Sanatoriumsaufenthalt zuriickgekehrt. Er war eine in 
Halle iiberall bekannte und geachtete Personlichkeit, und es war fiir das 
junge Madchen eine freundliche Erfahrung, wenn ihr Onkel bei Spazier­
gangen durch die Stadt von allen Seiten respektvoll gegriiJSt wurde. Er war 
nicht sehr gesprachig, schien meist in Gedanken versunken zu sein. Immer 
aber war er liebenswiirdig und hoflich zu seiner jungen Nichte, besonders 
aber zu seiner Frau, der er nach dem Essen mit einem HandkuJS dankte. 
Dieser Bericht wird erganzt durch briefliche Mitteilungen von Frau Alice 
Guttmann, einer Nichte von Cantors Frau Vally. Auch sie war viele Jahre 
hindurch mehrere Wochen zu Gast im Hause ihres Onkels. 

Ich sah ihn kaum, nur zu den Mahlzeiten, wo wir Jungen das Wort fiihrten. 
Mein Onkel saB immer schweigend da, tief in Gedanken verloren. Ich habe 
ihn nie ein Wort sprechen horen. Meine Tante schien stets sehr bedriickt. 
Einer kleinen Sache bei Tisch erinnere ich mich: wenn die Schiissel herum­
gereicht wurde und zu ihm gelangte, nahm er zerstreut, abwesend, wie 
mechanisch von dem Gericht, immer wieder, bis meine Tante, die ihn zu 
beobachten schien, sagte: ,Georg, ich glaube, Du hast genug", denn sein 
Teller war bedenklich voll! Er schien nicht zu wissen, was er tat! 
Mein Onkel war vergraben in seinem enorm groBen Studierzimmer, das aile 
4 Wande mit Biichern bedeckte, vom FuBboden bis zur Decke. Dort schien er 
sein Leben zu fiihren, fiir sich allein, abgesondert auf seinem eigenen Pla­
neten, uns iibrigen unbekannt. Wie sehr ich es wiinschte, ihn wirklich ge­
kannt zu haben - doch er war ja nie sichtbar. In meinem Elternhaus fing 
ich hin und wieder Bemerkungen auf, daB mein Vater 236) (sein Schwager) 
den Charakter meines Onkels sehr hoch stellte, seine Reinheit und Giite, 
und daB seine GeistesgroBe ihn ungeheuer beeindruckte. Mein Vater schien 
meinen Onkel zu vergottern. Dann wurde auch von seinen tagelangen, 
periodischen Abwesenheiten vom eigenen Heim in Halle gesprochen, das 
er plotzlich ,auf eigenem FuB', so zu sagen, verlieB. Danach brachte man ihn 

235) Nach einem Brief an den Vf. vom 26. Februar 1966. 
238) Dr. Paul Guttmann, Direktor des Moabiter Krankenhauses in Berlin. 
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in ein Krankenhaus und danach kam er zuriick und alles schien wieder 
seinen gewohnten Gang zu nehmen; bis zum nachsten Mal. Ich machte mir 
ein Bild von seinen iiberreizten, exaltierten Stimmungen, doch mochte ich 
mir kein Urteil erlauben, konnte es ja auch nicht." 

Falls dieser Bericht iiber den in sich gekehrten und geistesabwesenden Cantor 
der Frau eines Mathematikers unter die Augen kommt, konnte er Erinnerun­
gen wecken: Es kommt haufig vor, d~ der intensiv mit dem Problem be­
schaftigte Forscher ein schweigsamer und nur mit Vorsicht ansprechbarer 
Tischgenosse ist. Aber in dem Bericht der Nichte Cantors ist wieder von 
seinen Depressionszustanden die Rede, bei denen die Deutung durch die Last 
der Forschungsarbeit unzulanglich erscheint. 

Seit dem fur Cantor so erregenden Jahr 1884 traten sie immer wieder auf 
und waren wohl auch der Anlag fur seine vorzeitige Emeritierung im Alter 
von 60 Jahren. Wir haben auch aus seinem letzten Jahrzehnt keine grogen 
Veroffentlichungen mehr. 

Als ihm im Jahre 1912 die Ehrendoktorwiirde von St. Andrews angetragen 
wurde, mugte Frau Vally Cantor den schottischen Kollegen leider mit­
teilen 237), d~ ihr Gatte von seiner Erkrankung noch immer nicht ganz 
wiederhergestellt sei, so dag es dem behandelnden Arzt zweifelhaft erschien, 
,ob er es wagen dar£, die groge Reise nach Schottland im Juli zu unter­
nehmen". 
Nach Auskunft von Dr. Stahl, einem Schwiegersohn Cantors, ist dann Cantor 
doch in Begleitung seiner Tochter Marie nach St. Andrews gereist. Er berich­
tet daruber: ,Die denkwiirdige Reise nach St. Andrews war fur meine Frau 
mit der immerwahrenden Sorge urn krankhafte Erregungen des Vaters iiber­
schattet, verlief aber ohne die befiirchtete Storung"~ 

Die Frage nach dem Charakter dieser Erkrankung ist heute schwer zu be­
antworten. Sdzoenflief3 hat versucht 238), sie aus der intensiven Arbeit am 
Kontinuumproblem und der Enttauschung iiber die Gegnerschaft Kroneckers 
zu deuten. Es bleibt die Frage offen, ob damit die die letzten Jahrzehnte des 
genialen Mathematikers iiberschattenden Krankheitszustande ausreichend 
motiviert sind. 

Geben wir zu dieser Frage einem Enkel Cantors das Wort, dem Mediziner 
Prof. Dr. Ulrich Sdzneider. Er schreibt am 22. Februar 1966 an den Verfasser: 

Unser GroBvater diirfte ein cyclothymer Typ gewesen sein, der in seinen 
Aufbau- und Bliitejahren wie so viele Menschen hohe und gedriickte Ge­
miitslagen hatte, und zwar innerhalb noch als ,gesund" zu bezeichnender 

237) In einem Brief am 20. Mai 1912. 

118) [B 12] 5. 16. 

174 



Streuungsbreite. Ja, die Hochphasen der Enthemmung konnen sogar seinem 
Gedankenflug in geistiges Neuland behilflich gewesen sein. Ich kannte hier 
noch Caratheodory, der solches ebenfalls fiir moglich erachtete angesichts 
der Kiihnheit der geistigen VorstoBe ... Ich stimme Ihnen zu, daB auch der 
Gegenstand seiner geistigen Arbeit eine Art von Erschopfung bei ent­
sprechender Disposition zu geistig-gemiitsmaBiger Unzuverlassigkeit be­
giinstigen konnte. Eine befriedigende, wirklich vertretbare und publizier­
bare Auffassung werden wir, d. h. Sie als Autor und ich als Nachkomme, 
nicht erwarten konnen. 

Lassen wir es also mit dieser Feststellung bewenden. 

Ein Hohepunkt in den letzten Lebensjahren war die Feier seines 70. Geburts­
tages am 3. Marz 1915. An diesem Tage wurde deutlich, daJ5 Cantor jetzt auch 
in Deutschland einen groJSen Kreis von Freunden und Verehrern hatte. Bei 
einem Festakt in Halle wurde sein Werk in einer Ansprache von Gutzmer, 
dem Rektor der Universitat gewiirdigt. Wilhelm Lorey berichtete ([B 4]) iiber 
den Plan einer Georg-Cantor-Ehrung durch den Kreis der Freunde und 
Schiiler. Man hatte geplant, einen Aufruf in vier Sprachen an Mathematiker 
und Philosophen aller Kulturnationen zu schicken mit der Bitte, sich an 
einer Ehrung des Schopfers der Mengenlehre zu beteiligen. Man war von 
einem glanzenden Erfolg dieses Planes iiberzeugt. Aber der Weltkrieg zwang 
den Freundeskreis, sich auf Deutschland und Osterreich zu beschranken. 
,Diese Georg-Cantor-Ehrung, die Schiiler und Freunde Ihnen zum 70. Ge­
burtstag darbringen wollen, soli eine Marmorbiiste werden, die von Kiinst­
lerhand gefertigt in der Universitat ihren Platz finden soli, urn kommenden 
Geschlechtern die Ziige des groJSen Hallischen Mathematikers zu bewahren." 
Diese Biiste steht noch heute in der Hallischen Universitat 239). 

SchlieJ5en wir den Bericht iiber diesen Ehrentag Cantors mit einem Satz aus 
dem Brief, den Constantin Caratheodory zu diesem Tag im Namen der 
mathematischen Gesellschaft in Gottingen schrieb 240) : 

... wiirden wir Ihren Werken nicht gerecht werden, wollten wir sie nur an 
der GroBe ihrer Wirkung oder als Mittel zu Mehrung der Wissenschaft 
beurteilen. Nein! Wer in Ihre Lehre einzudringen getrachtet hat, der hat 
etwas an sich Erhabenes geschaut, das seinen unermeBlichen Wert in sich 
seiher tragt. 

5. Intemationale Wiirdigung 

Georg Cantor starb am 6. Januar 1918 in Halle. Von den vielen Wiirdigun­
gen Cantors nach seinem Hinscheiden ist ein Brief Hilberts an Else Cantor 
(die alteste Tochter) besonders bemerkenswert 241) ([B 8], 5. 55): 

238) Ein Foto dieser Biiste zeigt die Tafel neben dem Titelblatt. 
240) Vgl. auch das Schreiben von E. Landau (Brief Nr. 22). 
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, ... obwohl das Leben Ihres Vaters, unseres lieben Georg Cantors, ab­
geschlossen war, so beriihrt und ergreift mich doch aufs tiefste die Todes­
nachricht. Ist es doch nicht bloB der groBe Gelehrte und Forscher von einzig 
dastehender Originalitat, sondem auch der groBziigige Mensch und treue 
anhangliche Freund, den wir nicht mehr haben, der aber desto fester in 
unserem Gedachtnis Ieben wird. Gerade vor einigen Tagen hatte ich Ge­
legenheit zu erfahren, wie stark die Lehren Ihres Vaters auf eine kongeniale 
Natur wirken. Ich setzte Einstein auf meinem Besuch bei ihm in Berlin das 
klassische Verfahren auseinander, wie Ihr Vater die Unmoglichkeit be­
wiesen hat, die irrationalen Zahlen ,abzuzahlen" usw. Und Einstein, der 
alles sofort erfaBte, war ganz iiberwaltigt von der GroBartigkeit dieser 
Gedanken ... 
Wenn bessere Zeiten gekommen sein werden, hoffe ich sehnlichst, Sie ein­
mal wiederzusehen, damit wir uns der vergangenen Zeiten erinnern -

Ihr getreuer D. H. 

Cantor hatte das Schicksal, das groBen Denkern nur selten erspart bleibt: 
In den Jahren ihres Schaffens fehlt ihnen die ermutigende Anerkennung der 
Zeitgenossen, die auf dem Wege ins Neuland nur zogernd folgen wollen. Die 
Wtirdigung Cantors setzte erst in den J ahren ein, in denen seine Schaffens­
kraft schon gehemmt war. Die voile Bedeutung seiner Arbeit aber wurde 
erst Jahre und Jahrzehnte nach seinem Tode von der Mehrzahl der Mathe­
matiker anerkannt. 

Es waren der Schwede Mittag-Leffler, spater franzosische und angelsachsische 
Mathematiker, die zuerst die Bedeutung des Cantorschen Werkes erkannten. 

Von der Freundschaft mit Mittag-Leffler war schon ausftihrlich die Rede. 
Ftigen wir hier noch eine Bemerkung Cantors tiber Hermite hinzu, der Cantor 
besonders in den letzten Jahren seines Lebens verbunden war. Er schreibt an 
W. H. Young 241): 

During the last ten years of his life, I was on terms of intimate friendship 
with Hermite, for whom I have an unbounded respect. Hermite and Weier­
straB 242) also had entirely overcome their earlier prejudices systematically 
stimulated by Kronecker. The praises Hermite pours out to me in his letters, 
which I still possess, on the subject of the Mengenlehre, are so great, and 
in my eyes, so undeserved, that I should not like to publish them for fear 
of incurring the reproach of being myself dazzled by them. 

Wir wollen noch eine weitere Stelle aus dem (im Jahre 1908 geschriebenen) 
Brief an W. H. Young zitieren, die Cantors Enttauschung tiber das geringe 

241) Der Originalbrief Cantors ist uns nicht erhalten. Young gibt in [B 16] eine 
Ubersetzung des Cantorschen Briefes. 

242) Vgl. dazu Kap. XI! 
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Interesse der deutschen Mathematiker an der Mengenlehre zum Ausdruck 
bringt: 

I shall always remain gratefull to the London Mathematical Society for 
having made me one of his members, as well as to the Royal Society for the 
award of the Sylvester Medal, three-and-a-half years ago. You are quite 
right when you suggest in your letter that the recent great development of 
mathematics in Great Britain is heartily welcome to me. My greatest wish 
is to be able myself to see that country 243), with whose high-minded inha­
bitants I feel myself at one; quite otherwise is it with the Germans, who 
do not know me, also I have lived among them fifty-two years. 

Es konnte sein, daJS die Anerkennung seines Werkes bei der Feier seines 
70. Geburtstages im Jahre 1915 ihn einigermaJSen versohnt hat. Es bleibt 
aber die Tatsache bestehen, daJS Cantor zu Lebzeiten auJSerhalb Deutschlands 
mehr Verstandnis fand als im eigenen Land. Die Rede Youngs vom 13. No­
vember 1924 (,Presidential Adress", siehe [B 16]) berichtet von dem voll­
standigen Wandel in der Beurteilung der Mengenlehre in den letzten Jahren. 
Wahrend fruher die meisten Mathematiker die ,Mengenlehre" als einen 
vorwiegend fiir die Philosophen interessanten Versuch ansahen, haben nun 
die meisten ihre Bedeutung fur die moderne Analysis erkannt. Young weist 
auf die neue Zeitschrift "Fundamenta Mathematica" hin, die ausschlieJSlich 
dem Gebiet der Mengenlehre gewidmet ist, und er betont, daJS jeder Forscher 
auf dem Gebiet der Analysis jetzt (1924) "direkt oder indirekt" die Begriffe 
und selbst die Satze der Mengenlehre benutzt. 

Young hat also schon im Jahre 1924 die Bedeutung der Mengenlehre fur die 
moderne Analysis erkannt. 40 Jahre spater lesen wir in einigen wichtigen 
Lehrbuchern der Mengenlehre 244) die folgende Definition der Mathematik: 
"Mathematik ist Mengenlehre". 

Wir wollen versuchen-um die Wirkung Cantors zu verdeutlichen-den Weg 
zu dieser Konzeption verstandlich zu machen. Es wurde schon im Vorwort 
gesagt, daJS wir in dieser Darstellung eine Auswahl aus der Fulle der mo­
dernen Publikationen zur Mengenlehre treffen mussen. Nicht uber aile wich­
tigen Ergebnisse kann berichtet werden. Wir wollen aber zeigen, wie intuitive 
Vorstellungen Cantors Jahrzehnte spater durch eine exakte axiomatische 
Fundierung der Theorie gerechtfertigt wurden. 

Wenden wir uns also zunachst der Axiomatisierung der Mengenlehre zu! 

243) Das ist spater geschehen. Cantor war noch mehrfach in England u. a. auf dem 
Wege nach St. Andrews zum Empfang des Ehrendoktor-Diploms, vgl. S. 174. 

244) Z. B. in [C 23]. 
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XIII. Axiomatisierung der Mengenlehre 

1. Das System von Zermelo 

Im Jahre 1899 hatte Hilbert seine ,Grundlagen der Geometrie" veroffent­
licht. Er hat damit der klassischen Elementargeometrie ein solides Fundament 
gegeben. Aber damit ist die Bedeutung dieses Werkes nicht erschopft: Hilbert 
verzichtete auf aile Ontologie der geometrischen Grundbegriffe und bezeich­
nete die Punkte, Geraden und Ebenen der Geometrie als ,Dinge" von drei 
Systemen, deren gegenseitige Beziehungen durch die Axiome (und nur durch 
die Axiome!) festgelegt sind. Er konnte auf diese Weise einen widerspruchs­
freien 245) Aufbau der Geometrie leisten. 

Es lag nahe, mit solchem formal-axiomatischen Verfahren auch die Mengen­
lehre zu fundieren. Es war nicht zufriedenstellend, wenn man zunachst die 
Mengenbildung (nach der allgemeinen Cantorschen Definition) 246) unbe­
schrankt zulieB und dann jene Begriffsbildungen nachtraglich ausschloB, die 
auf Widerspriiche fiihrten. Man wollte die Bildung von Mengen durch ein 
geeignetes System von Axiomen unter Kontrolle bringen. 

Die ersten Versuche dieser Art stammen von Zermelo 247) und Russell 248). 

Sie sind in den letzten Jahren vielfach weitergefiihrt, erganzt und variiert 
worden. Wir werden iiber diese Entwicklung der Axiomatik berichten, wollen 
aber eines der Systeme ausfiihrlicher behandeln. In dieser Schrift geht es ja 
urn das Werk Georg Cantors, und so kann man nicht erwarten, daB hier eine 
Darstellung der modernen Mengenlehre gegeben wird. Wir wollen eines der 
Systeme so weit entwickeln, daB wir daran dies zeigen konnen: Die Cantor­
schen Begriffsbildungen haben sich bewahrt. Was zu Beginn unseres Jahr­
hunderts manchen Kritikern eine gewagte Begriffsbildung schien (die Kardi­
nalzahl, die Ordnungszahl), war jetzt durch den Einbau in ein Axiomen­
system in ahnlicher Weise fundiert wie etwa die ,Objekte" der klassischen 
Analysis. 

245) Die Widerspruchsfreiheit der Geometrie ist zuriickgefiihrt auf die der Arith-
metik. 

246) v gl. s. 70. 

247) Zermelo [3]. 
248) Russell [2]. 
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Wir wollen hier eingehender das Axiomensystem behandeln, das zuerst von 
Zermelo angegeben wurde. Schoenflief3, Fraenkel und (in neuerer Zeit) Abian 
haben es weiter entwickelt. Auch das von Kuratowski benutzte Axiomen­
system geht auf Zermelo zuriick, so dag es berechtigt erscheint, an diesem 
System die Bedeutung der Axiomatisierung fiir die Mengenlehre zu verdeut­
lichen. 
Zermelo betrachtet einen Bereich beliebiger Objekte. ,Es kann vorkommen, 
dag zwischen zwei seiner Objekte x und y eine Beziehung von der Form 
x E y besteht; wir sagen dann, x sei ein ,Element" von y, und y sei eine 
,Menge"." 
Ist jedes Element einer Menge M zugleich auch Element einer Menge N, so 
dag aus x E M stets x E N gefolgert werden kann, so he~t M eine Unter­
menge von N, im Zeichen 249) M ( N. 
Hier wird also nicht mehr definiert, was eine Menge sei. Es wird die durch 
das Zeichen E dargestellte Relation zwischen ,Objekten" eingefiihrt, und 
die Eigenschaften dieser Relation werden nun durch einige Axiome festgelegt. 
Die Analogie dieses Starts zu dem Hilberts in seinen ,Grundlagen" ist nicht 
zu verkennen. 
Und nun die sieben Axiome 250) Zermelos: 

Ist jedes Element einer Menge M gleichzeitig Element von N und um­
gekehrt, ist also gleichzeitig M ( N und N ( M, so ist immer M = N. 
Oder kiirzer: ]ede Menge ist durch ihre Elemente bestimmt. 
(Axiom der Elementarmengen) Es gibt ein (uneigentliche) Menge, 
welche gar keine Elemente enthalt, die ,Nullmenge" ¢. 
Ist a irgendein Ding des Bereiches, so existiert eine Menge {a}, welche 
a und nur a als Element enthalt. Sind a, b irgend zwei Dinge des Be­
reiches, so existiert immer eine Menge {a, b}, welche sowohl a als auch 
b, aber kein von heiden verschiedenes Ding x als Element enthalt. 
(Axiom der Aussonderung) Ist die Klassenaussage ~ (x) definit fur alle 
Elemente einer Menge M, so besitzt M immer eine Untermenge M~ , 
welche alle diejenigen Elemente x von M, fur welche ~ (x) wahr ist, 
und nur solche als Elemente enthalt. 

I z 4 -~ (Axiom der Potenzmenge) ] eder Menge T entspricht eine zweite 
Menge U T (die ,Potenzmenge" von T), welche alle Untermengen von 
T und nur solche als Elemente enthiilt. 

249) Wir benutzen hier das heute iibliche Zeichen fiir die Teilmengeneigenschaft, 
ebenso spater ¢ (statt 0) fiir die Ieere Menge. 

250) Wir zitieren sein System im folgenden als System~. 
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lzl (Axiom der Vereinigung) ]eder Menge T entspricht eine Menge 6 T 
- 5- (die , Vereinigungsmenge" von T), welche alle Elemente der Elemente 

von T und nur solche als Elemente enthiilt. 

Wenn zum Beispiel T drei Elemente A, B, C enthalt, und wenn A die 
heiden Elemente a und a', ferner B die heiden Elemente b und b', 
schlleJSUch C die Elemente c und c' enthalt, so hat die Menge 6 T sechs 
Elemente: a, b, c, a', b', c'. 

I 
z 6 1 (Axiom der Auswahl) Ist T eine Menge, deren siimtliche Elemente von 
--- ¢ verschiedene Mengen und untereinander elementefremd sind, so 

enthiilt ihre Vereinigung mindestens eine Untermenge 51, welche mit 
jedem Element von T ein und nur ein Element gemein hat. 

l_z __ 7 1 (Axiom des Unendlichen) Der Bereich enthiilt mindestens eine Menge 
- Z, welche die Nullmenge als Element enthiilt und so beschaffen ist, daf3 

jedem ihrer Elemente a ein weiteres Element der Form {a} entspricht, 
oder welche mit jedem ihrer Elemente a auch die entsprechende Menge 
{a} als Element enthiilt. 

Durch das Axiom I Z 71 ist tatsachlich die Existenz mindestens einer unend­

lichen Menge gesichert, namlich der Menge mit den Elementen 

¢,{(/)},{{(/)}}, {{{(/)}}}, ... 

Noch einige Bemerkungen zu den Axiomen I Z 11 , I Z 21 und I Z 31 ! Es ist 

iihlich, die Mengen (wenn moglich) durch Angahe ihrer Elemente zu charak­
terisieren. So hedeutet z. B. 

M ={a, b, c}, 

daiS die Relationen a E M, b E M und c E M (und keine weitere Relation 

d E M) gel ten. Nach Axiom I Z 11 ist dann z. B. 

A= {1,2} = {2,1,1} = {2, 1}. 

Man kann aher diese Menge A auch so definieren: A ist die Menge der Null­
stellen der Gleichung 

x2 - 3x+2=0. 

Die Form der Beschreihung einer Menge ist also unwesentlich. Die Menge ist 
durch ihre Elemente festgelegt. 

Die Aussagen des Axioms I Z 2! kann man {wie noch gezeigt wird) durch 

schwachere Aussagen ersetzen. Entscheidend ist dafiir die Moglkhkeit der 
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Mengenbildung nach Axiom I Z 31. Hier liegt eine gewisse Schwache im 

ersten Ansatz zur Axiomatisierung: Was eine definite Klassenaussage ist, 
wird nicht gesagt. Durch die Methoden der formalen Logik kann man hier zu 
einer prazisen Fassung des "Axioms der Aussonderung" kommen. 

Gegen Zermelos Axiomatisierung der Mengenlehre hat Poincare Bedenken 
erhoben. Da seine in den "Letzten Gedanken" angemeldeten Einwande charak­
teristisch sind fiir konservatives Denken in der Mathematik, wollen wir 
ihnen hier Raum geben. Poincare behalt in der Originalfassung seiner ,Der­
nieres Pensees" das deutsche Wort "Menge" bei. Zermelo lehnt ja die an­
schauliche Cantorsche Definition des Begriffes Menge ab, und Poincare 
nimmt an, dafS das franzosische Wort ,ensemble" diese anschauliche Be­
deutung "gebieterisch hervorruft". Poincare gesteht Zermelo zu, dafS seine 
ersten 6 Axiome als evident betrachtet werden konnen, wenn man nur eine 

endliche Anzahl von Elementen zulafSt: Die Art, wie durch I Z 71 die Existenz 

einer unendlichen Menge postuliert wird, erscheint ihm ,recht absonderlich 
und kiinstlich". Aber das ist nicht sein entscheidendes Argument. 

Zermelo lehnt ein Axiom 

8. Beliebige Objekte bilden eine Menge 

ab. Aus guten Grunden: Sonst hatten wir ja die Antinomien erneut zu­
gelassen. Aber Poincare fragt nun (5. 128): ,Warum schwindet die Evidenz 
des Axioms (8), sobald es sich urn unendlich viele Objekte handelt, wahrend 
die Evidenz der ersten sechs bestehen bleibt?" 

Das ist - so meint Poincare - deshalb erstaunlich, wei! die Axiome doch 
"ohne Ausnahme nur eine einzige Sache lehren": dafS namlich die nach be­
stimmten Gesetzen erfolgte Zusammenfassung von Dingen eine Menge 
"bildet". Warum wird das 8. Axiom verworfen, wahrend die ersten sechs 
anerkannt werden? Das geschieht - Zermelo spricht das offen aus - urn 
einem Widerspruch zu entgehen. 

Poincare halt also die Zermeloschen Axiome in ihrer Gesamtheit keineswegs 
fiir ,evident", jedenfalls so weit sie sich auf unendliche Mengen beziehen. 
Und er ist auch nicht bereit, Zermelo das Recht zu einer formalistischen Be­
trachtungsweise zuzugestehen, wie sie Hilbert in der Geometrie eingefiihrt 
hat. Poincare beschreibt das Hilbertsche Verfahren (a. a. 0., S. 122) so: 

Hilbert fiihrt zu Beginn seiner Geometrie "Dinge" ein, die er Punkte, Ge­
raden und Ebenen nennt und indem er fiir einen Augenblick den gemeinen 
Sinn dieser Worte vergiBt oder zu vergessen vorgibt, stellt er zwismen 
diesen ,Dingen" gewisse Beziehungen fest, die jene definieren. 
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Damit dies berechtigt ist, ist es notwendig zu zeigen, daB die so eingefiihrten 
Axiome nicht zu Widerspriichen fiihren, und Hilbert ist dieser Nachweis 
beziiglich der Geometrie vollkommen gelungen, wei! er die Methoden der 
Analyse als bereits gegeben voraussetzt und sich ihrer daher fiir diesen 
Nachweis bedienen konnte. Zermelo hat nicht nachgewiesen, daB seine 
Axiome Widerspriiche ausschlieBen ... 

Aus diesen Zeilen spricht das MiBtrauen gegen das Neue. Poincare laBt 
Hilbert hochstens fur einen Augenblick den offenbar absolut festliegenden 
gemeinen Sinn der geometrischen Grundbegriffe vergessen. Und solche Ver­
geBlichkeit wird immerhin gerechtfertigt durch den Nachweis, daB das for­
male System Hilberts widerspruchsfrei ist. Dabei ist Poincare ohne weiteres 
bereit, die Widerspruchsfreiheit der Analysis als selbstverstandlich gesichert 
gel ten zu lassen. 

Wir konnen heute riickschauend sagen, daB das ,Vergessen" des gemeinen 
Sinnes der geometrischen Grundbegriffe in der modernen Mathematik doch 
tiefer reicht und Ianger dauert als Poincare damals annehmen mochte. Vor 
allem aber ist zu fragen, weshalb wir uns denn auf die Widerspruchsfreiheit 
der Analysis verlassen konnen. Bewiesen ist sie bis heute nicht. Und es hat 
im 19. Jahrhundert mancherlei SchluBweisen in der Infinitesimalrechnung ge­
geben, aus denen man jede gewiinschte Antinomie hatte deduzieren konnen. 
Natiirlich wuBten Mathematiker von Rang, daB man- urn ein Beispiel fiir 
Trugschliisse zu nennen - nicht jede konvergente unendliche Reihe von 
Funktionen ohne weiteres gliedweise differenzieren dar£. Aber es gab und es 
gibt keinen Beweis dafiir, daB die nach den anerkannten Regeln verfahrende 
Analysis niemals auf einen Widerspruch fiihren kann. Weshalb will man 
einer jungen mathematischen Disziplin nicht die Arbeitsbedingungen zu­
gestehen, die man fiir die klassischen in Anspruch nimmt? Tatsachlich hat 
erst die Axiomatisierung der Mengenlehre (insbesondere die Einfiihrung des 
Auswahlaxioms) dazu gefiihrt, daB man sich iiber die Grundlagen der 
Analysis klar wurde. In den Beweisen der Infinitesimalrechnung wird an 
mehreren Stellen das Auswahlaxiom benutzt 251). Es ist durchaus niitzlich, 
wenn durch die Bemiihungen urn eine Fundierung der Mengenlehre klar 
wird, daB umstrittene Satze dieser Theorie de facto schon lange Bestandteile 
unserer Beweise in der Analysis sind. Es ist eigenartig, daB das BewuBt­
machen dieser Grundlagen so viel Widerspruch hervorrief. Der schwachste 
Punkt im Zermeloschen System scheint uns die vage Formulierung des 

Axioms I z 31 zu sein. Es e~scheint notig, den Begriff ,Klassenaussage ~ (x)" 

praziser zu fassen. Wir miissen uns versagen, samtliche Versuche einer 

251) Vgl. dazu 5. 159. 
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Weiterfiihrung der Ideen Zermelos hier zu registrieren 252). Wir wollen eine 
moderne Fassung des alten Systems ausfiihrlicher behandeln, urn die Recht­
fertigung Cantors durch die moderne Axiomatik nachzuweisen. 

Wir werden dabei das Axiom mit der ,Klassenaussage@: (x)" durch eine A us­
sage iiber Funktionale ersetzen. Es erscheint deshalb zweckmaJSig, diesen Be­
griff vorher zu definieren und geeignete Beispiele zu geben. 

2. Priidikate und Funktionale 

In der ,naiven" Mengenlehre haben wir im allgemeinen die Mengen mit 
groJSen lateinischen Buchstaben, A, B, C, ... , die Elemente mit kleinen latei­
nischen Buchstaben a, b, c, ... bezeichnet. Fiir Mengen von Mengen schlieJS­
lich benutzten wir meist deutsche Buchstaben !m, e>, ... 
Fiir die axiomatische Theorie ist eine solche Unterscheidung nicht zweck­
maJSig. Wir werden oft damit zu rechnen haben, daJS eine Menge oder gar ein 
Mengensystem in einer anderen Menge wieder Element ist; deshalb bezeich­
nen wir aile ,Dinge" unserer Mengenlehre jetzt mit kleinen lateinischen 
Buchstaben. a, b, c, ... sind also beliebige ,Objekte" des Zermeloschen ,Be­
reichs" (vgl. S. 179). Solche Objekte a, fiir die a E b (fiir irgendein b) gilt, 
fiir die aber kein c existiert mit c E a, heiJSen auch ,Individuen". Zusammen­
fassend bezeichnen wir aile ,Objekte" derTheorie (a, b, c, .. . ) als, Mengen". 
a E b wird bei Zermelo formal gedeutet; manliest a ist in b enthalten. 

x, y, z, ... , x11 y 1, z1 ••• sind Mengenvariable, die sich zu den Mengen ver­
halten wie Zahlvariable zu Zahlen. Die Mengen und Mengenvariable werden 
auch als Terme bezeichnet. Fiir das Folgende ist der Begriff der Formel wich­
tig. Wir erklaren: 

Definition 1 

1. Sind t1 und t2 Terme, so ist t1 E t2 eine Formel. 
2. Sind A, B, C, ... Formeln, so ist jede aussagenlogische 253) Verkniipfung 

dieser Formeln wieder eine Formel. 
3. 1st P (x, y) eine Forme!, die die Variablen x und y enthalt, so sind auch 

V P (x, y), V P (x, y), A P (x, y), A P (x, y) 
:X: y :X: y 

Formeln. 

252) Niiheres findet man dariiber z. B. bei Fraenkel und Bar-Hillel [C 16]. 
158) Es sei an die Bemerkung im Vorwort erinnert, daB wir hier die Elemente der 

formalen Logik voraussetzen und die Symbole so benutzen, wie sie im Mathe­
matismen Begriffsworterbum des Verfassers eingefiihrt sind. 
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Wir geben einige Beispiele fiir Formeln 254) : 

aEb, (dd)~(aEb), 

(a E b) 1\ (bE c)~ (dE e), (a E b) V (bE a), 
A (z Ex) V (z E y), V (x ~ y) 1\ (x E z). 
Z X 

Wir benutzen Definition 1, urn durch eine Forme! die Gleichheit von Mengen 
zu erklaren: 

Definition 2 

Zwei Mengen a und b heilsen gleich (a= b), wenn sie dieselben Elemente 
haben 255): 

(a=b)-[A\(xEa)S>(xEb))]. (1) 
X 

Nach dieser Definition konnen wir auch a= b als Forme! ansehen: es ist ja 
nur eine abgekiirzte Schreibweise fiir die Aussage, die in der eckigen Klam­
mer von {1) steht. Mit dieser Definition wird das erste Zermelosche Axiom 
iiberfliissig. Wir werden es in der Tat {vgl. S. 187) durch eine andere Aus­
sage ersetzen. 

Man sagt von einer Variablen x, dafS sie in einer Formel gebunden vor­
komme, wenn sie zu einem Quantor ( V oder A) gehort; sonst gilt sie als 
frei. In den Formeln x x 

V (a Ex) 1\ (x E y), A (y Ex), 
X X 

V V [(x E y) 1\ (z E y)] 
X Z 

ist jedesmal die Variable x gebunden und die Variable y frei. Eine Formel, 
in der x als freie Variable vorkommt, bezeichnet man durch F (x), P (x) usw.; 
Formeln mit zwei freien Variablen werden entsprechend durch F (x, y), 
P (x, y), ... charakterisiert. Man bezeichnet solche Formeln auch als Priidi­
kate mit einer, zwei usw. Veranderlichen. 

Wir wollen im folgenden Pradikate P (x), F (x, y), ... fiir die Elemente ge­
wisser vorgegebener Mengen betrachten. Dabei soll feststehen, ob die Aus­
sage P (a) (fiir ein bestimmtes a) wahr ist oder falsch. Wie wir zu dieser 
Entscheidung (wahr oder falsch) kommen, ist dabei uninteressant. Wir kon­
nen etwa als Beispiel Relationen in der elementaren Arithmetik betrachten 

254) Fiir I (a E b) steht auch a~ b. 
155) A= B steht fiir die Aussage: A ist durch B definiert. Man schreibt dafiir auch 

- - - -
AS> B. 
-(Of)-
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oder aber fiir gewisse Elemente a, b, c, . .. einfach durch eine Tabelle fest­
setzen, welche Aussagen a E b, b E c usw. wahr, welche falsch sein sollen. 
Es kommt uns darauf an, gewisse Typen von Pradikaten (fiir unsere Axio­
matik) zu charakterisieren. 

Dabei machen wir von der Tatsache Gebrauch, daB die Relation a E b fiir 
uns vorlaufig ohne jeden lnhalt ist. Wir konnen sie fiir gewisse Beispiele 
definieren, wie wir wollen. Zum Verstandnis der grundlegenden Definition 
des Funktionals geben wir einige Beispiele. 

Beispiel (I) 
Gegeben sei die Menge M = {2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} von natiirlichen Zahlen. 
Die Relation a E b soll die Bedeutung haben a I b: a ist ein Teiler von b. Wir 
betrachten die Forme! 

F (x, y): x E 15/\ x E y 1\ 15 ~ y 1\ x =l= y. (2) 

Setzen wir fiir x alle Zahlen von M ein und priifen wir, ob die jeweils ent­
stehende Aussageform mit der freien Variablen y fiir irgendwelche Zahlen y 
der Menge M zu einer wahren Aussage wird. 

Das Ergebnis: Setzt man fiir x eine der Zahlen 2, 6, 10, 15 oder 30 ein, so ist 
F (x, y) falsch 256), welche Zahl y man auch wahlt. Fiir 

X= 3, y = 6; 

x= 5, y= 10 

ist F (x, y) aber wahr. 

Zu jedem x unserer Menge M gehort also hochstens ein y, fiir das (2) wahr 
ist. 

Ersetzen wir nun (2) durch 

F' (x, y): x E 15 1\ x E y 1\ x =l= y. (2') 

Jetzt gehoren zu x = 3 die Werte y = 6, y = 15 und y = 30, fiir die F' (x, y) 
wahr ist. 

Beispiel (II) 
Wir betrachten die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen: {O, 1, 2, 3, .. . } 
und deuten x E y durch x < y. 

256) Wir verwenden hier und im folgenden eine praktische aber nicht ganz korrekte 
Formulierung: Deutet manx und y als Variable, so ist F (x, y) eine Aussage­
form und kann deshalb weder wahr noch falsch sein. Gemeint ist die jeweils 
aus F (x, y) bei Ersetzung von x und y durch Elemente von M entstehende 
Aussage. 
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Das Pradikat 

P (x, y): x E 4 1\ x E y 1\ y E 2 (3) 

kann dann auch so geschrieben werden: 

P(x,y): x<y<2. (3') 

Es ist wahr fiir x = 0, y = 1 und nur fiir diese Werte. 

Beispiel (III) 
Gegeben seien die Mengen a, b, c; die Giiltigkeit der Relation x E y werde 
durch folgende Tabelle festgelegt: 

E I a b c 

a f w f 
b f f w 
c f f f 

(4) 

Es soU also z. B. a E b wahr, c E b falsch sein, us£. Die Tabelle (4) ist z. B. 
realisiert, wenn wir fiir a, b und c die Mengen 

a= A, b ={A, B}, c = {{A, B}} 

setzen und das Zeichen E im Sinne der ,naiven" Mengenlehre deuten. Be­
trachten wir jetzt das Pradikat 

f (x, y): [(a Ex)==? (x E c)] 1\ (x E y). 

Es ist wahr fiir x = a und y = b und y = c; fiir x = c ist es immer falsch. 

Definition 3 

(5) 

m sei eine Menge. Ein zweistelliges (binares) Pradikat F (x, y), bei dem zu 
jedem x E m hochstens ein y existiert, fiir das F (x, y) wahr ist, heifst ein 
Funktional in x fur die Menge m. 

Gibt es zu vorgegebenem x E m ein solches y, so heiBt dieses der Partner 
vonx. 

Die durch (2), (3) und (5) gegebenen Pdidikate haben offenbar (fiir die je­
weils betrachteten Mengen) den Charakter von Funktionalen; dagegen ist 
(2') kein Funktional, da ja zu x = 3 drei y-Werte gehOren. 

Fiir die Funktionale (2), (3) und (5) konnen wir jeweils die Menge der Partner 
notieren. Es sind dies die Mengen 

{6, 10}, {1}, {b, c}. 
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Es wird in der Definition 3 nicht verlangt, dag auch die Partner y zur Menge 
m gehoren. Wir geben noch ein Beispiel, bei dem das nicht der Fall ist. Es sei 

m = {x', x", x"'}, t = { {x', a}, {x", b}, {x'", b}}. 

Dann ist 257) 

x E m 1\ { x, y } E t 

ein Funktional; die Menge der Partner ist offenbar u = {a, b}. 

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir die durch Abian angegebene mo­
derne Fassung des klassischen Systems von Zermelo verstehen. 

3. Das Axiomenystem A 
Wir wollen das System ;;;;[ nun durch eine moderne Fassung Gf. er­
setzen 258). Wir benutzen dabei die Sprache der formalen Logik neben der 
Umgangssprache. 

1 A 11 (Existenzaxiom) Es gibt min des tens zwei Mengen a und b, die in der 
Relation a E b stehen 259) 

VV(aEb). (6) 
a b 

1 A 2 1 (Axiom der Extensionalitiit) Gleiche Mengen sind Elemente derselben 
Mengen. 

A A (x = y) =?A [(x E z) =? (y E z)]. (7) 
X y z 

1 A 3 1 (Axiom der Ersetzung) Fur jede Menge s und jedes biniire Priidikat 
F (x, y), das Funktional in x fur die Menge s ist, existiert die Menge 
der Partner 260) 

257) Das Zeichen E wird dabei im Sinne der naiven Mengenlehre verstanden. 
258) Es geht im wesentlichen auf Abian zuriick. Bei Abian fehlt aber das Existenz­

axiom. Vgl. dazu 5.189. 

Es erscheint zweckmaJSig, samtliche Axiome des Systems zunachst geschlossen 
aufzufiihren. Dabei treten in den Axiomen 6 und 7 Begriffe auf (die leere 
Menge ¢, die Vereinigungsmenge xv{x}, disjunkte Mengen), die erst mit 
Hilfe der vorhergehenden Axiome definiert werden. 

259) D. h., es gibt mindestens eine Menge, die nicht Individuum ist (namlich b). 
Vgl. 5.189. 

260) Die erste Zeile der Forme! (8) besagt doch, daB F (x, y) Funktional in x ist. 
Die zweite Zeile behauptet dann die Existenz einer Menge t, zu der gerade die 
Partner von x in bezug auf das Funktional F (x, y) gehoren. 
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A (A A A ([(xEs) 1\ F(x, y) 1\ F (x, z)] ==? (y = z)} ==? 
s % y z (8) 
==?VA {(yEt)~ V [(xEs) 1\ F (x, y)]}). 

t y r 

1
1
A 4 f (Axiom der Potenzmenge) Fiir jede Menges existiert die Menge ihrer 

Teilmengen 261} 

AVA (x E t) ~ (x C s). (9) 
5 t r 

I A sf (Axiom der Summe) Fiir jede Menge s existiert die Menge aller Ele­
mente der Mengen von s 262) 

AVA [(x E t) ~ V (z E s 1\ x E z)]. (10) 
s t r z 

(Unendlichkeitsaxiom) Es gibt eine Menge w mit den heiden Eigen­
schaften 263} 

1. (/) E w. 
2. Wennx E w,danngiltauchxu{x} E w. 

V[C/JEw/\A{(xEw)=?(xu{x} Ew)}]. (11) 
w r 

lA 7 f (Auswahlaxiom) Fiir jede disjunkte Menges, die nicht die leere Menge 
als Element enthiilt, existiert eine Auswahlmenge t von s 264) 

A A A ([(z E s) 1\ (yEs) 1\ (z =F y)] ==? 
5 z y 

V [(u E z) 1\ A { (v h) V (v ~ y)} ]) ==? 
u v 

VA ( (z E s) ==?A V ( [(x E t) 1\ (x E z)] ~ (x = w)) ). 
t z r w 

261) x ( 5 (x ist Teilmenge von 5) ist in XIII 1 definiert. 

262) Man schreibt dafi.ir auch 

t=U5=Uz. 
zE5 

263) Vgl. S. 192 ff. 

(12) 

(10') 

264) In der ersten Zeile der Forme! (12) kommt zum Ausdruck, daB sich die Aus­
sage in der zweiten Zeile auf verschiedene Elemente von s bezieht. Die zweite 
Zeile besagt, daB diese verschiedenen Elemente weder leer sind noch ein ge­
meinsames Element enthalten, sie sind di5junkt. Die dritte Zeile schlieBlich 
behauptet die Existenz der Auswahlmenge t, zu der aus jeder Menge z von 5 

genau ein Element gehort. 
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4. Elementare Satze 
Aus unseren Axiomen folgt, daiS man Mengen auch durch einstellige (mona­
dische) Pradikate P (x) charakterisieren kann: 

Satz 1 (Separations5atz) 
Fur jede Menge 5 und fur jede5 monadi5che Pradikat P (x) exi5tiert die Menge 
aller x (x E 5), fur die P (x) gilt. 
Zum Beweis braucht man nur mit Hilfe von P (x) ein binares Pradikat zu 
definieren. Das Pradikat 

F (x, y): (x = y) 1\ P (y) (13) 

ist offenbar ein Funktional in x fi.ir die Menge 5. Danach ist wegen I A 3] 
eine Definition einer Menge durch 

t = {xI x E 5 1\ P (x)} (14) 

gerechtfertigt. 

Satz2 
Es gibt genau eine Menge (/), die keine Elemente hat und Teilmenge jeder 
Menge i5t. 

Zum Beweis gehen wir von der Menge b aus, deren Existenz durch das 

Axiom !All gesichert ist 265). Nach Satz 1 existiert dann die Menge 

t = {xI x E b 1\ (x =I= x)}. (15) 

Da es kein x mit x =I= x gibt, ist die durch (15) gegebene Menge t leer. Wir 
bezeichnen sie mit (/) . 
Sie ist in jeder Menge als Teilmenge enthalten, denn die Definition des Ent­
haltenseins ( ( ) lautet doch so: · 

x C y == A (z Ex)~ (z E y). 
z 

Fi.ir x = (/) ist die Pramisse falsch, und da eine falsche Aussage jede Aus­
sage impliziert, haben wir in der Tat A (/) C y. A us der Definition der Gleich­

Y 
heit von Mengen folgt, daiSes nicht mehr als eine Nullmenge geben kann. 

2611) Bei Abian fehlt das hier fAi-l genannte Existenzaxiom. Deshalb scheint uns 
der Beweis der Existenz von ¢ dort unvollstandig. Allerdings wird spater die 
Existenz einer unendlichen Menge postuliert, die (/) als Element enthalt. Aber 
die Axiome der Mengenlehre sollen doch (um Zirkelschliisse zu vermeiden) nur 
die Existenz solcher Mengen postulieren, deren Elemente als existent vor-

gegeben sind. Deshalb hal ten wir das Axiom I A 11 fiir unvermeidlich. Es findet 
sich iibrigens auch bei Kuratowski. --
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Satz3 
Es gibt eine Menge mit den 266) Elementen 

(/), {(/)}, {{(/)}}. 

Zum Beweis gehen wir von der Potenzmenge der Nullmenge aus, die ja nach 

Axiom I A 41 existiert. Das ist die Menge (mit einem Element!) 

~ ((/)) = { (/) }. 

Wir konnen weitere Potenzmengen bilden und erkennen so zunachst die 
Existenz der folgenden Mengen: 

1.13 [1.}3 ((/))] = 1.13 ({(/)}) = {(/), {(/)}}, 
1.13 (1.}3 [1.}3 ((/))]) = 1.13 ({(/), {(/)}}) = 

= {(/), {(/)}, {{(/)}}, {(/), {(/)}}}. 

N ach Axiom I A 31 existiert dann auch die Menge 

1.}3* = {X I X E 1.13 (1.}3 [1.}3 ( (/))]) !\ (X =I= { (/) 1 { (/) }} ) } 1 

also 
1.}3* = { (/) 1 { (/) } 1 { { (/) } } } • 

Satz4 
Sind a, b, c beliebige Mengen, so existiert auch die Menge 

m={a,b,c}. 

Zum Beweis bilde man das Pradikat 

f (x, y): [(x = (/)) !\ (y =a)] V [(x ={ (/) }) !\ (y =b)] V 
V [(x = { { (/) }}) !\ (y =c)]. 

{16) 

(17) 

(18) 

Es ist Funktional in x fiir die Menge 1.}3*. N ach Axiom I A 31 existiert dann 

auch die Menge der Partner dieses Funktionals. Das ist gerade die Menge m. 

Wir wollen jetzt noch zeigen, welche Bedeutung die Vorschrift im Axiom I A 31 
hat, dalS F (x, y) Funktional sein mulS. --

268) Man kann leicht zeigen (durch Wiederholung der hier benutzten SchluBweise), 
daB auch fiir jede (fest vorgegebene) natiirliche Zahl k die Menge 

{q,, {q,}, ... {q,}k} 
existiert. Dabei steht { }k fiir { ... { ... } ... } mit k Klammern. Wir ver­
meiden solche Schliisse, wei! wir den Begriff der natiirlichen Zahl hier nicht 
voraussetzen wollen; er soli ja erst mengentheoretisch begriindet werden (Ab­
schnitt XIII 5). 
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Beach ten wir zunachst, dafS das Pradikat X ( y kein Funktional fiir die Menge 
~* = { C/J I { C/J } I { { C/J } } } 

ist. Setzt man namlich x = C/J, so hatte man z. B. x ( { C/J} und x ( { { C/J}}; es 
gibt also fur x = C/J mindestens zwei zugeordnete Mengen y. Setzen wir uns 
einmal fur einen Augenblick tiber diesen Umstand hinweg. Dann konnte 
man folgende Schliisse ziehen: Die Menge 

u =I y IV (x E { C/J} 1\ (x ( y) l 
X 

existiert. x ist aber die leere Menge, und die ist nach Satz 2 in allen Mengen 
als Teilmenge enthalten. u ware also die Menge aller Mengen! Wir hatten 
dann 

A(yEu). 
y 

Nach dem Separationssatz (Satz 1) existiert dann aber auch 

n = {y I (y E u) 1\ (y ~ y)}. 

n ist offenbar die Russelsche Menge (vgl. S. 147). Wir haben dann 

yEnqy~y 

und gewinnen fiir y = n die bekannte Antinomie. Zur Vermeidung dieser 
Schliisse ist in das Axiomensystem die Sicherung eingebaut, dafS F (x, y) 
Funktional sein mufS 267). 

Wir wollen an dieser Stelle nicht die Elemente der Mengenlehre vollstandig 
aus dem Axiomen des Systems G4 entwickeln. Bemerken wir abschliefSend 

nur noch, dafS (nach Axiom j A sj ) die Existenz von Vereinigungsmengen und 

Durchschnitten von Mengen gesichert ist. Sind etwa r, s, t gegebene Mengen, 

so existiert nach ~~~~ die Vereinigungsmenge 

v = U (r, s, t), 
nach Satz 1 aber auch 

d = n (r, s, t) =I X I (x E v) 1\ (x E r) 1\ (xEs) 1\ (x E t)l. (10') 
Im allgemeinen Fall hat man (vgl. (10')) 

d = (\ s = n z = I X I X E us 1\ A [(z E s) 8 (x E z)] ). (10") 
zEs z 

267) Damit ist freilich nur gezeigt, da/5 die Russellsche Menge auf diesem Wege 
nicht in die Theorie eindringen kann. Will man die Mengenbildung durch eine 
axiomatische Vorschrift einschranken, so kann man dem SystemG4 noch ein 
"Regularitatsaxiom" hinzufiigen, das aile Mengen ausschlie/St, die sich selbst 
als Element enthalten. Vgl. dazu [C 1], 5. 120. 

191 



5. Die natiirlidten Zahlen 
Schon Cantor selbst hat versucht, die Theorie der natiirlichen Zahlen mengen~ 
theoretisch zu begriinden. Sein Verfahren ist von Zermelo (bei der Heraus~ 
gabe seiner gesammelten Werke) als inkonsequent kritisiert worden (vgl. 
5. 88). Es erscheint deshalb bedeutsam, dalS aus den Axiomen des 
Systems Gil auch die Axiome fiir das Rechnen mit natiirlichen Zahlen dedu~ 
ziert werden konnen. 
Die hier gegebene Definition der natiirlichen Zahlen geht auf]. v. Neumann 
zuriick; er hat diesen Ansatz zuerst im Jahre 1923 in einem Brief an Zermelo 
mitgeteilt und dann in seinen Arbeiten zur Axiomatisierung veroffentlicht. 

Die Grundlage fiir die Theorie der natiirlichen Zahlen ist das Unendlichkeits~ 

axiom I A 61 . Danach gibt es eine Menge w, die u. a. die folgenden Elemente 
enthalt-:-

(/), (/) v{(/J} = {(/)}, {(/J}v{{(/J}} = {(/), {(/)}}, 
{(/), {(/)}} v{{(/J, {(/)}}} = {(/), {(/)}, {(/), {(/)}}}, 

Das brauchen aber noch nicht aile Elemente von w zu sein. Ist jedenfalls m 
irgendeine Menge, die zu w gehort, dann gehort auch mV{m} dazu. Es ist 
deshalb fiir die weiteren Aussagen niitzlich zu erklaren: 

Definition 4 
Fiir irgendeine Menge x heilSt 

x+ = xV{x} 

der unmittelbare Nachfolger von x. 

Satz5 
Es gibt eine einzige Menge w mit den Eigenschaften 

(/JEw (18) 
und 

(x E w) =? (x+ E w), (19) 

die zugleich T eilmenge jeder Menge h mit den Eigenschaften (/) E h und 
(y E h)=? (y+ E h) ist. 
Zum Beweis gehen wir aus von einer Menge w, die die Bedingungen (18) und 

(19) erfiillt. Sie existiert nach Axiom I A 61. 1}3 ( w) sei die Potenzmenge von 

w und g die Menge aller Teilmengen h von w, die die Bedingungen (18) und 
(19) erfiillen. Jede Menge h hat also die Eigenschaften 

(/) E h, (x E h) =? (x+ E h). 
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g existiert als Teilmenge von~ (w) nach Satz 1. Es ist ja 

g = (h!hE~ (w) 1\ ((/J Eh) 1\ (xEh=?x+Eh)). 

Nach unseren Bemerkungen tiber den Durchschnitt existiert dann auch die 
Menge 

(J) = ng = n h. 
hEg 

Wir haben nun zu zeigen, daiS w die Bedingungen (18) und (19) erfiillt. 

Da (/) zu jeder Menge von g gehort, gehort (/) auch zum Durchschnitt dieser 
Mengen. 1st x E w, so gilt x E h fiir aile 71 E g. Dann gilt auch x+ E h fiir aile 
h E g; deshalb haben wir auch x+ E w. Es sei nun v eine beliebige Menge, 
die die Bedingungen (18) und (19) erfiillt. Dann hat offenbar w n v diese 
Eigenschaft. Nach Definition des Durchschnitts ist also 

wnv(w(w. 

w n v ist also eine Menge h E g. Nach Definition von w gilt daher 

w(wnv 

also auch w ( v. 

Nehmen wir nun an, dafS es eine zweite Menge w* mit den Eigenschaften von 
w gebe. Dann haben wir nach der Definition von w (bzw. w*): 

w ( w*, w* C w, 

also w = w*. 

Diese Menge w wird nun als die Menge der natiirlichen Zahlen 268) erklart: 

Definition 5 
Die Elemente von w heifSen natiirliche Zahlen. Es sind die folgenden Bezeich­
nungen iiblich: 

0 = (/), 

1={<:/J}={o}, 

2 = {(/), {(/)}} = 1V{1} = {O,lL 

3 = {(/), {(/)}, {(/), {(/)}}} = 2v{2} = {0,1,2L 

4 = 3V{3} = {0, 1, 2, 3}, 

5 = 4V{4} = {0, 1, 2, 3, 4}, 

6 = sv{s} = {o, 1, 2, 3, 4, sL 

(20) 

268) Hier wird auch 0 als natiirliche Zahl bezeichnet. Sonst ist es oft iiblich, nur die 
Zahlen 1, 2,3, ... als natiirliche Zahlen gelten zu lassen. 
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Weiter ist nach Definition 4: 

1 = o+, 2 = 1+, 3 = 2+, ... (21) 

Nach Satz 5 existiert die Menge w aller natiirlichen Zahlen, weiter die Potenz­

menge von w (Axiom I A 41 ) und die nach Satz 1 moglichen Teilmengen. 

Wir wollen nun zeigen, daJS fiir die Menge w die bekannten Peanoschen 
Axiome erfiillt sind. 

Satz6 
Ist N eine Teilmenge von w mit den Eigenschaften: 

¢ E N, (x E N) =? (x+ E N), (22) 

soisf N= w. 

Das ist das Prinzip der vollstiindigen (finiten) Induktion. Da fiir die Menge N 
(22) gilt, ergibt sich nach Satz 5 w ( N. Wegen der Voraussetzung N ( w 
ist tatsachlich w = N. 

Aus (20) erkennt man sofort: 

Satz7 
l edes Element einer natUrlichen Zahl ist eine natUrliche Zahl. Keine natUr­
liche Zahl enthiilt sich selbst als Element. 
Weiter zeigen wir: 

SatzB 
l edes Element einer natUrlichen Zahl n ist T eilmenge dieser natUrlichen Zahl: 

A [(mEn)=? (m C n)]. (23) 
m 

Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir die vollstandige lnduktion (Satz 6). 
Es sei N die Menge der natiirlichen Zahlen n, fiir die (23) richtig ist. 

Natiirlich gehort 0 zur Menge N, da ja fiir die leere Menge ¢ die Pramisse 
von (23) falsch, die ganze Aussage also richtig ist. 

Es sei nun n E N. Wir wollen zeigen, daJS dann auch n+ E N. Es sei x irgend­
ein Element von n+. Dann ist x E n oder x = n. Wenn x En ist, dann haben 
wir nach (23) x ( n und a fortiori x ( n v {n}. 1st andererseits x = n, so 
haben wir wieder x ( n v {n}. Deshalb gehort auch n+ zu N und nach Satz 6 

istN= w. 
Satz9 
Sind die unmittelbaren Nachfolger zweier naturlicher Zahlen gleich, so sind 
die natUrlichen Zahlen selbst gleich: 

(n+ = m+) =? (n = m). (24) 
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Schreiben wir die Pramisse von {24) ausfiihrlich: 

nu{n} = mu{m}, 

und nehmen wir an, es sei n =!= m. 

{24') 

Danach ist n E m und m E n. Das sieht man so ein: n ist ja Element der 
linken Seite der Gleichung {24'), mu1S also (nach Definition der Gleichheit) 
auch Element der rechten sein. Wir haben also 

n E modern E {m},d.h.n=m. 

Der zweite Fall sollte ausgeschlossen sein. Wir haben also n E m und ent­
sprechend m E n. Nach Satz 8 ist also auch n ( m und m C n, also n = m. 

Satz 10 

Keine natUrliche Zahl hat den Nachfolger 0. 

Ware namlich n+ = 0 = cp, so hatte n+ keine Elemente. n+ hat aber das Ele­
mentn. 

Definition 6 
Eine natiirliche Zahl m heifst unmittelbarer Vorgiinger 269) von n, wenn 

m+ = mu{m} = n {25) 

ist; im Zeichen: m = n-. 

Satz 11 
Jede von Null verschiedene natUrliche Zahl hat genau einen unmittelbaren 
Vorgiinger. 

Zum Beweis bemerken wir zunachst, daB o gewiB keinen Vorganger hat 
(Satz 10), wohl aber die 1; es ist jar= 0. Sei nun M die Menge der natiir­
lichen Zahlen, die einen unmittelbaren Vorganger haben, und N = Mu {o}. 
n =!= 0 sei ein Element von N. Dann gibt es eine Zahl m, so daB m+ = n ist. Es 
ist aber (m+V = n+. n+ hat also einen unmittelbaren Vorganger (namlich m+) 
und gehort damit zu N. Da auch 0 zu N gehort, ist nach Satz 6 N = w. 

Fiir jede von Nu~ verschiedene natiirliche Zahl n gilt offenbar 

(n-v = n. 

Die bisher bewiesenen Satze schlieBen aber die bekannten Peanoschen 
Axiome 270) fiir die natiirlichenZahlen ein. Damit ist eine mengentheoretische 

269) Vgl. dazu 5. 100. Die hier gegebene Definition des Vorgangers kann natiirlidl. 
in die allgemein fiir geordnete Mengen giiltige eingeordnet werden. 

270) Vgl. z. B. Lenz [C 28]. 
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Begriindung fiir das Rechnen mit natiirlichen Zahlen gegeben. Sie hat den 
Vorteil, daB es nach dem Axiomensystem Gl- nur eine Menge w geben 
kann. 

Natiirlich hat das hier durchgefiihrte Verfahren auch didaktische Nachteile. 
Diese mengentheoretische Fundierung des Rechnens ist gewiB nicht fiir den 
Anfangsunterricht in der Grundschule geeignet. Man mag da ein operatives 
Verfahren 271) vorziehen. Aber es erscheint doch bedeutsam, daB es iiber­
haupt moglich ist, das Rechnen mit natiirlichen Zahlen in eine Theorie hin­
einzunehmen, die praktisch das Fundament fiir jede der modernen mathe­
matischen Disziplinen liefern kann. Wir werden auf diesen Umstand noch 
eingehen. 

6. Unendlidte Mengen 

Durch das Unendlichkeitsaxiom ist die Existenz zunachst einer unendlichen 

Menge gesichert. Aber durch Anwendung von I A 41 (Axiom der Potenz­

menge) und des Separationssatzes kann man weitere unendliche Mengen ge­
winnen. 

Fiir spatere Anwendungen wollen wir noch erwahnen, daB mit Hilfe der 

Axiome I A 61 und I A 31 auch eine Verallgemeinerung des Satzes 4 mog­

lich ist. 

Satz 12 
Sind 

beliebige Mengen, so ist auch 
A= {a1, ~~ a3, ••• } 

eineMenge. 

Ohne das Unendlichkeitsaxiom konnten wir schon die entsprechende Aus­
sage fiir endlich viele Mengen av begriinden 27!). Die Existenz der Menge A 
(Satz 12) ergibt sich jetzt einfach aus der Existenz der Menge w der natiir-

lichen Zahlen unter Benutzung des Axioms der Ersetzung ( I A 31 ) : 
F (n, y): n E ro 1\ y = an 

ist offenbar ein Funktional in n fiir die Menge ro, und A ist die Menge der 
Partner. 

271) z. B. nach Lorenzen. 
! 71) V gl. Satz 3 und die FuBnote! 
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Durch Anwendung von Satz 12 erkennt man sofort die Existenz der Menge 

~ = {w, ~ (w), .. . , ~(n) (w), ... }. 

Dabei sind die Mengen ~(n) ( w) erklart durch 

~(o) (w) = w, ~(n+l) (w) = ~ (~(n) (w)). 

Ihre Existenz ist durch I A 61 und I A 41 gesichert. 

7. Das kartesisdte Produkt 

Wir haben schon in Kap. IV 3 das kartesische Produkt zweier Mengen x 
und y (im Zeichen: x X y) als die Menge der geordneten Paare (a, b) (a E x, 
b E y) eingefiihrt. Wir miissen jetzt, bei der axiomatischen Fundierung der 
Mengenlehre, die "Existenz" dieser Menge (bei gegebenen Mengen x und y) 
nachweisen. Dabei ist ein Existenzbeweis in der axiomatischen Theorie keine 
ontologische Deduktion im Sinne Cantors. Es geht nur urn den Nachweis, 
daiS unser Axiomensystem G4 so eingerichtet ist, daiS es die Bildung der ge­
nannten Menge geordneter Paare zulaiSt. 

Wenn wir aber unsere Theorie auf der Relation des Enthaltenseins griinden 
wollen, ist schon der Begriff des "geordneten" Paares (a, b) problematisch. 
Sind a und b Mengen (oder "Objekte" im Sinne Zermelos, vgl. 5. 179), so 
existiert auch die Menge {a, b} (vgl. Satz XIII 4). Wir haben aber vorlaufig 
keine Moglichkeit, die Reihenfolge der Elemente zu unterscheiden. Es ist ja 

{a, b} = {b, a}= {a, a, b} = {b, a, b, a} usf. 

Wir erklaren deshalb: 

Definition 7 

Die Menge 

(x, y) = { {x}, {x, y}} 

heiiSt das geordnete Paar von x und y. 

x ist jetzt vor y ausgezeichnet dadurch, daiS {x} als Element in der Menge 
(x, y) vorkommt. Es kann als das "erste" Element angesprochen werden, 
auch dann, wenn man (was ja zuHissig ist) (x, y) so schreibt: 

(x, y) = { k y}, {x}}. 

Satz 13 

Aus (x, y) = (u, v) folgt x = u, y = v. 
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Nehmen wir zunachst an, daiS u =!= v sei. Wegen {x} E { {u}, {u, v}} folgt 
dann {x}={u}, also x=u. Weiter ist {u,v} E {{x},{x,y}}. Wegen 
{x} =!= {u, v} ist {u, v} = {x, y}. Aus x = u schliefSen wir dann sofort auf 
y=v. 

Im Faile u = v haben wir 

{{u}, {u,v}} = {{u}, {u,u}} = {{u}}. 

Daraus folgt dann {x} = {x, y} = {u}, also x = y = u. Wir halten aus dieser 
Oberlegung noch fest, daB (x, x) = { {x}} ist. 

Urn nun die Definition des kartesischen Produktes vorzubereiten, beachten 
wir zunachst, daiS aus x E a, y E b folgt, daiS die in (x, y) = { {x}, {x, y}} 
auftretenden Mengen Teilmengen der Vereinigungsmenge aV b sind. Wir 
haben deshalb: 

{x}E~(aVb), {x,y}E~(aVb). 

Danach gilt fiir das geordnete Paar (x, y): 

(x, y) (~ (aVb), (x, y) E ~ (~ (aVb)). 

Jetzt konnen wir das kartesische Produkt als Teilmenge von~ (av b) nach 
Satz 1 definieren: 

Definition 8 
Das kartesische Produkt zweier Mengen a und b ist gegeben durch 

a X b = (w I w E'lJ ('lJ (aVb))i\ C (w)}. (26) 

Dabei ist das Pradikat C (w) die Aussageform 

C (w): w = (x, y) fiir irgendein x E a, y E b. (27) 

Wir konnen (27) auch so formulieren: 

C(w): V Vw={{x},{x,y}}. (27a) 
xEa yEb 

Damit ist die Existenz von a X b (bei gegebenen a und b) gesichert. 

Wir haben fiir das im Ersetzungsaxiom /A 31 auftretende Funktional gefordert, 

daiS es durch das Zeichen E und durch logische Symbole definiert sei. Da die 
Aussagen und Aussageformen, die die Zeichen = und C benutzen, auf 
Formeln mit logischen Zeichen und dem Zeichen E zuriickgefiihrt werden 
konnen, sind auch Formeln mit diesen Symbolen zulassig. Wir konnen jetzt 
hinzufiigen, daB auch das Zeichen fiir das kartesische Produkt zur Definition 
von Funktionalen verwandt werden kann. 
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Wollte man auf solche Hilfsmittel zur Beschreibung der Funktionale ver­
zichten, so miifSte man seitenlange und uniibersichtliche Formeln in Kauf 
nehmen. 

Mit Hilfe des kartesischen Produktes konnen nun Relationen und Funktionen 
definiert werden. Eine Relation in einer Menge m ist bekanntlich 273) eine 
Teilmenge des kartesischen Produktes m X m. Wir wollen uns diesen Sach­
verhalt an einem einfachen Beispiel klarmachen. Fiir die Menge w der natiir­
lichen Zahlen ist ja 274) n < m erfiillt, wenn n E m gilt. Die Menge k der ge­
ordneten Paare (n, m), fiir die n < m richtig ist, ist eine wohlbestimmte 
Teilmenge von w X w: 

(n, m) E k ¢::?nEw 1\ mEw 1\ n Em. 

Eine Teilmenge o eines cartesischen Produktes m X m heiBt allgemein eine 
Ordnungsrelation, wenn fiir diese Teilmenge die Ordnungsaxiome erfiillt 
sind. Wenn wir in VII 3 a-< b durch (a, b) E o ersetzen, so konnen wir sie 
so formulieren: 

(a,b)Eo#(b,a)~o, 

(a, b) Eo 1\ (b, c) Eo=? (a, c) Eo. 
(28) 

Die Aussage: 

G (m): mist eine geordnete Menge (29) 

kann danach offenbar ,formalisiert" werden zu einer Existenzaussage fiir 
eine Teilmenge von m X m, die die durch (28) gegebenen Eigenschaften hat. 

Wir wollen darauf verzichten, das Aufschreiben solcher Formeln weiter zu 
exerzieren. Begniigen wir uns mit dem Hinweis, daB auch die Funktionen als 
Teilmengen kartesischer Produkte eingefiihrt werden konnen. 

Eine Abbildung (syn.: Funktion) f einer Menge a in eine Menge b ist eine 
Teilmenge von a X b, die durch folgende Eigenschaften ausgezeichnet ist: 

A V (x,y) E f, 
xEa yEb (30) 
(x, y) E f 1\ (x, z) E f =? y = z. 

Wir sprechen von einer Abbildung (Funktion) von a auf b, wenn f (aufSer 
(30)) noch die Eigenschaft 

A V (x, y) E f (31) 
yEb xEa 

273) Siehe z. B. Meschkowski: Einfiihrung in die moderne Mathematik, Mannheim 
1964, s. 98. 

m) Vgl. Satz 4 a von Kapitel XIV! 
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hat, wenn also jedes Element von b auch als ,Bild" eines Elementes x E a 
vorkommt. Eine Abbildung f von a auf b heiBt eineindeutig, wenn verschie­
denen Elementen von a verschiedene Elemente von b entsprechen: 

(32} 

Wir nennen nun auch in der axiomatisierten Theorie zwei Mengen (nach 
Cantor) iiquivalent (a- b), wenn eine eineindeutige Abbildung von a auf b 
moglich ist. Zwei geordnete Mengen heiBen iihnlich (a~ b), wenn es eine 
eineindeutige die Ordnung erhaltende Abbildung von a auf b gibt. 

Offen bar sind die Aussagen 

a- b, 
a~b 

(33a} 

(33b} 

formalisierbar: Man kann sie durch solche Satze iiber Teilmengen des karte­
sischen Produkts a X b ersetzen, die durch das Zeichen E und die Symbole 
der formalen Logik ausgedriickt werden konnen. 

Wir wollen dem Leser die Begriindung dafiir iiberlassen, daB auch die Aus-
sage 

W (m): Die Menge mist wohlgeordnet 

formalisierbar ist. 

Fassen wir zusammen: 

(34} 

Die Aussagen (30}, (33 a}, (33 b) und (34} sind formalisierbar und konnen 
daher in Funktionale F (x, y) des Ersetzungsaxioms eingebaut werden. 

8. Andere Axiomensysteme 

Wir haben unseren Betrachtungen das von Schoenflief3, Fraenkel, Kuratowski 
und Abian iibernommene und weiter entwickelte Axiomensystem von Zer­
melo zugrunde gelegt. Wir wollen auch auf Grund dieses axiomatischen An­
satzes im nachsten Kapitel eine Definition der Ordnungs- und Kardinal­
zahlen geben und zeigen, wie sich die urspriinglich von Cantor geschaffenen 
Begriffe in einem modernen Axiomensystem ausnehmen. 

Vorher aber wollen wir wenigstens berichten, daB es noch mancherlei andere 
Axiomensysteme fiir die Mengenlehre gibt. 

Eine Moglichkeit zur Axiomatisierung der Mengenlehre geht von.der Russell­
schen Typenlehre aus. Man kann unterscheiden zwischen den ,Urelementen" 
in einer mengentheoretischen Betrachtung (z. B. den Punkten eines Raumes, 
den natiirlichen oder rationalen Zahlen) und den Mengen, die diese Objekte 
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jeweils zu einem Ganzen zusammenfassen. SchlieJSlich kann man Mengen 
hoheren Typus bilden, deren Elemente wieder Mengen (Mengen von Ur­
elementen) sind, usf. Man kann eine Menge homogen nennen, wenn ihre 
Elemente entweder Urelemente oder Mengen gleichen Typs sind. So ist z. B. 
die Menge { {1, 2}, {3, 4}} homogen, nicht aber die Menge {1, {2, 3} }. Wenn 
man nur homogene Mengen zulaJSt, sind offenbar die Antinomien aus­
geschlossen, da die in den Antinomien auftretenden Mengen nicht homogen 
sind. Von Russell 215) stammt eine Axiomatisierung der Mengenlehre, die 
den Typenbegriff benutzt. 

Eine andere Moglichkeit bietet der Klassenkalki.il von J. v. Neumann 216). Er 
hat den Begriff der ,zu groJSen" Menge eingefi.ihrt, der ,Unmenge". Die 
,Menge aller Mengen" ist z. B. eine Unmenge. ]. v. Neumann vermeidet 
die Antinomien, indem er nur die Mengen Elemente von Mengen (oder Un­
mengen) sein laJSt; Unmengen dagegen konnen nicht Elemente sein. 

Bemerkenswert an der Neumannschen Axiomatisierung ist die Tatsache, daJS 
hier wohl zum ersten Male eine mengentheoretische Fundierung des Rech­
nens mit nati.irlichen Zahlen gegeben wird (vgl. dazu Brief Nr. 23). In der 
,Allgemeinen Mengenlehre" von Klaua wird eine Axiomatik zugrunde ge­
legt, die man als eine Synthese zwischen der Russellschen Typenlehre und 
den Methoden von]. v. Neumann deuten kann. Weitere Axiomensysteme 
stammen u. a. von Bernays, Ackermann und Thiele 211). 

275) Russell [D 22], [D 23]. 
276) v. Neumann [1], [2]; vgl. auch den Brief Nr. 23 im Anhang. 
277) [C 5], [D 1], [0 8] im Literaturverzeichnis. 
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XIV. Moderne Theorie der Ordnungs- und Kardinalzahlen 

1. Ordnungszahlen 

Wir wollen in diesem Kapitel eine in ihren Grundziigen auf]. v. Neumann 
zuriickgehende Theorie der Ordnungs- und Kardinalzahlen darstellen. Sie 
liefert axiomatisch fundierte 278) Aussagen iiber jene Begriffe, deren erste 
,intuitive" Definition auch Cantor AnlafS zu Kritik gegeben hatte. 

Wir setzen dabei den klassischen Begriff der Wohlordnung im Cantorschen 
Sinne voraus. Es gelten die fiir die Wohlordnung, aber auch die fiir die .Ahn­
lichkeit, den Anfang und den Abschnitt im Kapitel VII gegebenen Definitio­
nen. Wir konnen auch die grundlegenden Satze iiber wohlgeordnete Mengen 
aus Kapitel VII iibernehmen. Die Satze VII 1 bis VII 4 sind ja nur einfache 
Folgerungen aus den Begriffen der Wohlordnung und der Ahnlichkeit. 

Man iiberzeugt sich Ieicht, dafS die hier iibernommenen Definitionen sich in 
den axiomatischen Aufbau der Theorie nach dem System C34 einfiigen. 

Wir werden aber den Begriff der Ordnungszahl (nach ]. v. Neumann) neu 
definieren und miissen natiirlich die Aussagen tiber die Ordnungszahlen (von 
Kapitel VII) nochmals beweisen. 

Definition 1 

Eine Menge w heifSt eine Ordnungszahl, wenn w so wohlgeordnet werden 
kann, dafS fiir jedes Element v E w 

Av=v (1) 
gilt. Dabei ist Av der durch v bestimmte Abschnitt 279). 

Eine Ordnungszahl w ist danach durch die Beziehung des Enthaltenseins ge­
ordnet: 

x-<...y9xEy, (xEw,yEw). 

! 78) Wir benutzen hier weiter das Axiomensystem G4. 
279) Siehe dazu Kap. VII. Wir benutzen hier die Buchstaben u, v, w, . .. fUr Ord­

nungszahlen, nicht mehr (wie in Kap. VII) cc, fl, y, ... Dieser Wechsel in der 
Bezeichnung soil deutlich machen, daB die Ordnungszahlen hier anders defi­
niert sind. 
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A us x -< y folgt namlich x E Ay = y; ist umgekehrt x E y vorausgesetzt, so 
folgt x-< y aus y = Ay. 
Nach dieser Definition sind die natiirlichen Zahlen Ordnungszahlen (vgl. 
Kapitel XIII). Aber auch die Mengen 

w, w+ = w \._) {w}, (w+v, ((w+vv, ... 

haben diese Eigenschaft. Wir geben die Begriindung fiir w+ und ordnen dazu 
diese Menge so : 

w+ = {o, 1, 2, 3, ... , w}. 

Offenbar ist dann A,= w. Da die iibrigen Elemente von w+ natiirliche Zah­
len sind, haben wir in der Tat fiir aile Elemente v E w+: Av = v. 

Satz 1 

lst w eine Ordnungszahl, so ist auch w+ = wV{w} eine Ordnungszahl. 

Ist namlich x E w+, so ist x E w oder x = w. Wir ordnen nun w+ so: 
w+ = { ... , w}. 

Dabei stehen die Punkte fiir die Elemente von win ihrer Wohlordnung. Jedes 
Element von w steht in dieser Ordnung vor w. Es ist also Aw = w. Fiir die 
Elemente x von w gilt nach Voraussetzung x = Az. Jedes Element von w+ ist 
demnach gleich dem zugehorigen Abschnitt, und deshalb ist w+ eine Ord­
nungszahl. 

Satz2 
]edes Element eines Elementes einer Ordnungszahl wist auch Element von w 
selbst: 

xEv/\vEw=}xEw. (2) 

Zum Beweis benutzen wir die Menge w+, die ja nach Satz 1 auch eine Ord­
nungszahl ist. Wegen v E w haben wir in w+: w = Aw. Aus v E w = Aw 
folgt also v-< w. Weiter folgt a us x E v = Av: x-< v. Wir haben also 

x-<v-<w; 
dann gilt aber auch x E Aw = w. 

Satz3 
Zwei Ordnungszahlen u und v sind genau dann gleich, wenn sie iihnlich sind. 

DaB gleiche Ordnungszahlen ahnlich sind, ist trivial. Zeigen wir also, daB 
schon a us der Ahnlichkeit die Gleichheit folgt! Es sei u ~ v; es gibt dann eine 
eineindeutige Abbildung 

f: x-+ f (x) = y, x E u, y E v, 

die die Ordnung erhalt. 
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J ede Ordnungszahl w hat als wohlgeordnete Menge ein erstes Element a. 
Dieses Element ist die leere Menge ¢. Glibe es namlich ein Element b E a, 
so ware nach Satz 2 auch b Element der Ordnungszahl w. Aus b E a E w 
folgt aber b-< a: a ware dann nicht das erste Element von w. 

Bei einer die Ordnung erhaltenden Abbildung muB das erste Element der 
einen Menge auf das erste der andern abgebildet werden: 

(j)=f(¢). 

Es gibt also gewiB einen Abschnitt Ab der Ordnungszahl u, fur den f (x) = x 
gilt fur alle x E Ab. Sei f (b)= c. Dann ist (da ja auch v eine Ordnungszahl 
ist) c = Ac. Zu Ac gehoren aber die Elemente von v, die vor c liegen. Da die 
Ordnung erhalten bleibt, sind das die Elemente f (x) = x mit x E Ab, b E u. 
Wir haben also Ac = Ab, nach Definition der Ordnungszahl also c = b. 

Nach dem Prinzip der transfiniten Induktion ist dann f (x) = x fur alle Ele­
mente x E u. 

Wir fuhren j etzt eine Ordnung fur die Ordnungszahlen ein: 

Definition 2 
Eine Ordnungszahl u heiBt kleiner als eine Ordnungszahl v (u<v), wenn 
u einem Abschnitt von v ahnlich ist. 

Fur die so definierte Ordnung gilt nun (in Analogie zu Satz VII 3 a fiir die 
Cantorschen Ordnungszahlen) : 

Satz4 
Fur irgend zwei Ordnungszahlen v und w gilt genau eine der drei Aus­
sagen 280): 

v<w, v = w, v>w. (3) 

Das folgt sofort aus den allgemeinen Satzen VII 2 und 3 iiber wohlgeordnete 
Mengen. 

Wir konnen noch die Bemerkung hinzufiigen: 

Satz4a 
Gilt fur zwei Ordnungszahlen v und w die Aussage v < w, so ist auch 

vEw, v( w 

richtig. Aus v E w folgt wieder v < w, aus v ( w aber nur v:;;;; w. 

v E w ergibt sich daraus, daJS v einem Abschnitt von w ahnlich ist. Ein 
solcher Abschnitt ist, wie man sofort aus der Definition 1 erkennt, wieder 

280) v > w steht fiir w < v. 
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eine Ordnungszahl. Ahnliche Ordnungszahlen sind aber (Satz 3) gleich. 
Jeder Abschnitt Aa von w ist aber gleich dem Element a E w. Es gilt also 
v E w. Wegen a= Aa ( w haben wir auch v ( w. Ebenso Ieicht macht man 
sich die Umkehrung klar. 

Satz5 
Der unmittelbare Nachfolger der Ordnung5zahl v i5t v+ =vV{v}. 

v+ ist nach Definition 1 eine Ordnungszahl, und wegen v E v v { v} ist auch 
v < v v { v}. Es kann aber keine Zahl u mit der Eigenschaft v < u < v+ geben. 
A us v < u folgt namlich v E u. Weiter ist (Satz 2) jedes Element von v dann 
auch Element von u. Dann ist aber v v{ v} ( u, also vV { v} ~ u. 

Jede Ordnungszahl hat also einen unmittelbaren Nachfolger, nicht aber un­
bedingt auch einen unmittelbaren Vorgiinger. Die Vorganger der Ordnungs­
zahl w z. B. sind die natiirlichen Zahlen. Aber fiir jede Zahl n < w gibt es 
natiirliche Zahlen m mit der Eigenschaft n < m < w. 

Definition 3 
Eine von C/J verschiedene Ordnungszahl, die keinen unmittelbaren Vor­
ganger hat, hei!St eine Grenzzahl. Das ist eine Verailgemeinerung der klassi­
schen Definition der Limes-Zahl durch Cantor, vgl. 5. 106. 

Fiir die weiteren Oberlegungen woilen wir nun den aus der klassischen Ana­
lysis vertrauten Begriff der oberen Grenze fiir beliebig geordnete Mengen 
verailgemeinern. 

Definition 4 
Es sei t eine Teilmenge einer geordneten Menge a: t ( a. Ein Element b E a 
hei!St eine obere Schranke von t, wenn c-< b gilt fiir aile Elemente c E t: 

b = 0 5 (t) ¢:? c E t =? c-< b. 

b* E a hei!St die klein5te obere Schranke von t (im Zeichen: b* =fin t), wenn 
b*-< b fiir aile oberen Schrank en b von t: 

b* =fin t ¢:? b* = 0 S (t) 1\ A b*-< b. 
b -

Daraus ergibt sich unmittelbar der folgende Satz fiir Ordnungszahlen: 

Satz 6 
lst eine Ordnungszahl w eine Grenzzahl, 50 i5t 

w= finw. 

Hat w einen unmittelbaren Vorgiinger w-, 50 i5t 

w- =fin w. 

(4) 

(4') 
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Satz 7 

Fur jede Menge w von Ordnungszahlen v gilt 

Vw= finw. {5) 

Zum Beweis dieses Satzes bemerken wir zunachst, daiS jede Menge von Ord­
nungszahlen wohlgeordnet ist. Das wurde bereits als Satz VII 6 in der 
,naiven" Behandlung der Ordnungszahlen bewiesen. Der Leser iiberzeuge 
sich, daiS der dort gefiihrte Beweis auch auf die axiomatische Theorie iiber­
tragbar ist 281). 

Da die Elemente u von v w Elemente der Ordnungszahlen v E w sind, ist 
stets u = Au. v wist also nach Definition 1 eine Ordnungszahl. 

Weiter ist v w eine obere Schranke fur aile Elemente von w. Aus v E w folgt 
ja v C v w, also nach Satz 4 a: v ~ v w. v w ist aber die kleinste obere 
Schranke. Sei namlich x irgendeine obere Schranke von w, so ist doch 

v ~ x fur v E w. 
Die Elemente von v w sind nun aber die Elemente y irgendwelcher Elemente 
v E w: 

Vw= {yly E v!\v E w}. 

Aus 282) y E v, v C x folgt aber y Ex; v w ist danach Teilmenge von x: 
v w C x, also v w ~ x. v wist also tatsachlich die kleinste obere Schranke. 

Wir konnen diesen Satz tiber Mengen von Ordnungszahlen auch auf Ord­
nungszahlen selbst anwenden; jede Ordnungszahl w ist ja gleich der Menge 
Aw von Ordnungszahlen. 

Nach Satz 6 ist daher 

{ w fur Grenzzahlen w, 
Vw= 

w- sonst. 
{6) 

Zum Beweis des nachsten Satzes Werden wir von dem Ersetzungsaxiom Ge­
brauch machen. Wir wollen vorher klaren, daiS das dabei benutzte Funktional 
,zulassig" ist. Wir haben schon in Kapitel XIII 6 herausgestellt, daiS die Aus­
sagen {33 b) und {34) formalisierbar sind. Man iibersieht sofort, daiS man 
(unter Beachtung der Definition des Abschnitts) auch die Aussage 

0 (w): wist eine Ordnungszahl {7) 

in ein formal geschriebenes Pradikat einbauen kann. 

281) An die Stelle der Menge M (.x) fiir die Ordnungszahl .x tritt hier fiir die Ord­
nungszahl w der Abschnitt Aw, also w selbst. 

tsz) v ( x folgt nach Satz 4 a aus v ::;;; x. 
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Satz 8 
7 ede wohlgeordnete Menge ist zu genau einer Ordnungszahl iihnlich 283). 

Man iibersieht sofort (nach Satz 3), daJS es zu einer wohlgeordneten Menge 
nicht mehr als eine zu ihr ahnliche Ordnungszahl geben kann. Wir haben nur 
zu zeigen, daJS es mindestens eine solche Ordnungszahl gibt. 

Es sei nun a0 das erste Element der gegebenen wohlgeordneten Menge a, 
a1 der Nachfolger von a0, usf. Dann konnen wir fiir einige Abschnitte von a 
die verlangte A.hnlichkeitsabbildung hers tell en, etwa so: 

A.,, = {a0 } ~ { C/J} = 1, 

A.,, = {a0, a 1} 'Y { C/J, 1} = 2, 

A.,, 'Y 3, 

Wir haben zu zeigen, daJS wir dieses Verfahren so fortsetzen konnen, daJS 
dabei die ganze Menge a erfaJSt wird. 

Es sei nun c ein Element von a mit folgender Eigenschaft: Fiir jeden Vor­
ganger b von c sei der Abschnitt Ab einer Ordnungszahl ahnlich: 

Ab 'Y Wb, 0 (wb). 

Nehmen wir nun an, das Element c habe einen unmittelbaren Vorganger d: 
d+ =c. Dann gibt es eine Ordnungszahl v, fiir die die Abbildung 

Aa 'YVa 
gesichert ist. Dann ist Aav {d} = Ac, und wir konnen die vorliegende A.hn­
lichkeitsabbildung offenbar so fortsetzen: 

Ac 'Y va+ = vav{va}. 

Hat c dagegen keinen unmittelbaren Vorganger, so ist 

c =fin Ac. 
Es sei nun w* die Menge der Ordnungszahlen w, die durch das folgende 
Funktional in x gegeben ist: 

P(x,w): Ax'Ywi\O(w). (8) 

x ist dabei Element der Menge Ac, c E a. Nach den oben gemachten Bemer­
kungen ist das ein ,zulassiges" Funktional; die Menge w* ist also durch (8) 
auf Grund des Ersetzungsaxioms definiert: 

w* ={w I P (x, w)}. (9) 

283) Man sagt: Jede wohlgeordnete Menge hat eine Ordnungszahl. 
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w* hat gewiis kein groBtes Element Wm. Sonst ware ja diese Ordnungszahl Wm 
einem gewissen Abschnitt Am ahnlich, m-<c. c sollte keinen unmittelbaren 
Vorganger haben. Es gibt danach auch einen Abschnitt An (m-<n-<c), der 
zu einer Ordnungszahl der Menge w* ahnlich ist. Es miiBte aber dann 
Wn > Wm sein, und das ist unmoglich. 

fin w* ist deshalb eine Ordnungszahl, die den Charakter einer Grenzzahl 
hat. Sie ist von allen Elementen von w* verschieden. Wir konnen deshalb 
die A.hnlichkeitsabbildung fortsetzen. Es ist 

Ae ~fin w*. 

Fassen wir zusammen: W enn fur aile Elemente x eines Abschnitts Ae der 
Abschnitt Ax einer Ordnungszahl iihnlich ist, dann gilt das auch fur den Ab­
schnitt Ae selbst. 

Daraus folgt nach dem Prinzip der transfiniten Induktion (Satz VII 4): 

Es sei a* die Teilmenge einer wohlgeordneten Menge a, bei der fur jedes 
Element c (c E a*) der Abschnitt Ae einer Ordnungszahl iihnlich ist. Dann 
ist a*= a. 

Damit ist zunachst nur gezeigt, daB jeder Abschnitt von a einer Ordnungs­
zahl ahnlich ist. Wir wiederholen nun die fUr Ae durchgefiihrte Fallunter­
scheidung: Nehmen wir zunachst an, a habe ein letztes Element z. 1st dann 
der Abschnitt Az~w, so ist offenbar a~w+. Hat a kein letztes Element, 
und ist Ae ~ We fiir alle c E a, so ist a ~ V We. 

In der klassischen Theorie der Ordnungszahlen gibt es kein Analogon zu 
dem eben bewiesenen Satz 8: Wenn man die Ordnungszahl als Menge ahn­
licher wohlgeordneter Mengen versteht, ist es trivial, daB zu jeder wohl­
geordneten Menge auch eine Ordnungszahl gehort. Wenn wir die Ordnungs­
zahl aber als einen ,Reprasentanten" aus dieser Menge deuten, miissen wir 
sicherstellen, daB es in jedem Fall genau einen gibt. 

Es wird sich zeigen, daB mit diesem Satz 8 die Vergleichbarkeit aller (in ihrer 
,Existenz" axiomatisch gesicherten) Mengen begriindet werden kann. Wir 
miissen dazu eine neue Fassung des Begriffes der Miichtigkeit geben 284). 

284) Wir wollen darauf verzichten, hier noch eine moderne Arithmetik der Ord­
nungszahlen darzustellen. Sie unterscheidet sich nur unwesentlich von der von 
Cantor begriindeten Theorie. Man findet eine moderne Arithmetik der Ord­
nungs- und Kardinalzahlen z. B. bei Abian [C 1] oder Stoll [C 39]. 
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2. Kardinalzahlen 

Wir benutzen jetzt den Begriff der Ordnungszahl, urn die Kardinalzahl zu 
definieren. 

Definition 5 
Eine Ordnungszahl heiJSt eine Kardinalzahl, wenn sie zu keiner kleineren 
Ordnungszahl aquivalent ist. 

Nach dieser Erklarung sind offenbar aile natiirlichen Zahlen auch Kardinal­
zahlen. Aber auch die Menge w der natiirlichen Zahlen ist Kardinalzahl. Eine 
Ordnungszahl a< w ist ja eine natiirliche Zahl, und es kann gewiJS keine 
eineindeutige Abbildung zwischen der Menge w und einer endlichen Menge 
geben. Die Mengen 285) 

dagegen sind keine Kardinalzahlen. Sie sind ja aile zur Menge w aquivalent 
(nicht ahnlich!). 

Es ist bisher nicht beachtet worden, daB diese moderne Definition der Kardi­
nalzahl sich schon bei Cantor findet. Das ist durchaus verstandlich, denn 
diese Fassung der Definition sucht man in seinen Abhandlungen und in der 
Ausgabe seiner gesammelten Werke vergeblich. Sie steht in den Lebens­
erinnerungen von .Gerhard Kowalewski ([B 3]). Dort heiJSt es auf S. 202: 

Ubrigens kann man diese Machtigkeit, wie es auch Cantors Gewohnheit 
war, durch die niedrigste oder die Anfangszahl jener Zahlenklasse repra­
sentieren und iiberhaupt die Alephs mit diesen Anfangszahlen identifi­
zieren ... 

Die Identifizierung der Alephs mit den kleinsten Ordnungszahlen ist z. B. in 
dem Brief an Dedekind vom 28. Juli 1899 ([W] S. 443 ff.) noch nicht voil­
zogen. Offenbar stammen die (ein halbes Jahrhundert spater aufgeschriebe­
nen!) Erinnerungen Kowalewskis an die Vortrage Cantors 286) aus dem An­
fang des 20.Jahrhunderts. Und Cantor hat hier eine Fassung seiner Theorie 
vorgetragen, die sich nicht unwesentlich von der der groJSen Arbeiten von 
1895 und 1897 unterschied. Leider hat Cantor in diesen Jahren nichts mehr 
veroffentlicht, und so haben uns nur die Erinnerungen von Gerhard Kowa­
lewski diese spate Fassung der Cantorschen Definition bewahrt. 

Es ist ein schoner, wenn auch spater Triumph des Cantorschen Genies: Die 
modernen axiomatischen Fassungen bestatigen in allen wesentlichen Punk ten 

285) Vgl. Definition XIII 3. 
286) Vgl. dazu 5. 142. 
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die ,intuitiven" Ideen und Deduktionen des Schopfers der Mengenlehre. Nur 
die Neumannschen Definitionen der natiirlichen Zahl und der Ordnungszahl 
unterscheiden sich wesentlich von der Theorie Cantors. Aber schon die 
Arithmetik dieser Ordnungszahlen deckt sich wieder mit den schon von 
Cantor gegebenen Rechenregeln. 

Zu den bemerkenswertesten Ergebnissen der Cantorschen Theorie gehoren 
seine Aussagen iiber die Zahlenklassen 287). Es zeigt sich, dag auch in der mo­
dernen Theorie diese Zusammenfassung von Ordnungszahlen zu einer 
Menge legitim ist: 

Satz9 
Es existiert die Menge aller Ordnungszahlen, die zu einer gegebenen Ord­
nungszahl iiquivalent sind. 

Es sei w die gegebene Ordnungszahl und '.}3 (w) ihre Potenzmenge, die nach 

Axiom IA41 existiert. '.}3 (w) kann (wie jede Menge) wohlgeordnet werden. 

Zu der '.}3 (w) entsprechenden wohlgeordneten Menge gehort eine (zu '.}3 (w) 
aquivalente) Ordnungszahl 288), etwa v = ord (w). 

Da es nach dem klassischen Cantorschen Teilmengensatz (5. 85) keine 
eineindeutige Zuordnung zwischen w und '.}3 (w) geben kann, ist v gewig 
groger als w. Wir haben daher (Satz 4 a) auch w E v. 
Es sei nun u eine zu w aquivalente Ordnungszahl 289). Auch u mug (wie jede 
Ordnungszahl, vgl. Satz 4) mit v vergleichbar sein. Wegen u ~ w, w <v 
kommt nur die Relation u < v in Frage. Dann ist aber auch u ein Element 
vonv:u E v. 

Die Menge aller zu w aquivalenten Ordnungszahlen ist also eine Teilmenge 
einer in ihrer Existenz gesicherten Menge, namlich der Ordnungszahl v. 

Nach dem Separationssatz XIII 1 existiert dann auch die Menge 

Z (w) = {u I u E ord '.}3 (w) 1\ u ~ w}. 

Z (w) bezeichnen wir nach Cantor als die zu w gehorende Zahlenklasse. 
Z (w) ist z. B. die zweite Zahlenklasse im Sinne Cantors. Zu ihr gehoren u. a. 
die Ordnungszahlen 

w+ = w + 1, w++ = w + 2, w + 3, w + 4, ... 

287) Vgl. Kap. VII 6, Satz VII 8. 

288) Man schreibt heute meist a = ord b fiir ,a ist die Ordnungszahl der wohl­
geordneten Menge b". 

289) Beispiel: w = w, u = w+: w• > w, w•,..., w. 
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Man kann aber ftir die Ordnungszahlen (irn Sinne der Definition XIV 1) auch 
Potenzen definieren und erkennt dann Ieicht, daB auch die Ordnungszahlen 

zur Zahlenklasse Z (w) gehoren. 

Damit ist gezeigt, daB die Grundbegriffe der Cantorschen Mengenlehre sich 
in eine axiomatisch fundierte Theorie einbauen lassen. Wir mtissen uns ver­
sagen, die moderne Theorie der Ordnungs- und Kardinalzahlen in aller Aus­
ftihrlichkeit zu behandeln. Da es uns in dieser Schrift urn das Werk Cantors 
geht, konnen wir uns damit begntigen, die Bestatigung seiner Ansatze in der 
neueren Forschung nachzuweisen. 

3. Modeme Einsidtten iiber das Kontinuumproblem 

Wir wollen uns aber nicht versagen, tiber die modernen Erkenntnisse vom 
Zusammenhang der Kontinuum-Hypothese mit den Axiomen der Mengen­
lehre wenigstens zu berichten. 

Man kann die Cantorsche Kontinuum-Hypothese VII 32 durch Aussagen 
tiber die hoheren Zahlenklassen verallgemeinern. 

Nach Definition 5 ist das Cantorsche N0 einfach gleich der Ordnungszahl w. 
Die Vereinigungsmenge 

N1 = wuz (w) = N0UZ (N0) 

ist dann (wie bei Cantor) der unmittelbare Nachfolger von N0• Weitere 
Alephs kann man definieren durch 

Nn = Nn-1 uz (Nn-t)· 

In Verallgemeinerung von (VII 32) lautet nun die verallgemeinerte Konti­
nuum-Hypothese so: 

2 11n = Nn+t· (9) 

(9) schlieBt fiir n = 0 die klassische Hypothese Cantors ein. 

Sierpinski hat gezeigt, daB aus der verallgemeinerten Kontinuum-Hypo­

these (9) das Auswahlaxiom IA71 folgt. Aber damit ist die Cantorsche 

Frage nach dem Beweis der (speziellen oder verallgemeinerten) Kontinuum­
Hypothese irnmer noch offen. Hier helfen die Untersuchungen von K. Godel 
und P. Cohen weiter. Sie geben freilich eine Antwort, die Cantor ganz gewiB 
nicht erwartet hatte. Wir konnen die Ergebnisse der Grundlagenforscher 
zum Kontinuumproblem so zusammenfassen: 
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Die Kontinuum-Hypothese ist durch die Axiome I A 11 bis I A 61 weder 
zu beweisen noch zu widerlegen. 

Das heiSt ausfiihrlicher: Wenn das System der Axiome 290) in sich wider­
spruchsfrei ist, kommt man auch dann nie zu einem Widerspruch, wenn man 
die Hypothese (9) als Axiom hinzufiigt. Das ist das Ergebnis von Godel 
[C 17]. 

Umgekehrt: Cohen hat vor wenigen Jahren [D 3] gezeigt, daJ$ auch die 
Negation der Kontinuum-Hypothese mit den iibrigen Axiomen vertraglich 
ist. Er benutzt fiir seine Deduktionen das Axiomensystem von Zermelo und 
Fraenkel (im Zeichen: ~- d7), das sich nur unwesentlich von dem System 

unserer Axiome I A 1[ his I A 61 unterscheidet. Sein wichtigstes Ergebnis 
lautet so: -- --

Es gibt Madelle fiir ~- cf7, in denen folgendes geschieht: 

(3) Das Auswahlaxiom gilt, aber es ist 2 11n =!= ~nh· 
Wer sich in der Geschichte der Axiomatik einigermaJSen auskennt, denkt 
sofort an eine bedeutsame Parallele: Zwei Jahrtausende lang hatten sich die 
Geometer urn den Beweis des Euklidischen Parallelenpostulat vergebens be­
miiht 291). SchlieJ5lich wurde durch die Entdeckung der Nichteuklidischen 
Geometrie durch Bolyai und Lobatschewski deutlich, daJ$ das 5. Postulat 
Euklids unabhangig ist von den iibrigen Axiomen. Fiigt man es den Axiomen 
der Verkniipfung, der Kongruenz und der Stetigkeit hinzu, so gewinnt man 
die klassische euklidische Geometrie. Ersetzt man es durch die These, daJ$ es 
durch einen Punkt zu einer Geraden mindestens zwei Parallelen gibt, so ist 
man auf die ,hyperbolische" Geometrie gefiihrt. 

Cantors Bemiihen urn das Kontinuumproblem ist danach dem Eifer vieler 
Generationen von Mathematikern vergleichbar, die Euklids Parallelenpostu­
lat beweisen wollten. 

Es gibt aber keine Anzeichen dafiir, daJ$ Cantor selbst jemals die Mi:iglichkeit 
der Nichtbeweisbarkeit und der Unabhangigkeit der Kontinuum-Hypothese 
erwogen hat. Offenbar lagen ihm formalistische Untersuchungen vi:illig fern. 

Fiir ihn waren die mathematischen Satze Thesen iiber etwas Seiendes; er 
war ja sogar davon iiberzeugt, daJ$ den Machtigkeiten N0 und N Realitiiten 

290) Das Auswahlaxiom ist ausdriicklich ausgelassen. 
291) Vgl. dazu z. B. [C 31]. 
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in der physikalischen Welt entsprachen 292). Wir fiirchten: Er hatte keine 
Freude gehabt an der "Auflosung" seiner Fragestellung durch die modernen 
Grundlagenforscher. Und doch gehort gerade die Anregung der metamathe­
matischen Untersuchungen durch die Antinomien und die offenen Fragen der 
Mengenlehre zu den wichtigsten Auswirkungen des Cantorschen Werkes. 

Versuchen wir eine Bilanz: Fragen wir, was Cantor fiir die moderne Mathe­
matik bedeutet! 

292) Vgl. dazu Brief Nr. 10. 
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XV. Das Erbe Cantors 

1. Was ist Mathematik 

DieAntwort auf dieseFrage scheint so einfach nicht zu sein.Jedenfalls finden 
wir in dem Buch von Courant und Robbins [C 11] mit diesem Titel keine 
explizite Antwort auf die gestellte Frage. Die Einleitung dieser Schrift schlieBt 
mit der Feststellung: ,In jedem Fall, fiir Gelehrte und Laien gleichermaBen, 
kann nicht Philosophie, sondern nur das Studium der mathematischen Sub­
stanz die Antwort auf die Frage geben: Was ist Mathematik?" 

Immerhin: Es gibt auch Versuche, das Ergebnis dieses ,Studiums der Sub­
stanz" in einer knappen Formel zusammenzufassen. Bei Klaua [C 23] lesen 
wir in der Einleitung seiner ,Allgemeinen Mengenlehre": 

Die Wissenschaft Mathematik- die in der Praxis, etwa in den Naturwissen­
schaften, breiteste Anwendung findet - fi:illt also beim heutigen Entwick­
lungsstand von Mathematik und Mengenlehre mit der Mengenlehre zu­
sammen ... 
Unter Allgemeine Mengenlehre oder Abstrakte Mengenlehre versteht man 
dann dasjenige Teilgebiet der Mengenlehre, das nur die allgemeinsten und 
fiir die gesamte Mathematik grundlegenden mengentheoretischen Tatsachen 
behandelt. 

Eine ahnliche Bemerkung finden wir in der Einleitung des Lehrbuches von 
Abian [C 1]. 

Ein Blick in moderne Lehrbiicher der Algebra 293), der Wahrscheinlichkeits­
rechnung oder der Geometrie zeigt, daB doch einiges fiir die schlichte Formel 
Mathematik ist Mengenlehre spricht. Die ersten Abschnitte solcher Lehr­
biicher sind im allgemeinen der Mengenlehre (und der formalen Logik) ge­
widmet. Eine algebraische Struktur ist eine Menge, in der gewisse Relationen 
und Verkniipfungen definiert sind, ein topologischer Raum ist eine Menge, 
in der gewisse Teilmengen den Charakter von "Umgebungen" haben. Die 
moderne Wahrscheinlichkeitsrechnung handelt von Mengen von Ereignissen, 
usf. Es zeigt sich, daB der Begriff der Menge in allen Zweigen der Mathe­
matik anwendbar ist. Auf diese Weise erreicht man Gemeinsamkeiten in 

293) Wir nennen als Beispiele die Lehrbiicher der Algebra von Kochendorffer (Berlin 
1955), Kurosdz (Leipzig 1964) und van der Waerden (Berlin-Heidelberg-New 
York 1966). 
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verschiedenen Disziplinen, die friiher getrennt nebeneinander untersucht 
wurden. Die alte Aufteilung der Elementarmathematik in ,Algebra" und 
,Geometrie" wird aufgelost durch die Einsicht, daJS es iiberall urn Mengen 
geht, in denen Relationen definiert sein konnen. Es gibt Kongruenz- und 
Ordnungsrelationen in Mengen von Zahlen und in Mengen, die den Charak­
ter von (metrischen oder topologischen) Raumen haben. 

Bei der Feier von Cantors 70. Geburtstag im Jahre 1915 sprach 294) Gutzmer 
von der ,neuen Provinz", die Cantor ,dem mathematischen Konigreiche 
hinzugefiigt" habe. Es war eine wichtige, manchem freilich noch unheimliche 
Provinz, die Cantor entdeckt (oder sollen wir sagen: geschaffen?) hatte. 
Hilbert hat sie ein ,Paradies" genannt, aus dem sich die Mathematiker nicht 
mehr vertreiben lassen wollten. Aber schon Gutzmer erkannte im Jahre 1915, 
daJS sich von der Mengenlehre her "befruchtende Gedankenstrome in aile 
iibrigen Provinzen ergossen haben". 

Heute hat die mengentheoretische Denkweise (bei den meisten Mathema­
tikern) aile ,Provinzen" des ,mathematischen Konigreiches" beeinflu!St, so 
daJS die schlichte Forme! Mathematik ist Mengenlehre gewagt werden kann. 
Wir werden noch von den Einwanden zu sprechen haben, die dieser Denk­
weise entgegenstehen. Schlie!Sen wir vorlaufig den Hinweis auf den Sieges­
zug der Mengenlehre mit einem Blick auf die Schulmathematik. Wir finden 
heute iiberall auf unserem Planeten, wo wissenschaftlicher Unterricht ge­
pflegt wird, Ansatze zu einer mengentheoretischen Durchdringung der 
Schularbeit. Das gilt nicht nur fiir die Gymnasien. Es gibt heute Rechenbiicher 
fiir das erste Schuljahr, die das erste Verstandnis fiir den Zahlbegriff an 
der eindeutigen Zuordnung von Mengen (von Apfeln, Ballen usw.) zu ge­
winnen suchen. 

2. Umstrittener Formalismus 

Was wiirde Georg Cantor heute zur Stellung der Mengenlehre in der 
Mathematik sagen? Ganz gewiJS ware es fiir ihn eine schone Genugtuung, 
daB die Grundziige seiner Theorie heute als Fundament der gesamten moder­
n en Mathematik gelten konnen. Und doch- er ware kaum zufrieden mit der 
Denkweise der zeitgenossischen Mathematiker. 

Er hat ganz gewiJS erwartet, daJS seine "Lehre dereinst Gemeingut der ob­
jektiv-gerichteten Wissenschaft werden" wiirde 295). Denn ,eine gewissere 

294) [B 5]. 

295) Dieses und die folgenden Zitate stammen aus seinem Brief an Pater ]eiler, 
Pfingsten 1888, [B 1] 67-73. 
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Erkenntnis als von den Satzen der transfiniten Zahlen- und Typentheorie 
besitze ich von keinen anderen Gegenstanden der geschaffenen Natur". 

Der ,geschaffenen Natur": Hier haben wir wieder den Bezug auf die "Real­
gel tung" seiner Konzeptionen, fiir die er sich sogar die Bestatigung durch die 
Theologie wiinscht; er erwartet, daB seine Lehre 

,insbesondere von derjenigen Theologie bestatigt werden wird, welche auf 
die heilige Schrift, Tradition und auf die natiirliche Veranlassung des 
menschlichen Geschlechts sich griindet, welche drei in notwendiger Har­
monie zueinander stehen". 

Die moderne Mathematik aber ist formalistisch. Auch wir haben im Kapi­
tel XIII die Sprache der zeitgenossischen Mathematik benutzt, wenn wir hier 
oder da feststellen, daB die ,Existenz" irgendeiner Menge durch dieses oder 
jenes Axiom gesichert sei. Bei Cantor hatte das Wort ,Existenz" noch mehr 
Gewicht. Es ging ihm nicht urn die Widerspruchsfreiheit einer formalen 
Theorie. Ihm ging es urn die ,objektiv-metaphysische Erkenntnis" des 
Seienden. Er sieht, schon gegen Ende des 19. Jahrhunderts, das Aufkommen 
eines formalistischen Denkens, das ihm zutiefst zuwider war. Er schreibt zu 
Pfingsten 1888 an Pater leiler: 

Zum Verstandnis der Lehre vom Transfiniten bedarf es keiner gelehrten 
Vorbereitung in der neueren Mathematik; sie kann fiir diesen Zweck eher 
schadlich als niitzlich sein, weil die modernen Mathematiker in ihrer Mehr­
heit durch den glanzenden Erfolg ihres sich immer mehr vervollkommnenden 
Formelwesens, das immer mehr Anwendungen auf die mechanische Seite 
der Natur zulaBt, in einen Siegesrausch hineingeraten sind, der sie zur 
materialistischen Einseitigkeit verkommen laBt und sie fiir jegliche objek­
tiv-metaphysische Erkenntnis und daher auch fiir die Grundlagen ihrer 
eigenen Wissenschaft blind macht. 

Es ist nicht zu leugnen, daiS seit 1888 die Beschrankung auf das sich ,vervoll­
kommnende Formelwesen" weitere Fortschritte gemacht hat. 

Urn diese Entwicklung zu wiirdigen, wollen wir fragen: Was ist vom Werk 
Cantors geblieben? Was gilt auch heute noch als ,Gemeingut der objektiv­
gerichteten Wissenschaft"? Man kann die Antwort sehr knapp formulieren: 
Geblieben ist alles das, was formalisierbar ist! 

Wir haben ja in den letzten heiden Kapiteln die Grundziige der modernen 
axiomatisch fundierten Mengenlehre so weit entwickelt, daB man dies er­
kennen konnte: Die ,intuitiven" Begriffsbildungen Cantors (Ordnungszahl, 
Kardinalzahl usw.) sind durch den modernen Formalismus besHitigt worden. 
Aber man lese einmal seinen Brief an Mittag-Leffler vom 16. November 1884 
(Brief-Anhang Nr. 10). Seine Vorstellungen iiber das ,reale" Vorkommen 
von Mengen der Machtigkeit N0 und N in der Natur diirfte heute von keinem 
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Naturwissenschaftler geteilt werden. Und ebensowenig wird er fur "ge­
mischt mathematisch-metaphysische" Beweise tiber Fragen der Kosmogonie 
Interesse finden; wir glauben, selbst bei den Theologen nicht. 

Es hat schon seinen Grund, wenn der moderne Mathematiker das durch 
formalisierte Theorien Gesicherte schatzt. Gerade die ktihnen VorstOISe 
Cantors haben ja diese Entwicklung zum Formalistischen entscheidend ge­
fordert, sehr gegen seine eigenen Absichten. Aber die Entdeckung der Anti­
nomie in der Mengenlehre ftihrte mit Notwendigkeit auf die Frage, wie man 
die bisher als "sicher" geltende mathematische Wissenschaft gegen solche 
,Katastrophen" absichern konne. Man suchte das Heil in einer Formali­
sierung, die die Moglichkeit von Beweisen ftir Unabhangigkeit und Wider­
spruchsfreiheit formaler Systeme zulieB. 

Die Ergebnisse der modernen Grundlagenforschung sind exakt fundierte 
Aussagen tiber die Moglichkeiten und Grenzen menschlicher Erkenntnis. 
Heinridz Scholz hat mit Recht eine besonders wichtige Arbeit von Godel ein­
mal eine "Kritik der reinen Vernunft vom Jahre 1931" genannt 296). So hat 
Cantors Mengenlehre zwar nicht zum Aufbau einer modernen Metaphysik 
beigetragen, sie hat aber entscheidende Impulse gegeben zur Entwicklung 
einer sauber fundierten Erkenntnistheorie. 

Aber muB deshalb die Mathematik zur 297) , Wissenschaft von den formalen 
Systemen" werden? Es gibt auch heute noch Mathematiker, die mit dieser 
Entwicklung nicht einverstanden sind. So lesen wir in der Einleitung der 
Schrift von Courant und Robbins ([C 11] 5. XV): 

Der Lebensnerv der mathematischen Wissenschaft ist bedroht durch die Be­
hauptung, Mathematik sei nichts anderes als ein System von Schliissen aus 
Definitionen und Annahmen, die zwar in sich widerspruchsfrei sein miissen, 
sonst aber von der Willkiir des Mathematikers geschaffen werden. Ware 
das wahr, dann wiirde die Mathematik keinen intelligenten Menschen an­
ziehen. Sie ware eine Spielerei mit Definitionen, Regeln und Syllogismen 
ohne Ziel und Sinn. Die Vorstellung, dag der Verstand sinnvolle Systeme 
von Postulaten frei erschaffen konne, ist eine triigerische Halbwahrheit. 

Wer das liest, ist geneigt, nach der ,ganzen Wahrheit" zu fragen, also nach 
einer nicht nur formalistischen Deutung der Mathematik. Man sucht sie in 
dem Buch von Courant und Robbins vergebens. Dieses Werk ist eine schone 
und gut lesbare Einftihrung, aber sie gibt doch keine explizite Antwort auf 
die im Titel gestellte Frage. 

296) Literaturangaben in [C 31]. 

297) Nach einer Definition von Curry. 
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Wir konnen den Autoren in ihrer Polemik gegen den Formalismus nicht 
folgen. ,Spiel" ist keineswegs immer ohne Sinn. Es gibt viele Bereiche der 
modernen Mathematik, die als formale Theorien entwickelt wurden und fiir 
die sich erst spater Anwendungsmoglichkeiten in den Naturwissenschaften 
ergaben. Das gilt z. B. fiir die Theorie der Integralgleichungen, aber auch fur 
die mancherlei Modelle von endlichen Geometrien. Als kiirzlich in einem 
Kolloquium tiber Bildungsfragen von der didaktischen Bedeutung' solcher 
Modelle gesprochen wurde, kam der Einwand, daJS man in der Schule genug 
mit der ,richtigen" Geometrie zu tun habe. Solche Systeme mit endlich 
vielen ,Punkten" und ,Geraden" haben doch keinerlei praktischen Wert. 
Hier konnte ein Vertreter der angewandten Mathematik darauf hinweisen, 
daJS gerade die hier diskutierten Modelle neuerdings in der Informations­
wissenschaft angewandt werden. 

Wo will man einen Grund finden fiir eine gesicherte Deutung der Mathe­
matik jenseits des rein Formalistischen? Es ist nicht anzunehmen, daJS man 
modernen Menschen den Glauben an die Realexistenz eines platonischen 
Ideenhimmels vorschlagen will 298). 

Es bleibt der Bezug auf die Erfahrung, auf die physikalische Welt. In der Tat 
finden wir in vielen Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeitsrechnung, der 
Mengenlehre usw. in der Einleitung einen Hinweis auf diese ,Realitat" der 
mathematischen Ideen. So heiJSt es bei Klaua ([C 23] S. 2): 

Aile Dinge, also auch die Mengen, sind Dinge der objektiven Realitiit; sie 
existieren also in der Realitiit und existieren dabei objektiv, d. h. sie sind 
unabhangig davon, was welcher einzelne Mensch und ob iiberhaupt ein 
Mensch diese Dinge in sein BewuBtsein aufnimmt. 

Frage: Wo existieren die Cantorschen Mengen von der Machtigkeit N0? Wo 
die von der Machtigkeit des Kontinuums? Wo die von der Machtigkeit zit? 
Cantor hat bekanntlich auf diese Frage eine klare Antwort gegeben 299). Er 
glaubt an eine ,Realexistenz" seiner Mengen nicht nur im Reich der Ideen, 
sondern auch in der physikalischen Welt. Aber gerade diesen Glauben teilt 
die moderne Physik nicht. In einer endlichen Welt mit nur endlich vielen 
Atomen gibt es nicht einmal abzahlbar viele ,Dinge". Es gibt auch in der 
Natur (nach unserer heutigen Einsicht) wohl keine stetigen Kurven, die von 
,Massenpunkten" beschrieben werden. Es scheint, daB Cantors ,Paradies" 
nicht von dieser Welt ist. Man kann es auch so sagen: Die Cantorsche 
Theorie ist ein Beleg fiir die Tatsache, daB der menschliche Geist Strukturen 

298) Es gibt auch in unserer Zeit noch einige wenige ,Platoniker". Man lese etwa 
Finsler [D 5]. 

Z99) Vgl. dazu Kap. VIII. 
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erfassen kann, fiir die es kein Vorbild in der Natur gibt. Man kann vielleicht 
die Tatigkeit des schopferischen Mathematikers mit der eines modernen 
Kiinstlers vergleichen, der in seinem Werk Visionen realisieren will, fiir die 
die Natur kein Gegenstiick hat. Die durch das disziplinierte Denken des 
Mathematikers geschaffenen Welten scheinen uns bedeutsamer zu sein als 
die, die uns eigenwillige Kiinstler erschlieBen konnen. Aber da mogen die 
Kiinstler anderer Meinung sein. Die Schopfungen des Mathematikers haben 
jedenfalls eine echte Chance, daB sie irgendwann einmal bei der Beschreibung 
der realen Welt von Nutzen sein konnen, wenn sich auch zunachst keine 
solchen Moglichkeiten zeigen. 
Mit diesen Bemerkungen soli nicht ausgeschlossen sein, daB die ,formalen 
Systeme" des Mathematikers mindestens in ihren einfachsten Modellen in 
Beziehung stehen zur physikalischen Welt. Aber die Untersuchung dieser 
Frage ist schwierig und sollte nicht in der Einleitung mathematischer Lehr­
biicher mit einem Satz abgetan werden. 
Es erscheint jedenfalls niitzlich, wenn man bei der Darstellung mathemati­
scher Theorien diese schwierigen Grundlagenfragen beiseite laBt. In diesem 
Sinne mochten wir den Formalismus als ein methodisches Prinzip empfehlen. 
Wenn ein moderner Mathematiker seine Disziplin formalistisch deutet, so 
heiBt das nicht unbedingt, daB fiir ihn Mathematik nur ein Spiel der Symbole 
und Formeln sei. Er laBt nur die schwierige Frage aus, was denn die Mathe­
matik noch mehr sein kann als nur die Wissenschaft von den formalen Syste­
men. Dieses Verfahren hat den groBen Vorteil, daB es in der (so verstande­
nen) Mathematik keine Meinungsverschiedenheiten gibt. 
Formalismus als Methode: Wir meinen, daB sich auf diese Parole die iiber­
wiegende Mehrzahl der Mathematiker einigen konnte. Wir verzichten in der 
Mathematik auf ontologische Untersuchungen und auf die Festlegung philo­
sophischer Standorte. Nicht deshalb, wei! wir fiir Fragestellungen dieser Art 
kein Organ hatten. Wir halten es aber fiir einen Gewinn in einer zerstritte­
nen Welt, wenn im Bereich der Mathematik gemeinsame Aussagen moglich 
sind fiir Vertreter aller philosophischen oder politischen Konzeptionen. 
A. Heyting hat die Abkehr von allen metaphysischen Spekulationen im Be­
reich der Mathematik einmal so begriindet 300): 

We have no objection against a mathematician privately admitting any 
metaphysical theory he likes ... In fact all mathematicians . . . are con­
vinced that in some sense mathematics bear eternal truth, but when trying 
to define precisely this sense, one gets entangled in a maze of metaphysi­
cal difficulties. The only way to avoid them is to banish them from mathe­
matics. 

aoo) A. Heyting: Intuitionism, Amsterdam 1956,5. 2. 
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Heyting ist einer der fiihrenden Vertreter des Intuitionismus 301 ) in der 
Mathematik. Auch die Anhanger von (in irgendeinem Sinne) konstruktiven 
Methoden lehnen eine metaphysische Fundierung der Mathematik ab 302); 

sie sind aber trotzdem mit dem Formalismus (manche sagen auch: ,Axioma­
tismus") nicht einverstanden. 
Wir wollen solche Kritik am Formalismus nicht iibergehen. 
Die Intuitionisten lassen nur solche Begriffe gelten, die aus der "Urintuition" 
des Zahlens gewonnen sind. Noch rigoroser als die Anhanger Brouwers ver­
fahren die Vertreter einer konstruktiven Analysis, die von der Theorie der 
rekursiven Funktionen ausgehen (z. B. Goodstein). 
Eine solche ,konstruktive" Analysis ist schwerfalliger als die ,klassische", 
und sie mug auf manche Aussagen verzichten, die sich in den iiblichen Lehr­
biichern der Differential- und Integralrechnung finden. 
In einer entsprechend fundierten Mengenlehre wird man nur solche Mengen 
zulassen, die nach einem konstruktiven Bildungsgesetz aufgebaut werden 
konnen. 
Mathematische Theorien, die (in dem einen oder anderen Sinne) "konstruk­
tiv" arbeiten, haben in der Mathematik ebenso ihre Existenzberechtigung wie 
etwa die "Elementargeometrie" im Sinne Hilberts. Das ist jener Teil der 
euklidischen Geometrie, den man ohne Benutzung der Stetigkeitsaxiome be­
griinden kann. Man kann auch die Mengenbildung in der einen oder anderen 
Weise fur eine spezielle Theorie einschranken. Aber man sollte nicht eng­
herzig sein und diese Bescheidung auf bestimmte Arbeitsverfahren allen 
Mathematikern vorschreiben. Wir halten den Vorschlag berechtigt, den 
Hermes kiirzlich ([D 7] S. 93) zum ,Grundlagenstreit" machte: 

Vielleicht sollte man sich dazu entschlieBen, den Grundlagenstreit zu be­
enden und nicht mit einem entweder-oder, sondern mit einem sowohl-als­
auch. Nur so wird es moglich sein, all den groBartigen gedanklichen Leistun­
gen, die bisher von Mathematikern geschaffen worden sind, auch weiterhin 
in der Mathematik eine Heimat zu geben. 

Wie sagte doch Cantor bei seinem Streit mit dem engherzigen Kronecker: 
Das Wesen der Mathematik liegt gerade in ihrer Freiheit ([W] S. 182). 

3. Voraxiomatisdte Untersudtungen 

Eine besondere Wiirdigung verdient in unserer Betrachtung tiber die Be­
deutung der Mengenlehre die operative Mathematik von Paul Lorenzen. 

301) Naheres tiber den Intuitionismus findet man in [C 24] oder in [C 31] Kap. VII. 

3°2) Curry wirft den Intuitionisten freilich vor, daB sie die ,,Intuition" zu einer Gott­
heit gemacht haben; vgl. z. B. [C 31], 5. 88 f. 
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Seine Theorie der Kalkiile verzichtet auf willkiirlich gesetzte Axiome und 
macht den Versuch, die iiblichen Axiome der Logik und der Arithmetik aus 
den Gesetzlichkeiten einfacher Kalkiile zu begriinden. Er kann auf diese 
Weise eine Begriindung des Rechnens mit natiirlichen Zahlen geben, die 
schon fiir den Lehrer an einer Grundschule interessant sein kann. J edenfalls 
ist die Begriindung des elementaren Rechnens mit Zeichenfolgen 

I, II, Ill, ... 
1+1=11, 11+1=111, .. . 
I X I = I, II X I = II, .. . 

Ieicht zu durchschauen, fiigt sich aber nicht so einfach in eine mengentheore­
tische Konzeption der Mathematik ein. Man kann natiirlich nicht Ill als eine 
Menge {jjj} von drei Strichen deuten, weil ja nach den iiblichen Satzen iiber 
die Gleichheit von Mengen sonst {jj} ={iii}, also II= Ill ware. Natiirlich kann 
man die Lorenzenschen Zeichen auch in die Neumannsche Theorie der natiir­
lichen Zahlen einfiigen und setzen: 

1 = {j}, 2 = {j, {j} }, 3 = {j, {j}, {j, {j}} }, 

aber dieses Verfahren ist weit schwerfalliger als der Umgang mit dem reinen 
Kalkiil. 

Wir meinen: Der Aufbau der gesamten Mathematik aus den Grundkonzep­
tionen der Mengenlehre wird nicht dadurch entwertet, daB die Theorie der 
natiirlichen Zahlen bei dieser Auffassung sich nicht so ,elementar" gibt wie 
bei der operativen Begriindung (oder bei der Benutzung rekursiver Funk­
tionen). Man muB ja nicht verlangen, daB der Lehrer der Elementarschule 
in dem Sinne mengentheoretisch vorgeht, daB er die Neumannsche Theorie 
iibernimmt. 

Die entscheidende Schwierigkeit liegt doch darin, daB nach der iiblichen Defi­
nition der Gleichheit von Mengen die Mengen II, Ill, ... usw. nicht zu unter­
scheiden sind. Es sei daran erinnert, daB bei Cantor keineswegs Mengen mit 
gleichen Elementen immer als gleich galten. So hater doch urspriinglich die 
Kardinalzahl einer Menge als eine ,Menge von Einsen" eingefiihrt (vgl. 
Kapitel VI 1). Es ist gewiB die Einfiihrung einer neuen Aquivalenzrelation 
unter Mengen moglich, die den Erfordernissen des Kalkiils mit ,Strich­
mengen" I, II, Ill, ... gerecht wird. 

Die operative Mathematik will aber nicht nur dem Elementarlehrer zeigen, 
wie man addiert und multipliziert. Es geht vielmehr urn den Versuch, die 
ganze Mathematik ohne wesentlichen Substanzverlust durch die Operation 
mit Kalkiilen zu begriinden 303). Dabei sind Mengen von Funktionen usw. 
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nur dann ,zugelassen", wenn sie ,konstruierbar" sind. Lorenzen raumt ein 
([C 30] 5. 36), daB ,gegen die Aufstellung axiomatischer Theorien (hier der 
axiomatischen Mengenlehre)" logisch nichts einzuwenden sei. 

Der einzige Einwand gegen die axiomatischen Mengenlehren (selbstver­
standlich nur gegen diejenigen, fiir die man kein konstruktives Modell hat) 
liegt in der Frage: Wozu eigentlich? 

Wir wollen versuchen, diese Frage zu beantworten. Lorenzen bringt in seiner 
zitierten Schrift die klassische Theorie Cantors fiir die reellen Zahlen (eine 
schone Huldigung fiir den Begriinder der Mengenlehre). Er betont aber aus­
driicklich, daB die ,konzentrierten Folgen (rationaler Zahlen) 304) keine defi­
nite Menge, sondern nur eine Klasse" bilden. ,Klassen" sind aber doch 
eigentlich in einer konstruktiven Theorie nicht zugelassen. So fehlt auch bei 
Lorenzen eine explizite Definition der reellen Zahl. Es heiBt nur: 

Durch Abstraktion beziiglich ,..., bilden wir aus den konzentrierten Folgen 
rationaler Zahlen jetzt ,reelle Zahlen", d. h. wir beschranken unsere Aus­
sagen iiber die Folgen auf (beziiglich -) invariante Aussagen- und schrei­
ben die Aussagen dann als Aussagen iiber abstrakte Objekte, die reellen 
Zahlen. 

In einer axiomatisch fundierten Mengenlehre ([C 39] 5. 149) heiBt es kiirzer: 

We define a real number as a --equivalence class of Cauchy-sequences of 
rational numbers. 

In der Sache liegt doch zwischen dem Lorenzenschen Verfahren und dem der 
Mengentheoretiker kein wesentlicher Unterschied. Man kann (nach einem 
englischen Sprichwort) nicht den Kuchen essen und in der Hand behalten. 
Man kann nicht ohne wesentlichen Substanzverlust Analysis treiben, wenn 
man die Mengenbildung wesentlich einschrankt. 

Wir meinen weiter, daB der Verzicht auf explizit aufgeschriebene Axiome 
der Klarheit der Darstellung nicht unbedingt forderlich ist 305). 

S03) Vgl. dazu die 5chriften von Lorenzen. 
304) Syn. fiir Cauchy-Folgen bzw. Fundamentalfolgen. 
3°5) In [C 30], 5. 8-9, begriindet Lorenzen das Rechnen mit natiirlichen Zahlen aus 

demAnsatz 
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~[=[, m=n~m[=n[. (2) 

Es heiBt dann (5. 9): ,Gleichheitsaussagen m = n, die sich nicht nach (2) kon­
struieren lassen, sind falsch." Ein Axiomatiker wiirde diesen 5atz gesperrt 
drucken und als Axiom bezeichnen, urn den Irrtum auszuschlieBen, daB dieser 
5atz eine Folge von (2) sei. (2) gilt auch fiir die Addition von Restklassen, der 
erwahnte 5atz aber nicht. 



Mit diesen Bemerkungen wollen wir die ,operative Mathematik" nicht ab­
werten. Lorenzen hat mit seinen Untersuchungen iiber die Begriindung der 
,Axiome" aus den Eigengesetzlichkeiten der Kalkiile eine wichtige Frage in 
Angriff genommen, die in der Tat die ,formalistische" Mathematik offen 
gelassen hatte. Woher kommen die Axiome? Warum ist z. B. bei Kleene 
([C 24] S. 82) die relativ komplizierte Forme! 

A (o) 1\ [A A (x) ==? A (x')] ==?A (x) (1) 
% 

Axiom, wahrend die einfache Aussage a = a eines Beweises bedarf? Fur 
Willkiirlichkeiten dieser Art gibt der Formalist keine Begriindungen. Es ist 
durchaus bemerkenswert, daB man die Forme! (1) fiir die vollstandige Induk­
tion nach Lorenzen aus den Eigenschaften der Kalkiile begriinden kann. 

Eine andere offene Frage ist die folgende: In welcher Beziehung stehen die 
Axiome des Mathematikers zu den ,Erfahrungen" des Physikers? Sie sind 
nicht einfach ,Abstraktionen", wie manchmal voreilig gesagt wird. Wir 
wiesen schon darauf hin, daB es in der Welt des modernen Physikers offen­
bar keine unendlichen Mengen gibt. Trotzdem steht wohl die Mathematik in 
einer gewissen Beziehung zur ,Erfahrung". 

Leider hort die schone Gemeinsamkeit aller Mathematiker auf, wenn wir die 
Welt der Formeln verlassen und Aussagen wagen iiber den ,Seinsgrund" der 
Mathematik. Es ist vernunftig, solche Fragestellungen aus dem Alltag der 
mathematischen Arbeit zu verbannen und formalistisch zu verfahren. Diese 
Probleme sind auch zu schwierig, urn in einer Bemerkung im Vorwort eines 
Lehrbuches erledigt zu werden. 

Aber sollen wir diese Fragestellung den Philosophen iiberlassen? Es scheint 
eine verniinftige Aufgabe zu sein: In aller Vorsicht die im Bereich der Kalkiile 
herrschende Sicherheit der Aussagen auszuweiten auf die hier angesproche­
nen Grundlagenprobleme. 

Hans Reichenbach hat einmal die These aufgestellt, daB es unter ,mathema­
tischen Philosophen" keine Meinungsverschiedenheit geben konne. Er weiB 
natiirlich auch, daB heute immer noch Kontroversen vorkommen, aber er ist 
optimistisch genug zu glauben, daB man sie durch klare und unmiBverstand­
liche Formulierung seiner Aussagen ausraumen konne. Er selbst hat eine 
Theorie aufgestellt iiber die ,Realgeltung" der Geometrie in der physikali­
schen Welt, die sich von dem iiblichen ,Konventionalismus" 306) unter­
scheidet. 

ao6) Vgl. dazu [C 31], Kapitel VIII. 
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Einstein aber hatte kurz zuvor die Poincaresche These vertreten, daB es 
Sache der Obereinkunft sei, welche Geometrie zur Beschreibung der Welt 
benutzt wird. Reichenbach wollte nun seine Auffassung so deutlich formu­
lieren und begriinden, daB Einstein seine Zustimmung nicht versagen konnte. 
Wir wissen nicht, ob er damit Erfolg hatte: Beide Forscher sind kurz darauf 
gestor ben. Aber das Programm Reichenbachs erscheint bemerkenswert: Man 
moge - durch Klarheit der Sprache - versuchen, die in der Mathematik iib­
liche Sicherheit auch auf den Bereich der Grundlagenforschung auszudehnen. 
Mit "Grundlagenforschung" meinen wir hier nicht Beweistheorie oder 
11Metamathematik". Es geht urn die hinter (oder besser: vor) den Axiomen 
liegenden Fragen. 

In einem Briefwechsel mit Paul Lorenzen haben wir den Vorschlag gemacht, 
jenen Bereich der Forschung als 11Vormathematisch" zu bezeichnen. Herr 
Lorenzen wollte diese Untersuchungen aber nicht aus dem Bereich der Mathe­
matik verbannt wissen und schlug die Formulierung 11VOraxiomatisch" vor. 
Wir haben in der Oberschrift iiber diesen Abschnitt diese Formulierung 
iibernommen 307). 

Es ist eine schone, aber gewiB nicht einfache Aufgabe: Sicherheit der Aus­
sagen zu schaffen im Gebiet der voraxiomatischen Untersuchungen. 

4. Das Erbe Georg Cantors 

Zuriick zu Georg Cantor! Er hat ja durch seinen kiihnen VorstoB in den Be­
reich des Transfiniten die Diskussion iiber die Grundlagenfragen ausgelost. 
Versuchen wir, seine bleibenden Leistungen in einigen Satzen zusammen­
zufassen: 

1. Er hat der Mathematik eine neue 11Provinz" gewonnen. 

2. Er hat die Voraussetzungen geschaffen fur die modernen Struktur­
theorien. 

3. Er hat die erkenntnistheoretischen Untersuchungen der Grundlagen­
forschung ausgelost. 

Die uneue Provinz": Cantors Theorie der transfiniten Zahlen ist heute eine 
anerkannte Disziplin der modernen Mathematik. 

307) Wir verkennen nicht, daB die Untersuchungen von Lorenzen und von Reichen­
bach von durchaus verschiedener Natur sind. Bei heiden geht es aber urn den 
Grund fiir die ,Gel tung" mathematischer Aussagen. 
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Der allgemeine Mengenbegriff hat sich als iiberaus fruchtbar erwiesen. Er 
hat die Untersuchung auch solcher ,Strukturen" gefordert, die andere Ord­
nungseigenschaften haben als die Menge der natiirlichen Zahlen. 

Die Forderung der Grundlagenforschung durch Cantor war eine Leistung 
wider Willen: Er wollte die Mathematik einbauen in eine Weltsicht, die tiber 
die exakten Wissenschaften und die Philosophie hinaus bis zur Theologie 
reichte. Das nehmen wir ihm heute nicht mehr ab. Seine kiihnen Begriffs­
bildungen haben zwar eine saubere Theorie des Transfiniten ermoglicht, aber 
doch auch die Grenzen fiir die Anwendbarkeit mathematischer Methoden er­
kennen lassen. So hater de facto nicht die Versuche einer sich wissenschaft­
lich gebenden ,Metaphysik" gefordert, sondern die Erkenntniskritik. Solche 
,Kritik des Menschen-Verstandes" 308) ist aber fur die Cantor so am Herzen 
liegende Religiositiit des modernen Menschen bedeutsamer als die zweifel­
haften Versuche eines ,rationalen Theismus". 

Einstein jedenfalls 309) sah in der ,Existenz des fiir uns Undurchdringlichen" 
den Grund zu seiner Religiositat: 

Das Wissen urn die Existenz des fiir uns Undurchdringlichen, der Mani­
festation tiefster Vernunft und leuchtendster Schonheit, die unserer Ver­
nunft nur in ihren primitivsten Formen zuganglich sind, dies Wissen und 
Fiihlen macht wahre Religiositat aus. 

Cantors Forschungen haben uns bis an die Grenze des ,Undurchdringlichen" 
gefiihrt. 

308) Nach einem Wort aus dem NachlalS Goethes: ,Ein Wohltater der Menschheit 
ware, wer eine Kritik des Menschen-Verstandes leisten konnte. Den Menschen­
Verstand in seinen Kreis einschlielSen." 

309) ,Mein Weltbild", Berlin 1955. 

IS Meschkowski, Cantor 225 



An hang 

Briefe aus der Welt Georg Cantors 

Die hier veroffentlichten Briefe sind uns durch die freundliche Hilfe 

der Erben Cantors und einiger (im Verzeichnis genannter) Bibliotheken 

zugiinglich geworden. Sie werden hier zum erstenmal veroffentlicht1). 

Weitere Briefe Cantors sind bisher abgedruckt in [W], [B 1], [B 6], 
[B 7], [B 8], [B 12], [B 14], [B 17]. 

1) Brief Nr. 12 ist bereits in einer anderen Fassung (wohl in der fiir Weierstraf3 
bestimmten) bekannt ([W] 5. 407 f.). 
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Verzeichnis der Briefe 

1 Hermann A. Schwarz an Georg Cantor 
2 Georg Cantor an Felix Klein 
3 Gosta Mittag-Leffler an Georg Cantor 
4 Gosta Mittag-Leffler an Georg Cantor 
5 Gosta Mittag-Leffler an Georg Cantor 
6 Leopold Kronecker an Georg Cantor 
7 Georg Cantor an Leopold Kronecker 
8 Georg Cantor an Gosta Mittag-Leffler 
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1 I Hermann Amandus Schwarz an Georg Cantor 

Hottingen bei Zurich, den 1. April1870. 

Mein Heber Georg! 

Soeben habe ich deinen lieben Brief vom 30. v. M., der soviele interessante 
Nachrichten enthalt, erhalten und schreibe Dir auf Deinen Wunsch um­
gehend. Nicht nur habe ich nichts dagegen einzuwenden, dalS Du meinen 
kleinen Beitrag mit in den Text Deines Aufsatzes aufnimmst, sondern ich 
freue mich auch sehr daruber, dalS Du von demselben einen so guten Ge­
brauch machen kannst und machen willst. Nur mochte ich Dir vorschlagen, 
anstatt zu sagen: Dieser Beweis ist von Herrn S. in Z., Iieber Dich so auszu­
drucken: Dieser Beweis ist mir von ... mitgetheilt worden, oder, ich ver­
danke diesen Beweis einer Mitteilung, oder wie Du Dich sonst ausdrucken 
willst. Es scheint mir namlich das Hauptgewicht auf die Namen Balzano und 
Weierstraf3 gelegt werden zu mussen. Wenn Dir daran gelegen ist, das Bol­
zanosche Werkchen selbst zur Ansicht zu bekommen, so brauchst Du es mir 
nur zu schreiben, ich bin so glucklich, ein Exemplar zu besitzen, wenn ich 
nicht irre, so ist das Exemplar, welches ich erhielt, das letzte gewesen, welches 
der Verleger hatte: Titel: Rein Analytischer Beweis des Lehrsatzes, dalS 
zwischen je zwei Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewahren, 
wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege, von Bernard Bolzano, 
Weltpriester u.s.w. "Fur die Abhandlungen der K. Gesellschaft der Wissen­
schaften zu Prag." Prag 1817 gedruckt bei Gottlieb Haase. 

Auch ich bekenne mich mit Dir zu der von Herrn WeierstralS in seinen Vor­
lesungen verfochtenen Meinung, dalS man ohne die SchlulSweise, welche von 
Herrn W. auf Bolzanoschen Principien weiter ausgebildet ist, bei vielen 
Untersuchungen nicht zum Ziel gelangen konne. 

Was fur Einwendungen in letzter Instanz Herr Professor Kronecker gegen 
die Bolzano-WeierstralS'sche SchlulSweise geltend zu machen hat, weilS ich 
nicht. Als derselbe im September hier war, hat Herr Kronecker mir meine Be­
hauptungen schlielSlich zugegeben, die sich auf die Richtigkeit der SchlulS­
weise bezogen, ich brauche jene Schlusse bestandig. 
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Gar nicht beschreiben kann ich Dir die Freude dariiber, dafS Herr WeierstrafS 
die Schliisse vollkommen richtig gefunden hat. Dein Satz ist ein bedeutsamer 
Fortschritt in der Theorie der trigonometrischen Reihen, und ich freue mich 
noch mehr iiber diesen Fortschritt, als wenn ich ihn selbst bewirkt hatte. Du 
kannst mir glauben, ich bin stolz darauf, dafS die Berliner mathematische 
Schule, der wir beide doch angehoren, einen Triumph feiern kann, wieder ein 
greifbares Resultat, durch welches eine wichtige wissenschaftliche Frage voll­
stiindig beantwortet wird. Du wirst, wenn Du es nicht schon bemerkt hast, 
immer mehr wahrnehmen, welche grofSe Bedeutung der ausgezeichneten 
Schule beizulegen ist, die wir genossen haben und welches Obergewicht uns 
diese Angewohnung an peinliche Sorgsamkeit bei Beweisen gewahrt, den 
mathematischen "Romantikern" und "Poeten" gegeniiber. Gegenwartig ist 
mir keine mathematische Schule bekannt, welche ihren Schiilern ein so solides 
Fundament zu geben vermag, wie die Berliner. 
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2 I Georg Cantor an Felix Klein 

Halle, 18. Dez. 1882 

... fiige ich zu Ihrer Erheiterung eine andere, auch wahre Geschichte, die in 
diesem Herbst 82 in der WeierstraBschen Studierstube vor sich gegangen. An 
der Sache ist nichts Geheimnisvolles, ich begehe daher keine Indiskretion. Sie 
kennen das zarte Verhaltnis zwischen Schwarz und P duBois.·-

Dies vorausgeschickt passiert folgendes: Schwarz ist bei Weierstrag; es 
klopft; herein tritt: Dubois. W. sagt: Die Herren kennen sich wohl, worauf 
S. in seiner bekannten Weise erwidert: diesen Herrn kenne ich nicht und als­
dann schleunigst die Stu be verlaBt. -

Im Corridor angelangt sieht er, daB er seinen Hut bei W. vergessen hat; er 
will aber selbstverstandlich nicht d. noch einmal sehen, klingelt daher vor 
der Wohnungstiire, Fri. Weierstr. erscheint, er bittet sie, ihm seinen Hut zu 
bringen. Sie geht leise in die Studierstube ihres Bruders, wo die heiden Herren 
bereits in reger ... (unlesbar) Unterhaltung sind, sie sucht, sucht, und kann 
Schwarzens Hut nicht finden. WeierstraB tiber die Storung argerlich fragt sie, 
was sie suche und sucht nun mit. Vergebens!- Nicht :z;u finden. Endlich merkt 
Dubois, daB er auf etwas Hartem sitzt, was er bei der Verlegenheit, in welche 
er durch Schwarzens Hoflichkeit gekommen ist, bisher nicht gemerkt hatte; 
und: Schwarz muB sich mit seinem von Dubois plattgedriicktem Hute nach 
Hause begebenl 
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3 Gosta Mittag-Leffler an Georg Cantor 

Stockholm den 10/1. 1883 

Mein Heber Freund! 

Vielen Dank fiir Ihr letztes so iiberaus freundliches Schreiben und fiir die 
schone Arbeit, die dasselbe begleitete. Ich habe heute einige Stunden damit 
zugebracht die letztere durchzulesen und ich brauche Ihnen kaum zu sagen, 
wie sehr ich von Ihren Ideen eingenommen bin. Ich kann noch nicht sagen ob 
ich Allem in dem philosophischen Teil Ihrer Arbeit beistimmen kann. Ich 
glaube es jedoch und was das Mathematische anbetrifft, sehe ich sotort, von 
welcher ungemein grol3en Bedeutung Ihre Entdeckungen sind. Wird Ihre 
Arbeit als Separatabzug aus den Mathematischen Annalen erscheinen und 
werden dann die vier vorhergehenden Theile abgedruckt? Diese noch einmal 
abzudrucken wiirde mir sehr zweckmal3ig erscheinen. Und erlauben Sie mir 
nun als Ihrem wirklichen Freunde und nur fur Sie einige Bemerkungen hin­
zuzufiigen. Ich glaube, dal3 der philosophische Teil Ihrer Arbeit in Deutsch­
land sehr viel Aufsehen erregen wird, aber ich glaube nicht dasselbe von dem 
mathematischen Teil. Aul3er Weierstrass und vielleicht Kronecker, der sich 
jedoch im Grunde genommen fiir diese Fragen wenig interessirt, und der iib­
rigens Ihre Ansichten kaum theilen wird - giebt es in Deutschland keinen 
Mathematiker mit dem feinen Sinn fiir schwierigere mathematische Unter­
suchungen, welcher fiir die richtige Auffassung Ihrer Arbeiten erforderlich 
ist. Sagte mir nicht zum Beispiel noch vor einigen J ahren Klein - das ist 
natiirlich ganz unter uns - dal3 er nicht einsehen konnte, wozu das alles 
diente. Von Weierstrass' Schiilern in Deutschland ist vielleicht Schottky der 
einzige, der einiges Verstandnis fiir Ihre Arbeit haben wird. Wie unser ge­
meinsamer Freund Schwarz iiber Sie schimpfen wird, das kann ich mir sehr 
lebhaft vorstellen. 

Aber in Frankreich stehen die Dinge ganz anders. Da existirt augenblicklich 
in der mathematischen Welt eine sehr rege und lebhafte Bewegung. Poincare, 
Picard, Appell- obgleich er sich zwar iibereilen kann, wie Sie wissen- Gaur­
sat und Halphen, urn nur die ersten von Hermites Schiilern zu nennen, sind 
aile ausserst begabte Manner, gerade mit viel Sinn fiir die feinsten mathema-
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tischen Untersuchungen. Poincare wenigstens ist sogar, meiner Auffasung 
nach, ein Genius ersten Ranges. 

Alle diese sowie Hermite selbst werden von Ihren Entdeckungen aufs leb­
hafteste beriihrt werden gerade weil sie solche Untersuchungen jetzt brauchen 
und weil sie in ihren schonen functionentheoretischen Arbeiten auf Schwie­
rigkeiten gestoBen sind, die sich nur durch Ihre Arbeiten bewaltigen lassen. 
Aber alle, ausser Appell verstehen sehr schlecht Deutsch. Ich mache Ihnen 
deshalb folgenden Vorschlag. Ich lasse Ihre Artikel iiber unendliche lineare 
Punktmannigfaltigkeiten in Franzosisch - z. B. durch Appell - iibersetzen 
und lasse sie nachdem im zweiten Band meines Journales erscheinen. Ich fiige 
eine franzosische Dbersetzung der Arbeit, die Sie mir fiir den ersten Band 
versprochen haben hinzu. Es schadet gar nicht, class Ihre Arbeit sowohl auf 
Deutsch wie auf Franzosisch erscheint. Vielleicht ware es auch zweckmaJSig, 
eine franzosische Dbersetzung Ihrer Arbeit in Borchardts Journal im zweiten 
Band der ,Acta" erscheinen zu lassen. - Was sagen Sie jetzt iiber dieses 
Project? Eine franzosische Dbersetzung zu publiciren kann auf keine Weise 
als anspruchsvoll von Ihnen erscheinen. Es ist ja meine Sache und nicht die 
Ihrige. Ich werde mit dem groBten Vergniigen diejenigen Separatabziige, die 
Sie mir schicken wollen, bei denjenigen Mathematikern verbreiten, die meiner 
Auffasung nach irgend einen Sinn fiir Ihre Untersuchungen haben konnen. 
Ich erlaube mir noch ein Object. Ware es nicht zweckmaJSig, wenn Sie von 
Fuchs reden, auch die neuen glanzenden Untersuchungen von Poincare iiber 
Differentialgleichungen besonders zu erwahnen? Poincare hat doch gewiss in 
dieser Theorie viel mehr schon geleistet als irgend ein anderer Mathematiker. 
Weierstrass sagte mir von seinen Leistungen: ,Es ist gewaltig," und Sie 
wissen wohl was so ein Urteil von ihm bedeutet. 

Ich hoffe Sie haben jetzt das erste Heft von ,Acta" bekommen. Wenn dies 
nicht der Fall ist wenn ich die Freude habe Ihren nachsten Brief zu erhalten, 
werde ich sofort ein neues Exemplar absenden. 

Ich danke Ihnen herzlich fiir Ihre Photographie. Es hat mir sehr viel Freude 
gemacht dieselbe zu bekommen. 

Meine Frau bittet urn Ihre Empfehlungen an Ihre Frau Gemahlin und ich 
selbst zeichne mich 
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4 I Gosta Mittag-Leffler an Georg Cantor 

Stockholm den 7/2 1883. 

Mein theurer Freund! 

Zuerst vielen Dank fur die freundlichen Worte, die Sie tiber die ,Acta" 
sprechen. DaJS Sie mit meiner Vorrede zufrieden sind, hat mich mit wirklicher 
Freude erfiillt. Es war nicht eine so ganz einfache Aufgabe, eine solche Vor­
rede zu schreiben. Es lag mir hauptsachlich daran, recht deutlich zu machen, 
daJS ich keine anderen Zwecke als die rein wissenschaftlichen durch dies 
Unternehmen verfolge. Und ich bin wirklich berechtigt dies zu behaupten. lch 
habe es so gestellt, daJS ich selbst keinen Pfennig Einnahme von der Zeit­
schrift habe. Wenn etwas iibrig bleibt, wird es auf die Verbesserung der Zeit­
schrift verwendet werden. So denke ich zum Beispiel, die besten Abhandlun­
gen, die anderswo erscheinen, wenn die Verfasser es erlauben, in franzosi­
scher Obersetzung in meinen ,Acta" zu publiciren. Ab und zu will ich auch 
die deutschen Abhandlungen, die bei mir erscheinen, noch ins Franzosisch 
iibersetzen. So wird es zum Beispiel mit der neuen Abhandlung, die Sie mir 
versprochen haben, gethan werden. Es ist namlich nicht zu leugnen, dalS die 
Franzosen und Italiener entweder sehr wenig oder gar kein Deutsch ver­
stehen und class im Gegentheil jedem gebildeten Deutschen oder Auslander 
die franzosische Sprache gelaufig ist. 

Ich weilS wohl, daJS mehrere von unseren deutschen Collegen - unser Freund 
Schwarz unter anderen- es als gar unmoralisch betrachten etwas zu tun, was 
es den Franzosen erleichtert, ohne die Kenntnis der deutschen Sprache fertig 
zu werden. Mit solchen politischen Betrachtungen will ich jedoch nichts zu 
thun haben. Dass die wirklichen mathematischen Entdeckungen in so weiten 
Kreisen wie moglich richtig aufgefasst werden, das ist die Hauptsache. Wir 
nordischen Mathematiker haben nicht aile auf unsere Muttersprache ver­
zichtet, urn Propaganda fur die deutsche Sprache zu machen, Sie konnen 
kaum glauben welche Miihe ich mit den ,Acta" gehabt habe. Zuerst eine 
Correspondens die wirklich schon enorme Ausdehnung erreicht hat. Und 
dann die Unannehmlichkeiten jeder Art. Viele hier von meiner Umgebung 
konnen es mir gar nicht verzeihen, dalS mein Unternehmen so gut gelungen 
ist und thun ihr Bestes, urn mir recht klar zu machen, welch unverdientes 
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Gluck dies ist. Ja, vielleicht ist es auch ein Gluck, das ich personlich gar nicht 
verdient habe, aber das weHs ich, dalS die Erreichung dieses Gliickes mir un­
gemein viel Arbeit gemacht hat. 

Ich danke Ihnen innig fur Ihr Versprechen, die Acta in allen Hinsichten zu 
unterstutzen. Mit solchen Mitarbeitern wie Sie und Hermite und Poincare 
und Fuchs kann es nicht anders als gut gehen. Ich bitte Sie, davon uberzeugt 
zu sein, dalS ich alles, was mir moglich ist, thun werde, urn Ihre Arbeiten be­
kannt zu machen und Ihnen die gebuhrende Anerkennung zu verschaffen. 
Ich bin dabei, die Broschure zu studiren, die Sie mir geschickt haben. Ich will 
nicht sagen, daJS ich schon alles verstehe, aber jede Stunde, die ich zum Stu­
diren von Ihrer Arbeit anwende, gehen mir neue Schonheiten in derselben 
auf. Sie werden mir wohl auch erlauben, Ihnen Fragen zu stellen und nicht 
zurnen, wenn Ihnen diese Fragen unbedeutend erscheinen. Ich mochte Sie 
auch urn einen sehr grolSen Dienst bitten. Wollen Sie mir erlauben, Ihnen 
meine eigene Arbeit zuzustellen ehe sie gedruckt wird und wollen Sie die­
selbe einer genauen Prufung unterwerfen? Meine Untersuchungen hangen 
mit den Ihrigen zusammen, daiS es Ihnen kaum Muhe machen wird, sie zu 
studiren und andererseits konnen sie Sie vielleicht auch zu neuen Studien in 
der Theorie der analytischen Functionen anregen. Und jetzt erlauben Sie 
mir einige Fragen. 

Giebt es unter Ihren neuen Zahlen solche, die zwischen die rationalen und 
irrationalen Zahlen eingepasst werden konnen? Gibt es zum Beispiel zwi­
schen Null und Eins ausser den rationalen und den irrationalen Zahlen, die 
grolSer als Null und kleiner als eins sind, noch andere Zahlen: Konnen Sie 
mir ein Beispiel geben? ... 
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5 I Gosta Mittag-Leffler an Georg Cantor 

Stockholm 5. 2. 84 

Mein Iieber Freund! 

Vielen Dank fiir die letzten Briefe, die Sie mir geschrieben haben, und die ich 
nicht anders als ein ganz besonderes Zeichen Ihrer Freundschaft ansehen 
kann. Ich verstehe sehr gut die Gefiihle, die Sie darin ausgesprochen haben, 
und kann so viel mehr mit Ihnen sympatisiren als es, wie Sie wissen, gewiss 
Niemand giebt, der Ihre Arbeit mehr bewundert, als eben ich. Aber ich 
glaube, Sie haben doch Kronecker etwas missverstanden. Erstens glaube ich 
kaum, class seine Arbeit wirklich zu Stande kommt. Wenn er sie einmal redi­
giert, wird er einsehen, class er nichts Ernstes zu sagen haben kann. Zweitens 
glaube ich nicht, class in seiner Absicht, die Arbeit bei mir zu publiciren, 
etwas besonders gegen Sie Feindliches liegt. Die Acta sind nun einmal ein 
Hauptdepot der modernen funktionentheoretischen Untersuchungen gewor­
den, und eine Arbeit gegen die Funktionentheorie, welche in den ,Actis" 
publicirt wird, macht natiirlich viel mehr Aufsehen, als wenn sie in Kron­
eckers eigenem Journal erscheint. Dies muJS wohl der Hauptgrund sei,n, wes­
halb er seine Arbeit fiir mein Journal annoncirt. Diese Arbeit ist ja iibrigens 
eben so sehr gegen Weierstrass und seine ganze Schule und besonders gegen 
mich selbst gerichtet als gegen Sie. In meiner letzten Arbeit stelle ich mich 
ganz auf Ihren Standpunkt und was gegen Sie gesagt wird, trifft deshalb 
mich eben so gut wie Sie. Ich bin damit beschaftigt, den letzten Theil meiner 
Arbeit so umzuarbeiten, dass Sie sich genauer als friiher Ihren Untersuchun­
gen anschliesst. So werde ich zum Beispiel Ihre letzte Terminologie einfiihren 
und von Zahlen der zweiten Zahlenclasse statt von Unendlichkeitssymbolen 
sprechen. Ich hoffe, Ihnen dies alles baldigst in Manuscript oder Correctur 
schicken zu konnen. 

Was Kroneckers Arbeit betrifft, werden Sie mir erlauben, auf diese Frage 
zuriickzukommen, wenn ich wirklich Kroneckers Arbeit in den Handen habe. 
Ich glaube nicht, dass es je dazu kommt. 

Ich habe jetzt meine Vorlesungen Ieider mit sehr geschwachten Kraften an­
gefangen. Den ganzen letzten Monat habe ich an einem schweren Katarr 
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gelitten, der iibrigens noch nicht curirt ist. Damit ist Schlaflosigkeit ver­
bunden gewesen und dies hat natiirlich sehr ernstlich meine Arbeitskraft be­
eintrachtigt. Es geht mir besonders zu Herzen, dass hierdurch meine Ab­
handlung noch nicht vollstandig fertig ist. Es fehlt nur die schliessliche Re­
daktion des letzten Theils aber diese macht mir, so angegriffen wie ich mich 
fiihle, sehr vie! Miihe. 
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6 I Leopold Kronecker an Georg Cantor 

Kammer am Attersee, 21. Aug. 84 

Geehrter Herr College, 

Ich erhalte soeben Ihren lieben Brief vom 18. hierher nachgeschickt und be­
eile mich, Ihnen den Empfang dankend zu bestatigen. Ich gedenke schon 
Ende September wieder in Berlin zu sein, da ich dieses Mal schon gleich nach 
SchluJS der Vorlesungen am 5. d. M. meine Erholungsreise angetreten habe. 
Sie werden mich also im October schon zu Hause treffen, und ich werde mich 
sehr freuen, wenn Sie - Ihrer brieflichen Ankiindigung gemaJS - dann mich in 
Berlin besuchen und dabei auch eine wissenschaftliche Besprechung mit mir 
halten, wie es friiher ja schon oft geschehen ist. 

Sie sagen in Ihrem Briefe, daB Sie "in Folge einer gewissen Scharfe der Be­
urteilung Ihrer Arbeiten in einen Gegensatz zu mir gerathen seien, aus dem 
Sie sich auf's Tiefste heraussehnen". Das Letztere ist mir natiirlich sehr lieb, 
aber ich muB Ihnen aufrichtig gestehen, daB ich das erstere gar nicht wufSte. 
Wohl erinnere ich mich, daJS ich vor einigen Jahren, ehe W. 1) die dortige 
Professur erhielt, eine Veranlassung hatte, mich tiber A.uBerungen, die Sie 
brieflich tiber mich an K. 2) und WeierstraB gerichtet hatten, zu beschweren, 
und das that ich offen und direct in einem an Sie gerichteten Briefe. Aber 
seitdem sind wir ja doch schon personlich wieder zusammengetroffen,- so 
etwa vor J ahresfrist in Halle - und nach der Art unserer damaligen Begeg­
nung schien mir jeder Rest von Bitterkeit geschwunden. Sie erinnern sich ja 
doch sehr gut des nicht geringen Antheils, den ich schon wahrend Ihrer 
Studienzeit an Ihrer Entwicklung und ebenso spater an Ihrer weiteren gliick­
lichen Laufbahn genommen habe! Ich konnte und muJSte mich also wohl 
wundern, da Sie plotzlich sich von irgend welchem MiJStrauen mir gegeniiber 
erfiillt zeigten. Aber nachdem ich Ihnen frei schriftlich entgegnet hatte, war 
fur mich die Sache abgethan. 

1) Weierstral5. 
2) Kummer. 
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Ein ganz anderes ist unsere Divergenz in einigen wissenschaftlichen Fragen! 
Aber ich sehe durchaus keinen Grund, warum unsre personlichen Beziehun­
gen durch diese Divergenz irgendwie gestort sein sollten. Als ich neulich mit 
Frau v. Kowalewski iiber derlei Dinge sprach, meinte sie ganz recht, das sei, 
wie wenn man iiber Religion spreche. Der konkreten (sit venia verbo) Mathe­
matik selbst liegen die Dinge, iiber die wir beide verschiedener Ansicht sind, 
ja fast ebenso fern, wie der Religion und wenn wir drei: K. WeierstraB und 
ich, seit nun fast 30 J ahren das Musterbild einer friedlichen Einigkeit repre­
sentiren und uns eines fast nie gestorten gliicklichen und segenreichen Zu­
sammenwirkens erfreuen, so zeigt sich daran doch deutlich, dass die Zu­
gehorigkeit zu drei verschiedenen Confessionen kein Hindemis intimster 
personlicher und wissenschaftlicher Vereinigung bildet. Auch die Divergenz 
in mancherlei wissenschaftlichen Ansichten hat unserem Verhaltnis niemals 
den geringsten Abbruch gethan. Warum also lassen Sie sich, Iieber Herr 
College, durch solche Divergenz in einen Gegensatz gegen mich hinein­
treiben? 

Da Sie vor mehr als 20 Jahren selber noch meine Vorlesungen gehort und 
auch seitdem, in fast ununterbrochenen Beziehungen zu mir stehend, oft 
genug meine Ansichten vemommen haben, so wissen Sie besser, als ich es 
jetzt Ihnen auseinanderzusetzen vermochte, dass ich- sehr friih unter K-s 
Anleitung in philosophische Studien vertieft - nachher gleich ihm die Un­
sicherheit aller jener Speculationen erkannt und mich in den sicheren Hafen 
der wirklichen Mathematik gefliichtet habe. Was natiirlicher, als dass ich in 
dieser Mathematik selbst nun mich bemiiht habe, ihre Erscheinungen oder 
ihre Wahrheiten moglichst frei von jeden philosophischen Begriffsbildungen 
zu erkennen. Ich bin deshalb dar auf ausgegangen, Alles in der reinen Mathe­
matik auf die Lehre von den ganzen Zahlen zuriickzufiihren, und ich glaube, 
dass dies durchweg gelingen wird. Indessen ist dies eben nur mein Glaube. 
Aber wo es gelungen ist, sehe ich darin einen wahren Fortschritt, obwohl 
- oder weil - es ein Riickschritt zum Einfachen ist, noch mehr aber deshalb, 
weil es beweist, class die neuen Begriffsbildungen wenigstens nicht noth­
wendig sind. Ich werde das Wesentlichste meiner Ansichten ja nachstens ein­
mal im Druck bekannt zu geben haben und dabei noch meine Einwendungen 
gegen jene Stolzsche Deduction - die Sie ja aus meinen miindlichen Mit­
theilungen kennen - formuliren. Dann mogen diese Dinge publice sine ira 
et studio erortert werden! Was aber in aller Welt soli eine solche Erorterung 
unserer personlichen Beziehung schaden? Dass ich jene Einwendungen nur 
gelegentlich machen will, beruht darauf, dass ich denselben nur einen hochst 
secundaren Werth beilege. Einen wahren wissenschaftlichen Werth erkenne 
ich - auf dem Felde der Mathematik - nur in concreten mathematischen 
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Wahrheiten, oder scharfer ausgedri.ickt, ,nur in mathematischen Formeln". 
Diese allein sind, wie die Geschichte der Mathematik zeigt, das Unvergang­
liche. Die verschiedenen Theorien filr die Grundlagen der Mathematik (so 
die von Lagrange) sind von der Zeit weggeweht, aber die Lagrangesche Re­
solvente ist geblieben! Mit herzlichen GruBen, auch von meiner Frau, an 
Sie und die Ihrige sowie an Heines Ihr alter Freund 

Kronecker. 
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7 I Georg Cantor an Leopold Kronecker 

Friedrichroda, 24. Aug. 84 

Hochverehrter Herr Professor! 

Ihr gi.itiges Schreiben vom 21ten, fi.ir welches ich Ihnen vielmals danke, hat 
mich sehr froh gemacht, weil ich demselben entnehme, class Sie in der 
freundlichsten Weise den Wi.inschen, welche ich in meinem Schreiben vom 
1sten Ausdruck gegeben, entgegenkommen. 

Ich freue mich zu hi:iren, class Sie in diesem Herbste bereits Ende September 
nach Berlin zuri.ickzukehren beabsichtigen und ich hoffe hierdurch Gelegen­
heit zu finden, mit Ihnen dies und jenes Wissenschaftliche zu besprechen, wie 
es mich in fri.iheren J ahren so oft begli.ickt und gefi:irdert hat. 
Lieb ist es mir zu hi:iren, class Sie das wesentlichste Ihrer Ansichten tiber 
streitige Puncte gelegentlich bekannt zu machen beabsichtigen. 

Ich bin der Ansicht, dass der gri:i.ISte Theil dessen, was mich in den letzten 
Jahren wissenschaftlich beschaftigt hat und was ich unter der Bezeichnung 
Mengenlehre zusammenfasse, den Anforderungen, welche Sie an die "con­
crete" Mathematik stellen, nicht so sehr entgegensteht, wie Sie zu glauben 
scheinen. Es diirfte die nicht ganz i.ibersichtliche Darstellung Schuld daran 
sein, class von Ihnen das concret Mathematische in meinen Untersuchungen 
weniger bemerkt worden ist als das andere, namentlich der philosophische 
Inhalt. 
Es sind bestimmte, und, wie ich glaube, echt mathematische Fragen, die sich 
mir an den sogenannten Punctmengen ergeben haben, die ich zum Theil ge­
li:ist und die mich zum weitaus gri:i.ISten Theile noch beschaftigen. Sie stehen 
in innigstem Zusammenhang mit der Functionentheorie und wie ich glaube 
mit der Zahlentheorie. Woriiber ich besonders gern ein Einverstandnis mit 
Ihnen erzielen mi:ichte, ist das, was ich die transfiniten Zahlen der zweiten 
Zahlenclasse genannt habe. 
Es sind dies Begriffe resp. Zeichen oder Charactere, welche ich zur Charac­
teristik von Punctmengen unentbehrlich brauche. Meine Ansicht, dass diese 
Begriffe als Zahlen aufzufassen sind, gri.indet sich auf die concrete Be­
stimmtheit ihrer Beziehungen untereinander, und weil sie unter gleichem 
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Gesichtspunct mit den gewohnlichen endlichen Zahlen aufgefasst werden 
konnen. Ich habe schon seit Hingerer Zeit eine Begriindung dieser Zahlen, 
welche etwas verschieden ist von der in meinen Arbeiten schriftlich gegebe­
nen, und die Ihnen sicherlich mehr zusagen wird. 

Ich gehe von dem Begriff einer "wohlgeordneten Menge" a us, nenne wohl­
geordnete Mengen von gleichem Typus (oder gleicher Anzahl) solche, die 
sich unter W ahrung der beiderseitigen Rangfolge ihrer Elemente gegenseitig 
eindeutig aufeinander beziehen lassen und verstehe nun unter Zahl das 
Zeichen oder den Begriff fur einen bestimmten Typus wohlgeordneter Men­
gen. Beschrankt man sich auf die endlichen Mengen, so erhalt man auf diese 
Weise die endlichen ganzen Zahlen. Geht man aber dazu tiber, die samtlichen 
Typen wohlgeordneter Mengen der ersten Machtigkeit zu iibersehen, so 
kommt man mit Nothwendigkeit zu den transfiniten Zahlen der zweiten 
Zahlenclasse und durch diese zur zweiten Machtigkeit. Es wiirde mir lieb 
sein, Ihnen dies alles ausfiihrlich darstellen zu konnen, weil ich iiberzeugt 
bin, class Ihnen alsdann die concret mathematische Seite der Sache nicht ent­
gehen wiirde. Dies ware mir umso erwiinschter, als ich in diesem Gebiet so 
manche Frage noch ungelOst sehe, zu deren Beantwortung meiner Ansicht 
nach Ihre mathematische Ueberlegenheit erforderlich ware. 

Fiir heute schliefSe ich mit nochmals aufrichtigem Danke 
G. Cantor. 
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8 I Georg Cantor an Gosta Mittag-Leffler 

Friedrichroda, 26. Aug. 84 

Mein theuerster Freund! 

Ich schicke beifolgend Ihnen vertraulich den Brief von K. 1) zur Ansicht, so­
wie mein Antwortschreiben an ihn 2).-

Ich mochte nicht, class Sie glauben, ich wiirde mich demiithigen, es handelt 
sich mir nur urn Wiederherstellung der friiheren herzlichen personlichen Be­
ziehungen, die nicht ohne meine eigene Schuld gelockert waren. Ich bin herz­
lich froh, class ich den ersten Schritt zu dieser Annaherung gethan habe. 

Kr. und Kummer sind, wie Sie aus seinem Brief deutlich sehen, in einen sehr 
einseitigen, ich mochte fast sagen primitiven Standpunct bei Beurtheilung der 
Mathematik hinein gerathen und ich halte Alles aufrecht, was ich Sachliches 
gegen diesen Standpunct in meinen ,Grundlagen" gesagt habe. 

Und nun genug hiervon! 

Ich bin jetzt im Besitz eines hochst einfachen Beweises fiir den wichtigsten 
Satz der Mengenlehre, class das Continuum die Machtigkeit der Zahlen­
classe II hat. 

Ich zeige zuerst, class es abgeschlossene Punct-Mengen der zweiten Machtig­
keit giebt. 

Sei P eine solche. Nach bekanntem Satze zerfallt P in eine perfecte Menge S 
und eine Menge R der ersten Machtigkeit. S als Theilmenge von P kann 
keine hohere Machtigkeit haben als P; S hat also (da perfecte Mengen nicht 
von der ersten Macht. sein konnen) die zweite Machtigkeit. 

]ede perfecte Menge hat aber die Machtigkeit des Continuums. Folglich hat 
auch das Continuum die zweite Machtigkeit. 

1) Kronecker. 
2) Brief Nr. 7. 
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Sie sehen also, es kommt Alles jetzt darauf hinaus, eine einzige abgeschlos­
sene Menge zweiter Macht. zu definiren. Wenn ich alles in Ordnung ge­
bracht, schreibe ich Ihnen das Genauere. 

In der Hoffnung, dass Sie und Ihre Frau Gemahlin, trotz Ihrer schweren 
Trauer, sich in gutem Wohlsein befinden 

herzlich griiBend 
Ihr ergebener Freund 

G. Cantor 
Ich befinde mich wieder vollkommen wohl. 
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g I Georg Cantor an Gosta Mittag-Leffler 

An Herrn Professor Mittag-Leffler in Stockholm. 

Halle d. 20. Oct. 84 

Mein Iieber Freund. 

Vielen Dank fiir die Abschrift der auf Ihre Arbeit sich beziehenden Stellen 
aus Hermite's Brief; Sie werden inzwischen eine Postkarte von mir erhalten 
haben, worin ich Ihnen schrieb, daiS Sie wahrscheinlich vergessen hatten, 
diese versprochene Abschrift Ihrem Briefe vom 13./10. beizufiigen. Es war 
mir au!Serordentlich interessant und werthvoll, von diesem gro!Sen franz. 
Mathematiker mit dessen eigenen Worten zu vernehmen, nach welchen all­
gemeinen Grundsatzen er sowohl wie seine talentvollsten Schiiler den Fort­
schritt in der Mathematik, sei es durch eigene Arbeiten oder durch Anregung 
oder durch Anregung und Einflu!S auf Andere, sei es in der Beurtheilung zeit­
genossischer Bestrebungen oder Leistungen zu fordern und zu regeln suchen. 

Das von ihm aufgestellte Princip, vom Einfacheren zum Zusammengesetzten, 
vom bereits in der Wissenschaft vorhandenen und Wohlbegriindeten in stets 
durchsichtigen Betrachtungen, in geregeltem Schritt und ohne Spriinge zum 
Allgemeineren und zum Neuen iiberzugehen, halte ich fiir das einzig Ridztige 
und ich schmeichle mir, bei allen meinen Untersuchungen, oder, wenn Sie 
wollen, Versuchen, diese Regel streng eingehalten zu haben, ja vielleicht 
strenger, als manche meiner deutschen oder franzosischen Collegen. 

Bei einem genaueren Studium Ihrer ausgezeichneten letzten funktionen­
theoretischen Arbeit (Acta math. 4) diirfte sich selbst herausstellen, nament­
lich, wenn die vorangehende Beriicksichtigung derjenigen von meinen Ar­
beiten nicht vermieden wird, auf die Sie sich als auf Bekannte stiitzen, daiS 
auch Sie, entgegen dem Ihnen von Herrn Hermite gemachten Vorwurfe, sich 
keineswegs von dem Hermiteschen Grundsatze auch nur im Geringsten ent­
fernt haben. 

Fiir ebenso berechtigt wie den erwahnten Grundsatz halte ich aber auch die 
von Hermite vertretene Ansicht, daiS in der deutschen Mathematik und 
namentlich auch von vielen der hervorragendsten deutschen Mathematiker, 
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wie z. B. von Herrn Kronecker, dieser Grundsatz vielfach vernachlassigt und 
sogar mit voller Absichtlichkeit nicht befolgt wird und es gereicht der fran­
zosischen Mathematik zum groBten Ruhme, daB zu allen Zeiten ihre heryor­
ragendsten Vertreter das Muster einer naturgemaBen einfachen, ungekiin­
stelten und doch stylvollen Darstellung ihrer Entdeckungen und Unter­
suchungen gegeben haben, indem sie bemiiht waren, ihren Gedankengang 
dem Publicum so klar wie moglich darzustellen, anstatt, wie es viele Deutsche 
zu thun pflegen, ihn zu cachiren und in ein mystisches Dunkel zu hiillen. 
Namentlich imponiren mir in dieser Beziehung Lagrange und Cauchy. Da­
gegen hat Gauss in seinen Darstellungen meistens den urspriinglichen, ge­
nuinen Gedankengang verlassen und verborgen gehalten 1), was ihm Jacobi 
mit Recht zum Vorwurf macht. Dirichlet dagegen ist vollig anderer Natur in 
seinen groBen Arbeiten, deren Herausgabe zum Schaden der Wissenschaft 
von den Berliner Herren Akademikern noch immer hinausgeschoben wird, 
obgleich nichts einfacher und leichter ware, als Dirichlets verhaltnismaBig 
wenigen, aber meisterhaft redigierten Abhandlungen zusammen drucken zu 
lassen. 

Urn auf Ihren liebenswiirdigen Brief v. 13./10. zuriickzukommen, so freut es 
mich, daB Sie meine Ansichten iiber Kronecker, Fuchs und Konigsberger 
teilen. Es ware im hochsten Grade zu beklagen, wenn Weierstrass, so wie 
Kummer durch gewisse Vorgange, von denen ich Ihnen Heber miindlich er­
zahlen werde, sich vor sechs Jahren veranlaBt gesehen hat, sein Secretariat in 
der Academie niederzulegen (was der groBte Fehler gewesen isti er hatte 
nicht das Feld raumen solleni dies hat ihn auf eine schiefe Ebene gebracht, 
auf welcher es mit ihm immer mehr und zuletzt rapide bergab gegangen ist) 
ich sage, wenn WeierstraB zu friihe seine Thatigkeit in der Academie und 
seine Stellung in der philos. Facultiit der Universitiit Berlin niederlegen 
wiirde. Damit will ich keineswegs sagen, class er die ihm unbequemen Ge­
schafte, wie: groBere Vorlesungen oder das Durchsehen von Doctorarbeiten, 
langer fortfiihren solle, als seine Neigungen es ihm gestatteni denn er hat 
durch seine vieljahrige ausgezeichnete in vieler Hinsicht sogar groBartige 
Vorlesungswirksamkeit ein gutes Recht darauf erworben, sich in dieser Hin­
sicht das Leben so leicht zu machen, als er es nur wiinscht. Dagegen sollte er 
diese Thatigkeit nicht ganz aufgeben, sondern sie nur reduciren oder zum 
Mindesten pro forma dabei bleiben bis an sein Lebensende ... 

Mochten doch diese Ansichten nachdrucksvoll von den Freunden des Herrn 
Weierstrass vertreten werden. Ich selbst stehe ihm dazu zu fern, er hat mich 

1) Abel sagt von Gaup: ,Er macht es wie der Fuchs, der seine Spuren im Sande mit 
dem Schwanz aus!Oscht", vgl. Meschkowski: Denkweisen, S. 56. 
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eines intimeren Verhaltnisses nicht gewiirdigt, als ich noch jiinger war und 
jetzt, Sie werden mir darin Recht geben, ware es zu spat, dies nachzuholen. 
Ich mochte noch hinzufiigen, daiS meiner Oberzeugung nach Kronecker, er 
mag sich dies eingestehen oder nicht, nichts erwunschter kame, als wenn W. 
so bald als moglich das Beispiel Kummers nachahmte; denn dann ware seine 
Macht in der Academie und in der Facultat ganz schrankenlos. Sie mogen da­
gegen einwerfen, dass ja jetzt Fuchs noch da ist und spater vielleicht auch 
dessen Freund Konigsberger in die Facultat und Academie eintreten wird; 
doch Kronecker ist auch ein Fuchs und zwar der schlauere und sogar kliigere 
von heiden. Dass Kr. auiSerdem von einer groiSen personlichen Liebens­
wiirdigkeit ist, darin stimme ich ebenfalls mit Ihnen vollkommen iiberein ... 
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10 I Georg Cantor an Gosta Mittag-Leffler 

Halle, 16. Nov. 84 

Ich will daher, und da der heutige Sonntag mir einige freie Stunden ver­
schafft, Ihnen meine Ansichten uber die Constitution der Materie in Kurze 
mittheilen. 

Mit Boscovich, Cauchy, Ampere, W. Weber, Faraday und vielen Anderen 
halte ich die letzten Elemente fiir ausdehnungslos, also geometrisch ge­
sprochen fur rein punctuell; ich will gern fur dieselben die ublichen Aus­
driicke Krafzentra oder materielle Puncte acceptiren. Sie sehen, dass ich mich 
hierdurch von derjenigen Atomistik trenne, welche die letzten Elemente fiir 
noch ausgedehnt, jedoch durch keinerlei Kriifte theilbar halt; es ist die An­
sicht, welche heute in der Chemie durchgiingig, in der Physik hauptsiichlich 
zu Grunde gelegt wird; ich will diese Form der Atomistik die chemische Ato­
mistik nennen. 

Trotzdem nun jene Autoren in der soeben bezeichneten Beziehung mit mir 
sich von der chemischen Atomistik unterscheiden, halten sie doch selbst eine 
andere Form der Atomistik aufrecht, welche ich vorubergehend, der Kurze 
halber, die Punctatomistik nennen will. 

Ich bin aber genau genommen kein Anhanger der Punctatomistik, obgleich 
fur mich auch die letzten Elemente unzerstorbare Kraftzentra sind; ich glaube 
sowohl die chemische, wie auch die Punctatomistik, letztere wenigstens in 
ihrer bisherigen Form, verwerfen zu mussen. 

Nichstdestoweniger bin ich auch kein unbedingter Vertheidiger der Conti­
nuitatshypothese, wenigstens nicht in der vagen Form, in welcher sie bis jetzt 
von einigen Philosophen ausgebildet worden ist. 

Ich glaube mit den Punctatomisten, dass fur die Erklarung der anorganischen 
und bis zu einer gewissen Grenze auch der organischen Naturerscheinungen 
zwei Classen von geschaffenen, und, nachdem sie geschaffen, selbstiindigen, 
unzerstarbaren, einfachen, ausdehnungslosen, kraftbegabten Elementen, die 
ich auch Atome nennen will, gebraucht werden und ausreichend sind, die der 
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ersten Classe will ich Korperatome, die der andern Classe will ich .Ather­
atome nennen. 

Ich glaube aber auch ferner, und das ist der erste Punct, in welchem ich mich 
iiber die Punctatomistik erhebe, class die Gesammtheit der Korperatome von 
der ersten Miichtigkeit, die Gesammtheit der Atheratome von der zweiten 
Machtigkeit ist und hierin besteht meine erste Hypothese. 

Nur eines muB ich dem Obigen hinzufiigen, worin zugleich ein zweiter Unter­
schied von der Punctatomistik zu bestehen scheint. Ich glaube, class im Zu­
stand des Gleichgewichts wegen der gegenseitigen Anziehung oder Ab­
stoBung, welche die Elemente aufeinander ausiiben, und wegen der unzahli­
gen Grade dieser Anziehung, sowohl die korperliche Materie fur sich stets 
nur in der Form einer in sich dichten geometrischen homogenen Punctmenge 
(erster Ordnung, resp. Machtigkeit), wie auch der Aether fur sich stets nur in 
der Form einer in sich dichten geometrisch-homogenen Punctmenge (erster 
und zweiter Ordnung, resp. Machtigkeit) auftreten konnen. 
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11 Briefbuch 1886, 5. 6]-66 7
) 

Wenn man sich tiber den Ursprung des weit verbreiteten Vorurtheils gegen 
das actual Unendliche, den "horror infiniti", in der Mathematik voile Rechen­
schaft geben will, mufS man vor allem den Gegensatz scharf ins Auge fassen, 
der zwischen dem actualen und potenzialen Unendlichen besteht. Wahrend 
das potenziale Unendliche nichts anderes bedeutet, als eine unbestimmte, 
immer endlich bleibende veranderliche Grosse, die Werthe anzunehmen hat, 
welche entweder kleiner werden als jede noch so kleine oder grofSer werden 
als jede noch so grofSe endliche Grenze, bezieht sich das actuale Unendliche 
stets auf ein in sich £estes, constantes Quantum, das grosser ist als jede end­
liche Grosse derselben Art. So stellt uns beispielsweise eine veranderliche 
Grosse x, die nacheinander die verschiedenen endlichen ganzen Zahlwerthe 
1, 2, 3, ... , y, ... anzunehmen hat, ein potenziales Unendliches vor, wahrend 
die durch ein Gesetz begrifflich durchaus bestimmte Menge (y) aller ganzen 
endlichen Zahlen r das einfachste Beispiel eines actual unendlichen Quan­
tums darbietet. 

Die wesentliche Verschiedenheit, welche hiernach zwischen den Begriffen des 
potenzialen und actualen Unendlichen besteht, hat es merkwtirdigerweise 
nicht verhindert, class in der Entwicklung der neueren Mathematik mehrfach 
Verwechselungen beider Ideen vorgekommen sind, derart class in Fallen, wo 
nur ein potenziales Unendliches vorliegt, falschlich ein Actualunendliches an­
genommen wird oder class umgekehrt Begriffe, welche nur vom Gesichts­
puncte des actual Unendlichen einen Sinn haben, fiir ein potenziales Unend­
liches gehalten werden. Beide Arten der Verwechselung mtissen als Irrttimer 
betrachtet werden. Der erstere tritt unter anderem dort auf, wo man, wie es 
z. B. Poisson (M. v. Traite de Mecanique, deux. ed. t. I, pag. 14) gethan hat, 
die sogenannte Differentiale als actualunendlich kleine Gro.ISen auffasst, ob­
gleich sie nur die Deutung veranderlicher, belieb. klein anzunehmender 
Hiilfsgrossen zulassen, wie schon von heiden Entdeckern der Infinitesimal­
rechnung, Leibniz und Newton, bestimmt ausgesprochen worden ist. Dieser 
Irrthum kann dank der Ausbildung der sogenannten Grenzmethode, an 
welcher die franzosischen Mathematiker unter Ftihrung des grossen Cauchy 

1) Diese Ausfiihrungen sind offenbar nicht Bestandteil, vielleicht aber Anlage 
eines Briefes. Sie stehen zwischen zwei Briefen an Herrn E. Illigens in Beckum 
vom Juni 1886. 
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so ruhmvoll betheiligt sind, wohl als iiberwunden angesehen werden. Um­
somehr scheint mir aber in der Gegenwart die Gefahr des anderen Fehlers 
zu drohen, welcher darin besteht, von dem Actualunendlichen nichts wissen 
zu wollen und es auch dort zu verHiugnen, wo keine Moglichkeit vorhanden 
ist, ohne einen richtigen Gebrauch desselben den Dingen auf den Grund zu 
kommen. Hier ist in erster Linie die Theorie der irrationalen Zahlgrossen 
anzufiihren, deren Begriindung ohne Heranziehung des A. U. in irgend einer 
Form nicht ausfiihrbar ist. Dass diese Heranziehung auf mehreren Wegen 
geschehen kann, findet sich in§ 9 der ,Grundlagen" kurz auseinandergesetzt. 
Ich habe mich dazu schon friihe (Math. Ann. Bd 5, p. 123) besonderer actual 
unendlicher Mengen von rationalen Zahlen bedient, welche ich Fundamental­
reihen nenne. Herr E. Heine ist mir darin gefolgt (Borch. J. Bd 74, p. 172); 
seine Abweichungen beziehen sich nur auf die Ausdrucksweise, in der Sache 
stimmt er mit mir ganz iiberein. 

Ich erwahne den wunderlichen, meines Erachtens riickschrittlichen Versuch 
des Herrn Molk (Acta mathem. t. VI), die irrationalen Zahlen ganzlich aus 
dem Gebiet der hoheren Arithmetik zu vertreiben. Andere gehen noch weiter 
und wollen diese Zahlen auch in der Functionentheorie nicht dulden; es bleibt 
abzuwarten, welchen Erfolg diese Bestrebungen haben werden. 

Man kann aber noch an einem andern Gegenstand das Vorkommen des 
Actualunendlichen und seine Unentbehrlichkeit nicht nur in der Analysis, 
sondern auch in der Zahlentheorie und der Algebra unwiderleglich darthun. 

Unterliegt es namlich keinem Zweifel, dafS wir die veranderlichen Crossen 
im Sinne des potenzialen Unendlichen nicht mifSen konnen, so lasst sich 
daraus auch die Nothwendigkeit des actualen Unendlichen folgendermafSen 
beweisen. Damit eine veranderliche Grosse in einer mathematischen Be­
trachtung verwerthbar sei, muss strenggenommen das ,Gebiet" ihrer Ver­
anderlichkeit durch eine Definition vorher bekannt sein 1); dieses ,Gebiet" 
kann aber nicht selbst wieder etwas Veranderliches sein, da sonst die feste 
Unterlage der Betrachtung fehlen wiirde; dieses ,Gebiet" von Werthen ist 
also eine bestimmte actual unendliche Menge. 

So setzt jedes potenzial Unendliche, soli es streng mathematisch verwendbar 
sein, ein actual Unendliches voraus. Diese ,Gebiete der Veranderlichkeit" 
sind die eigentlichen Grundlagen der Analysis und der hoheren Arithmetik, 
und sie verdienen es daher in hohem Grade, selbst zum Gegenstand der 
Untersuchungen genommen zu werden, wie dies von mir in der ,Mengen­
lehre" (theorie des ensembles) geschehen ist. Hat aber solchermaafSen das 
Actual unendliche in der Form actualunendlicher Mengen sein Biirgerrecht 

1) Diese Argumentation findet sich schon bei Gutberleti vgl. 5. 64. 
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in der Mathematik geltend gemacht, so ist die Forderung eine unabweisliche 
geworden, auch den actualunendlichen Zahlbegriff durch geeignete, natur­
gemaJSe Abstractionen auszubilden, ahnlich wie die endlichen Zahlbegriffe, 
das Material der bisherigen Arithmetik, durch Abstraction aus endlichen 
Mengen gewonnen worden sind. Dieser Gedankengang hat mich auf die 
transfinite Zahlenlehre gefiihrt, deren Anfange sich in den ,Grundlagen 
einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre" vorfinden. 
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12 I Georg Cantor an Franz Goldscheider 

Halle, 13. Mai 1887 

Herrn Gymnasiallehrer F. Goldscheider in Berlin. 

Mein Heber Herr Goldscheider, 

Sehr erfreulich ware es mir, wenn es Ihnen moglich werden sollte, mich in 
Ihren Sommerferien zu besuchen, wenn auch nur auf einige Tage. Sobald 
Ihre Ausarbeitung der Elemente der Theorie der transfiniten Zahlen 
zter Zahlklasse auch formell ins Reine gebracht ist, schicken Sie mir dieselbe; 
ich will dann sehen, dafiir hier einen Verleger zu finden, so daB ihre Arbeit 
moglicherweise noch in diesem Sommer gedruckt Werden konnte. Wenn Sie 
es wiinschen, konnten Sie damit Ihre Promotion verbinden, die Ihnen nicht 
die mindesten Miihen machen soli; doch bitte ich iiber diesen Plan noch mit 
niemand anders zu reden. 

Was die Ihnen genannte Arbeit von Aurelius Adeodatus anbetrifft, so be­
deutet meine Empfehlung nicht, daB ich in allen Puncten die Ansichten des 
Verfassers (der Protestant und Philosophieprofessor an einer siiddeutschen 
Universitat sein soil; sein wirklicher Namen lautet anders; hier tritt er 
pseudonym auf) unbedingt theile; sondern seine Kritik der neueren Philo­
sophie in ihrer Verbindung mit der sogenannten ,Cultur" und dem Prote­
stantismus erscheint mir in den meisten Puncten ausserordentlich zutreffend 
und andererseits gehore ich auch nicht zu denen, welche die philosophische 
Bedeutung des 5. Thomas Aquin fiir die christliche Philosophie (also nicht 
bloss fiir die Katholische Philosophie) verkennen; aus diesen heiden Griin­
den hat mich die Schrift von Aurelius Adeodatus 1) sehr interessiert. 

Was die actual unendlich kleinen GraBen betrifft, so werden Sie an mehreren 
Stellen meiner Schriften die Ansicht ausgesprochen finden, dass dies unmog-

1) Genauer Titel: Adeodatus, Aurelius. Die Philosophie und Cultur der Neuzeit 
und die Philosophie des heiligen Thomas von Aquino. (1. Vereinsschrift der 
Gorres-Gesellschaft fiir 1887.) Koln 1887. 

Als Verfasser kann man Graf Hertling vermuten (damals Philosophie-Ordina­
rius in Miinchen). 
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liche (d. h. in sich widersprechende) Gedankendinge oder vielmehr Aus­
geburten phantastischer Denkart sind. Ich bin jedoch erst in diesem Winter 
dazugekommen, meine darauf beziiglichen Ideen in die Gestalt eines form­
lichen durchaus strengen Beweises zu bringen. 

Darnach besteht der Satz: 

Von Null verschiedene lineare Zahlgrossen ;, welche kleiner als jede noch so 
kleine endliche Zahlgrosse waren, giebt es nicht. 

Der Beweis wird mit Hilfe der transfiniten ganzen Zahlen gefiihrt, und der 
Gedankengang ist dabei dieser: man geht von der Voraussetzung aus, dass 
die lineare GroBe ; so klein ist, dass ihr n-faches: 

;·n 
fiir jede endliche ganze Zahl n kleiner ist, als Eins und beweist nun aus dem 
Begriff der linearen Grosse, dafJ alsdann auch: 

;·v 
kleiner ist, als jede noch so kleine endliche Grosse, wenn Y irgendeine noch 
so grosse transfinite Zahl aus irgendeiner noch so hohen Zahlenclasse be­
deutet. 

Das heiJSt aber doch, daiS; durch keine noch so kriiftige unendliche Verviel­
fachung endlich gemacht werden, also auch nicht "Element" endlicher Grossen 
sein kann. Somit widerspricht die gemachte Voraussetzung dem Begriff 
linearer GroJSen. Schreiben Sie mir gefiilligst, ob dies auch Ihnen einleuchtend 
erscheint. 

Es scheint mir dies eine wichtige Anwendung der transfiniten Zahlenlehre zu 
sein, ein Resultat, welches uralte, weitverbreitete Vorurtheile tiber den 
Haufen zu stoJSen befahigt ist. 

Es ist also, wie Sie richtig ahnen, die Thatsache der actualunendlich groBen 
Zahlen so wenig ein Grund fiir die Existenz actual-unendlich kleiner Zahlen, 
daB vielmehr gerade mit Hilfe der ersteren die Unmoglichkeit des letzteren 
bewiesen wird. 

Ich glaube auch nicht, daB man, dieses Resultat auf anderem Wege vall und 
streng zu erreichen im Stande ist. Herrn Weierstrass, den ich bei einem 
kurzen Berliner Ferienbesuche, Ende April, fliichtig sprach, habe ich das Fac­
tum dieses Satzes mitgeteilt; er schien sehr frappirt, glaubte aber dann, daB 
man ihn auch ohne transfinite Zahlenlehre beweisen konne. Ich hatte nicht 
Zeit, ihm ausfiihrlich die Sache zu erklaren. 

Das Bediirfnis, welchem dieser Satz geniigt, ist besonders einleuchtend gegen­
uber neusten Versuchen von P. du Bois-Reymond und 0. Stolz (M. v. Stolz, 
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Vorlesungen tiber allgemeine Arithmetik, Leipzig 1885, bei Teubner, 
Iter Theil pag. 65 und pag. 205), die Bereinigung actual unendlichkleiner 
GroBen aus dem sogenannten Archimedischen Axiom abzuleiten. 

Archimedes scheint niimlich zuerst darauf aufmerksam geworden zu sein, 
daB der in den Euclidischen Elementen gebrauchte Satz (M. v. auch Eucl. 
Lib. V, defin. 4i insbesondere: Eucl. Elem., Lib. X, prop. 1), wonach aus jeder 
noch so kleinen begrenzten Strecke durch endliche Vervielfachung endliche 
Strecken von beliebig grosser Grosse erzeugt werden konnen, eines Be­
weises entbehre und er glaubte darum, daB dieser Satz als ,Annahme" 
().o.;f-lfJOi.YOf-lEYOY) anzusehen sei (M. v. Archimedes de sphaera et cylindro I 
postul. 5 und die Vorrede zur Schrift: De quadratura parabolae). 

Nun ist der Gedankengang jener Autoren (D. Stolz etc.) der, daB, wenn man 
dieses ,Axiom" fallen HifSt, daraus ein Recht auf actualunendlichkleine 
Grossen hervorgeht. 

Aber aus jenem von mir bewiesenen Satze folgt, wenn er auf geradlinige 
Strecken angewandt wird, unmittelbar die Nothwendigkeit der Euclichichen 1) 

Annahme. Also ist das sogenannte ,Archimedische Axiom" gar kein Axiom", 
sondern ein aus dem linearen Grossenbegriff mit apodictischem Zwang fol­
gender Satz. 

Freundlichst griifSend Ihr 
ergebenster 

Georg Cantor 

1) Bei Cantor verschrieben. 
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13 I Hermann Amandus Schwarz an Carl WeierstrajJ 

Hoch verehrter Herr Professor! 

Gi:ittingen, Weender Chaussee 17 A, 
den 17 ten Oktober 1887. 

Ftir die freundliche Aufnahme, die Sie mir auch wli.hrend meiner diesmaligen 
Anwesenheit in Berlin haben zu Theil werden lassen, spreche ich Ihnen 
meinen herzlichen Dank aus. In Halle bin ich mit meiner Frau nur wenig 
Ianger als einen vollen Tag geblieben und doch ereignete sich das kaum 
Glaubliche, daB G. C. auf der StraBe mir begegnete, als ich eben auf dem 
Wege zu Wangerin war, an mich herantrat, ehe ich ihn noch erkannt hatte, 
mir die Hand reichte und den Wunsch aussprach, mit mir zu einer Ver­
stli.ndigung und Versi:ihnung zu gelangen. Das Unrecht, welches er mir und 
Ihnen gegentiber begangen, gestand er ein. Er beftirchtete, es sei meine Reise 
tiber Halle aus dem Grunde erfolgt, urn Frau Professor Heine tiber die An­
gelegenheit aufzuklli.ren; er beftirchtete ferner, von seiner eigenen Frau, der 
er kein Wort tiber die Entzweiung mit mir mitgetheilt habe, Vorwtirfe zu 
bekommen, wenn dieselbe, die jetzt in Berlin sich aufhalte, von Lampe und 
Henoch etwas tiber die Angelegenheit erfahre. Da ich die ganze Angelegen­
heit schon seit Monaten aus dem pathologischen Gesichtspunkte betrachtet 
hatte und darin noch durch das, was mir Lampe erzli.hlt hatte, sowie durch 
Ihre Mittheilung bestarkt worden war, konnte ich die Erklarung abgeben, 
daB die Art, wie mir C. jetzt in Halle entgegengekommen sei, sehr viel Ver­
si:ihnendes habe und daB ich keinen Groll weiter hege. Das entspricht auch 
vi:illig der Wahrheit. Heute erhielt ich durch die Post einen Separatabdruck 
der ,Mittheilungen zur Lehre vom Transfiniten", mit der handschriftlichen 
Widmung: 

H. A. Schwarz in Erinnerung an die alte Freundschaft zugeeignet vom Verf. 
Nachdem ich so Gelegenheit erhalten habe, diesen Aufsatz mit MuBe anzu­
sehen, kann ich nicht verhehlen, daB mir derselbe als eine krankhafte Ver­
irrung erscheint. Was haben denn in aller Welt die Kirchenvli.ter mit den 
lrrationalzahlen zu thun?! Mi:ichte sich doch die Beftirchtung nicht bewahr­
heiten, daiS unser Patient auf derselben schiefen Ebene angelangt sei, von 
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der der ungliickliche Zollner 1) den Riickweg zur Beschaftigung mit concreten 
wissenschaftlichen Aufgaben nicht mehr gefunden hat! Je mehr ich iiber 
diese heiden Falle nachdenke, umso mehr drangen sich mir die ahnlichen 
Symptome auf--. Mochte es doch gelingen, den ungliicklichen jungen Mann 
zu Beschaftigung mit concreten Aufgaben zuriickzufiihren, sonst nimmt es 
mit demselben gewi.B kein gutes Ende! 

1) Zollner, Johann Karl Friedrich, Astrophysiker, 1834-1882. Seit 1872 o. Professor 
der Astrophysik; konstruierte ein weit verbreitetes Astrophotometer, erweiterte 
die elektrodynamische Theorie W. Webers und befafJte sich spater eingehend 
mit philosophischen Studien und wurde uberzeugter Anhiinger des Spiritismus. 
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14 I Georg Cantor an Pater Ignatius ]eiler 

Halle a. d. S. 13ten Oct. 1895 

Hochverehrter Pater Ign. J eiler Ord. S. Franc. 

Ihr freundliches Schreiben v. 3ten Oct. und das schone Bild des heil. Bonaven­
tura, welches ich bereits habe einrahmen lafSen und das seinen Platz neben 
dem Bilde des S. Thomas Aquin. (Kupferstich der Leon. Ausgabe seiner 
Werke) finden wird, habe ich erhalten. Fiir Alles herzlichen Dank! 

Die 3 Bande von Casanova's Curs. phil. 1) habe ich mir kommen lafSen. Es 
interessirt mich sehr, das in Ihrem Orden herrschende philos. System, im 
Vergleich mit denjenigen der Dominikanern und Jesuiten kennen zu lernen; 
die Abweichungen in gewissen, auJ3erhalb des christlichen Dogma's stehenden 
Fragen sind mir besonders intereJ3ant. In der Ablehnung der 11Scientia media" 
gehen Sie, wie ich sehe, mit dem Predigerorden zusammen. Andererseits 
haben Sie gegen letzteren sowohl, wie gegen die Soc. J esu vielfach den Doctor 
subtilis zu vertheidigen. 

Sie werden inzwischen die Nr. 1 einer Abhandl. von mir erhalten haben, 
"Beitriige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre", welche sich in 
erster Linie an das mathem. Publicum wendet, aber auch philos. Gebildeten 
der Hauptsache nach verstiindlich sein diirfte. Voraussetzungen an mathem. 
KenntniJ3en werden darin im Grunde gar keine gemacht. 

Gestatten Sie mir bei dieser Gelegenheit auf Ihren werthen Brief v. zzten Juni 
1890 zuriickzukommen, in welchem Sie schreiben: 

,Urn scholastisch zu reden: was weiterer Vermehrung fahig ist, ist in poten­
tia zu diesem weiteren actus, also ein potentielles; Hillt also unter diesen 
Begriff. Ihr transfinitum konnte also hiernach nur eine Unterabtheilung des 
gewohnlich gelehrten potentiellen Infiniten sein. Mir wiirde es nicht schwer 
fallen anzunehmen, daB die Mathematik eine solche wesentliche Unter­
abtheilung nachweisen konnte." 

Hierauf erlaube ich mir Folgendes zu erwidern. 

1) Genauer Titel: Casanova, Gabriel: Cursus philosophicus ad mentem D. Bona­
venturae et Scoti. 3 Bde. Madrid 1894. 
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Wenn ich vom ,Transfiniten" handle, so ist das Absolut-unendliche nicht 
gemeint, welches als actus purus und ens simplicissimum weder einer Ver­
mehrung noch einer Verminderung fahig ist und nur in Deo, oder vielmehr 
als Deus opt. maximus existirt. 

Das Unendliche, urn welches sich in meinen Untersuchungen handelt, ist viel­
mehr folgendes: (M. v. zum Beispiel Conimbricenses, Phys. lib. III cap. VIII, 
quaest. 1, art. 1) 1) 

Infinitum categorematicum, id est, quod actu constat infinitis partibus 2), 

aequalibus uni certae 3), non communicantibus inter se, simulque existen­
tibus. Hoc est, quod transfinitum dico. 

Die Resultate, zu denen ich gelangt bin, sind diese: 

Ein solches Transfinitum, sowohl wenn es in concreto, wie auch in abstracto 
gedacht wird, ist widerspruchsfrei, also moglich und von Gott erschaffbar, so 
gut wie ein Finitum. 

Das Transfinitum ist der mannigfaltigsten Formationen, Specificationen und 
lndividuationen fahig. 

lm Besonderen gibt es transfinite Cardinalzahlen und transfinite Ordnungs­
typen, die eine ebenso bestimmte, vom Menschen erforschbare mathema­
tische Gesetzmaf3igkeit haben, wie die endlichen Zahlen und Formen. 

Aile diese besonderen Modi des Transfiniten existiren von Ewigkeit her als 
Ideen in intellectu divino. 

So wenig wie es im Gebiet des Endlichen ein Maximum giebt, ebenso wenig 
giebt es im Transfiniten einen Modus, der nicht von anderen transfiniten 
modis umspannt wiirde, gegen welche er sich nur als , Theil" verhalt. 

Wenn Sie diese Tatsache so ausdrucken, daf5 Sie sagen: "jedes Transfinite 
ist in potentia zu einem weiteren actus und insofern ein potenzielles", so ist 
nichts dagegen einzuwenden. Denn actus purus ist nur Gott; dagegen jedes 
Creatiirliche, in dem von Ihnen gebrauchten Sinne, ,in potentia zu einem 
weiteren actus sich befindet." 

Dennoch kann das Transfinite nicht als eine Unterabtheilung dessen an­
gesehen werden, was man gewohnlich ,potentielles Unendliches" nennt. 
Denn letzteres ist nicht (wie jedes individuelle Transfinite und allgemein wie 

1) Gemeint sind die "Commentarii Collegii Conimbricenses Societatis Jesu" zu 
Aristoteles. 5 Bde. Coimbra 1592-1606, deren erster Band (Physica) von Manuel 
de G6is stammt. 

2) id est, partibus, quarum multitudo numerum finitum qualemcunque non aequat. 
3) id est, quae (pars) determinatum mensuram habet. 
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jedes Ding, das einer "idea divina" entspricht) in sich bestimmt, fest und 
unveriinderlich, sondern ein in Veriinderung Begriffenes Endliches, das also 
in jedem seiner actuellen Zustande eine endliche Grofle hat; wie beispiels­
weise die vom Weltanfang verflossene Zeitdauer, welche, wenn man sie auf 
irgend eine Zeiteinheit, z. B. ein J ahr, bezieht, in jedem Augenblick endlich 
ist, aber immerzu uber aile endlichen Grenzen hinaus wiichst, ohne jemals 
wirklich unendlich grofl zu werden. 

Vielleicht gelingt es mir, durch diese Erlauterung die letzten Bedenken gegen 
das Transfinite zu beseitigen, nicht nur bei Ihnen, sondern auch bei Anderen, 
welche sich fiir die Frage des Unendlichen interessiren! Doch bin ich sehr gem 
mit Freuden jederzeit bereit, jede ferner gewiinschte Aufklarung iiber diesen 
Gegenstand zu versuchen. 

17. 

Mit freundlichen GrillSen Ihr 
hochachtungsvoll ergebenster 
Georg Cantor. 

259 



15 I Georg Cantor an Pater Ignatius ]eiler 

Halle 271•nOct. 1895 

Hochverehrter Pater lgn. Jeiler. 
Es freut mich sehr, aus Ihrem freundlichen Schreiben vom zoten Oct. zu er­
sehen, daB jetzt Ihre Bedenken gegen das 11Transfinitum" geschwunden sind. 
Gelegentlich will ich Ihnen aber einen kleinen Aufsatz verfaBen und zu­
schicken, in welchem ich in scholastischer Form detaillirt zeigen mochte, wie 
sich meine Resultate gegen die bekannten Argumente vertheidigen lassen 1) 

und vor Allem, wie durch mein System die Grundlagen der christlichen Philo­
sophie in allem Wesentlichen unverandert bleiben, nicht erschiittert, sondern 
vielmehr eher gefestigt werden, und wie sogar damit ihre Ausbildung nach 
verschiedenen Seiten gefordert werden kann. Gegeniiber dem Ansturm von 
links und rechts ist der Nachweis der Fruchtbarkeit und Entwicklungsfahig­
keit der 11philosophia perennis", wie wir die christliche Philosophie wohl 
nennen konnen, ein dringendes BediirfniB. 
Sie sagen mit Recht, daB es eigentlich unbegreiflich ist, wie heutzutage 11die 
Geister verwirrt sind und den hellsten Widerspruch mit sich selbst nicht ein­
mal bemerken" und wie 11der alte Weg, der den heil. Augustinus zu der An­
nahme einer idealen Welt zwang, auch jetzt noch vernichtend fiir alle Art 
der Skeptiker" sei. 
Die Erscheinung hangt mit dem seit ein paar Jahrhunderten besonders stark 
eingeriBenen Subjectivismus und Epikuraismus zusammen. Einer meiner 
Schuler, der seit zwanzig J ahren in Berlin Gymnasiallehrer rind ein witziger 
Kopf ist 2), driickt die Sache recht hiibsch und drastisch mit den Worten a us: 
"Man laugnet die Existenz des Ackers, laBt sich aber die darauf wachsenden 
Kartoffeln wohl schmecken." 
Ihr Confrater P. Stanislaus Kempmann, dem ich vor einigen Tagen auch ein 
Exemplar von N2 1 meiner laufenden Abhandlung zur transfiniten Mengen­
lehre geschickt, hat mir freundlichst geantwortet und die Obersendung seines 
Curs. phil. fiir die nachsten Tage in Aussicht gestellt. 

1) Die angekiindigte Arbeit findet sich nicht unter den Publikationen Cantors. 
2) Offenbar ist Franz Goldscheider gemeint. 
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Vielleicht sind Sie bei Ihrer Nahe an Rom in der Lage, mir in einer andern 
wilSenschaftlichen Angelegenheit mit Rath und That zu helfen. 

In einer historischen Frage ware es ftir mich von grolSer Bedeutung, tiber den 
handschriftlichen NachlalS des Englanders Sir Toby Matthew (lebte 1577-
1655) genaue Nachricht zu erhalten. Ueber diese Person findet sich Einiges 
in den "Records of the English Province of the Society of Jesus" by Henry 
Foley, London 1882, Vol. VII, pag. 493.494. 

Matthew erhielt 1614 in Rom aus den Handen des Cardinals Bellarmin die 
Priesterweihe, verbrachte seine letzten Jahre in dem englischen Jesuitencolleg 
in Gent (Holland) und vermachte, wenn ich mich nicht irre, seine Hinter­
lalSenschaft dem Orden. Sicher ist, daf3 sein Testament "Will of Sir Toby 
Matthew" in dem englischen Kolleg zu Rom (Collect. Topog. et Geneal. V 87) 
sich befindet. 

Ich nehme an, daiS an derselben Stelle wohl auch seine Manuskripte nament­
lich (was mich besonders interessirt) die an ihn von Francis Bacon (Baron von 
Verulam, Viscount St Alban) geschriebenen Briefe sich entweder vorfinden, 
oder doch der Hinweis entdeckt werden kann, wo dieselben moglicherweise 
liegen. 

So ware es mir denn sehr lieb, mit einer Personlichkeit in Beziehung gesetzt 
zu werden, von welcher ich Auskunft tiber diese Sachen erhalten mochte. 

Beifolgend erlaube ich mir, Ihnen eine Photographie von mir zu verehren 
und ich wtirde mich sehr freuen, wenn Sie mir daftir auch Ihr Bild schickten. 

Mit herzlichem GruBe Ihr hochachtungsvollergebenster 
Georg Cantor 
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16 I Georg Cantor an Charles Hermite 

Herrn Prof. Charles Hermite in Paris 
Halle 3oten Nov. 1895 

Hochverehrter Herr College. 

Empfangen Sie meinen herzlichsten Dank fiir die Empfehlung, welche Sie 
mir bei Herrn Delisle haben zu Theil werden laBen. -

Sie sagen sehr schon in Ihrem Briefe vom 27ten Nov.: ,Les nombres (entiers) 
me semblent constituer comme un monde de n?alitt?s qui existent en dehors 
de nous avec Ia meme caractere d'absolue necessite que les realites de la 
nature dont Ia connaissance nous est donnee par nos sens etc." 
Gestatten Sie mir aber dazu zu bemerken, daB mir die Realitat und absolute 
GesetzmaBigkeit der ganzen Zahlen eine viel starkere zu sein scheint als die 
der Sinnenwelt. Und daB es sich so verhalt, hat einen einzigen, sehr einfachen 
Grund, namlich diesen, daB die ganzen Zahlen sowohl getrennt wie auch in 
ihrer actual unendlichen Totalitat als ewige Ideen in intellectu Divino im 
hochsten Grade der Realitat existiren. Ich habe einen dem lhrigen ahnlichen 
Gedanken im Jahre 1869 in meiner Habilitationsschrift ,De transformatione 
formarum ternariarum quadraticarum (Halis Saxonum typis Hendeliis) aus­
gesprochen. Von den drei Thesen, welche ich bei dieser Gelegenheit offentlich 
vertheidigte, heiBt die dritte wortlich wie folgt: ,Numeros integros simili 
modo atque corpora coelestia totum quoddam legibus et relationibus com­
positum efficere." 
Vie! spater habe ich gesehen, daB im wesentlichen derselbe Gedanke vom 
heil. Augustin in dem Werke De civitate Dei, lib. XII, cap. 19 (contra eos, 
qui dicunt ea, quae infinita sunt, nee Dei posse scientia comprehendi) vor­
kommt. lch habe dieses ganze Capite! aus dem wundervollen Werke des heil. 
Kirchenvaters in einer Note meiner Schrift ,Zur Lehre vom Transfiniten", 
Halle 1890, pag. 42 abgedruckt. Sie werden diese Schrift damals von mir er­
halten haben! Andernfalls steht Ihnen ein Exemplar derselben zur Verfiigung. 
Sehr erfreut bin ich iiber das Interesse, mit welchem Sie meine Tabelle fiir 
den Goldbachschen Satz bis 2 N = 1000 aufgenommen haben. Was Sie iiber 

die wahrscheinliche Unbrauchbarkeit der Reihe L __:!:__ (wo p aile ungeraden 
P xp 
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Prirnzahlen 1, 3, 5, 7, ... durchHiuft) sagen, leuchtet rnir ein, denn ich wiiJSte 
nicht, wie diese Function von x durch uns bekannte Transzendenten auszu­
driicken oder ihre Eigenschaften sonstwie erkennbar waren. Es wird also 
nichts anderes iibrig bleiben, und das war der Grund rneiner Publication, 
als die zahlentheoretische Funktion n = 1p (N) zu studieren, wo n die Anzahl 
der Losungen der Gleichung x + y = 2 N bedeutet, wenn x ~ y und x, y 
beide Prirnzahlen sein sollen. - In dieser Beziehung erlaube ich rnir, Sie auf 
folgende Erscheinungen in rneiner Tabelle aufrnerksarn zu rnachen. 

Sucht man diejenigen Stellen, fur welche tp (N) ein relatives Maximum wird, 
d. h. fur welche 

1p (N- 1) ~ tp (N) ~ tp (N + 1) 

so findet man, von N = 9 an, ohne Ausnahme, daJS es diejenigen Stellen 
sind, fur welche : 

N=o rnod3 

Sucht man ebenso diejenigen Stellen, fur welche die Funktion tp (3 N) ein 
relatives Maximum wird, so findet man, ohne Ausnahme, daJS bei diesen 
N=o mods. 

Sucht man ferner diejenigen Stellen, fiir welche die Function tp (3 · 5 · N) ein 
relatives Maximum wird, so findet man ausnahmslos: 

N=o mod 7. 

Vielleicht also gilt der Satz: 

,Sind 3, 5, 7, 11, ... p aile ungeraden Prirnzahlen his p und ist q die 
nachstgroJSere Prirnzahl, setzt man das Product 3 · 5 • 7 · ... p = P, so 
sind die Stellen, fiir welche tp (P · N) ein relatives Maximum wird, die­
jenigen, fiir welche: 

N= 0 (mod q)." 

Aber ich wiederhole das ,Vielleicht". Urn ein sicheres Urtheil tiber die Rich­
tigkeit dieses Satzes zu gewinnen, rniiJSte die Tabelle rnindestens his 
2 N = 10 000 fortgefiihrt werden. Ich habe schon seit J ahren den groJSen 
Wunsch, sowohl nach Rom wie auch auf dern Riickwege nach Paris zu korn­
rnen, allein es fehlt rnir dazu am Nothigsten. Das Gehalt, welches ich von der 
Regierung bekornrne, ist ein verhaltnisrnaJSig geringes, und rneine 6 heran­
wachsenden Kinder, von denen das alteste irn 21ten Jahre steht, brauchen mit 
jedern Jahre rnehr zu ihrer Ausbildung. 

Mit den herzlichsten GriiJSen 
Ihr hochachtungsvollst ergebener 

G. Cantor 
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17 I Georg Cantor an P. Ignatius ]eiler 

Halle a. d. 5. 1 ten Marz 1896 

Sehr verehrter Pater J eiler. 
Herzlich freute es mich, aus Ihrem lieben Schreiben v. zsten Febr. zu ersehen, 
daB Sie die ,Confessio fidei Fr. Baconi" griindlich studiert und sie als das er­
kannt haben, was sie in der That und in Wahrheit ist, namlich als ein 
wunderbares, echt katholisches Glaubensbekenntnis, niedergeschrieben von 
dem grofSten Kryptokatholiken, welcher in der seit dem Anfang des 16ten 
J ahr. iiber die Kirche verhangten Priifungszeit erstanden ist. 
Und wie steht dieser herrliche Mann bis jetzt verkannt da; verliiumdet und 
gefiilscht von protestantischer, aber !eider auch von unkritischer katholischer 
Seite (bei letzterer iiberhaupt mit nur sehr wenigen Ausnahmen). Sie miissen 
wiiSen, daiS alle sogenannten naturphilos. u. moralischen Schriften F. B's (von 
1604 an) geschrieben sind auf Grund des lebendigen kath. Glaubens, wie er 
sich in jener ,con£. fidei" ausgesprochen findet und daB sie durchzogen und 
durchtriinkt sind von der echten, auf den heil. Schriften und der heil. Tradi­
tion beruhenden katholischen Theologie, wie sie dies auch in meiner ,Prae­
fatio" zum Theil ausgesprochen, zum Theil vorsichtig angedeutet finden. Im 
Grunde sind alle diese Schriften F. B's in erster Linie theologisch, irenisch, 
henotisch; nur wer diesen Charakter derselben kennt, versteht sie! Dazu 
kommt, dass er, Francis Bacon, der unvergleichliche Dichter der sogenannten 
,Shakespearedramen" ist. 
Ich habe in Rom eine Enquete zur Priifung auch dieser Resultate meiner lang­
jahrigen Forschung bei P. Ehrle, dem Prafekten der vatikanischen Bibliothek 
angeregt. Bis jetzt habe ich noch keine bestimmte Antwort darauf erhalten. 
Es heisst ja auch wohl ein altes Sprichwort: ,Roma mora". Allein das schadet 
nichts, ich habe Geduld und fiir mich bleibt immer Roma Amort Sollten Sie 
in dieser Zeit hinkommen, so wiirde es mir nur erwiinscht sein, wenn Sie 
Monsignore Ehrle erzahlten, daB Sie auch in diesem Punkte mein sehr Iieber 
Vertrauter sind. Vielleicht konnen Sie mir dann berichten, wie meine Mit­
teilungen iiber diese Sache dort aufgenommen worden sind. 
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18 I Georg Cantor an Friedrich Loofs 1
) 

Der Brief ist (neben 5. 272) als Foto wiedergegeben. 

1) o. Prof. der Kirchengeschichte in Halle, Verf. von Anti-Haeckel, eine Replik 
nebst Beilagen. IV + 79 5., Niemeyer, Halle, 1900. 
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19 I Philip E. B. Jourdain an Georg Cantor 

Little Close Yateley Hants, March 10, '04. 

Dear Prof. Cantor 

Would you be kind enough to give me permission to publish (in an article 
which I am writing in the ,Philosophical Magazine") the letter which you 
wrote me on November 4th, 1903 on the conception of an inconsistent mani­
fold. 

I should like to do so because your conception (that of our not being able to 
think of it as a whole) seems to me to supply the need one feels of forming 
some idea of an inconsistent manifold, apart form that given in the logical 
definition, which latter can be at once transferred into the symbolism of 
M. Peano. This logical definition is: 

Let M be any aggregate. Then ,M is a consistent aggregate" means that 
there is no part of M which is equivalent to an aggregate W, the aggregate 
W being thus defined: 
W ist the aggregate such that every segment (Abschnitt) of it is well­
ordered. 
(2) If N is any well-ordered aggregate, then either N ~ some segment of W, 
orN~W. 

It follows that W ~liD, were liD is the aggregate of all ordinal numbers 
1,2, ... ,w, ... 

I hope you have received the papers from the Phil. Mag. I have sent you. 

Yours sincerely 
Philip E. B. Jourdain 
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2 o I Ernst Zermelo an Georg Cantor 

Gottingen, d. 24. 7. os 

Sehr geehrter Herr Geheimrat! 

Haben Sie vielen Dank fiir Ihren liebenswiirdigen Brief und entschuldigen 
Sie nur, daB ich erst jetzt dazu komme, Ihnen zu antworten. Natiirlich wiirde 
es uns aile auBerordentlich freuen, wenn Sie uns demnachst, etwa auf der 
Durchreise, Gelegenheit geben wollten, Sie wiederzusehen und Ihre Meinung 
iiber die gegenwartigen Fragen der Wissenschaft zu horen. Wenn ich das 
nachste Mal zu meinen Geschwistern nach Berlin fahre, wie ich es jedenfalls 
in diesen Herbstferien noch zu tun gedenke, so werde ich gewiB nicht ver­
fehlen, meinen Weg iiber Halle zu nehmen und Sie dort aufzusuchen. An dem 
romischen CongreB haben Sie wohl nicht viel verloren, zumal der sonst so 
bezaubernde Aufenthalt in der ewigen Stadt durch das damals ganz beson­
ders abscheuliche Wetter vielen sehr verleidet wurde. Die Veranstaltungen 
waren auch meistens so getroffen, daB es kaum moglich war, interessante 
Personlichkeiten kennen zu lernen. Nur die Herren Peano und Russell, 
welche beide sehr liebenswiirdig waren, habe ich etwas ausfiihrlicher sprechen 
konneni dagegen gelang es mir nicht, Herrn Hadamard, den ich gem kennen 
gelernt hatte, vorgestellt zu werden. DaB Poincare sich iiberhaupt nicht 
blicken lieB und auch seinen eigenen Vortrag von einem anderen ablesen 
lieB, entspricht ja nur seiner Gewohnheit. Auch mit der Ausarbeitung des 
Vortrages scheint er sich sehr wenig Miihe gegeben zu habeni das wird 
auBerhalb seiner nachsten Freunde allgemein zugegeben. So hat man auch 
seine nicht gerade sehr geistvollen Aper<;us tiber den ,Cantorismus", die mir 
iibrigens mehr einem Riickzuge als einem Angriff zu gleichen schienen, wohl 
nirgends sehr ernst genommen. 

Auch Borels inhaltsloser Sektions-Vortrag ging vollig eindruckslos voriiber, 
niemand fiihlte sich zu einer Diskussion veranlaBt, so angreifbar seine Be­
hauptungen auch waren. Ich selbst habe mir vorgenommen, in etwaigen 
weiteren Arbeiten iiber die Mengenlehre solche Angriffe wie die Borel'schen 
iiberhaupt zu ignorieren. Es war wirklich sehr schade, daB Geh. Hilbert nicht 
zugegen war, urn die moderne Richtung der deutschen Wissenschaft, die hier 
nur etwas einseitig durch Gordan und Noether vertreten schien, der satten 
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Pariser funktiontheoretischen Orthodoxie gegeniiber zur Geltung zu bringen. 
Aber auf solchen Congressen wird ja doch die Wissenschaft nicht gemacht, 
und aile gegenwartig in der Produktion tatigen Mathematiker wissen sehr 
wohl, was sie der Mengenlehre verdanken und dafS sie ihrer nirgends ent­
raten konnen, wie dies noch neuerdings erst z. B. Lebesgue fast gegen seinen 
eigenen Willen durch eine schone Anwendung des Wohlordnungssatzes zum 
Ausdruck gebracht hat. Mein eigener CongrefSvortrag, der die mengentheore­
tischen Grundlagen der Arithmetik behandelt, schliefSt mit einer scharfen 
Pointe gegen die Poincaresche Skepsis und wird nun hoffentlich auch bald 
erscheinen. Einen (franzosisch geschriebenen) Artikel gleichen Inhaltes fiir 
die ,Acta" habe ich gerade in Correctur. 

Ander Naturforscher-Versammlung in Koln gedenke ich, wenn irgend mog­
lich, gleichfalls teilzunehmen und wiirde mit besonders freuen auch Sie dort 
begriifSen zu konnen. 

Wird es Ihnen moglich sein, hinzukommen? 

Gottingen, Hainholzweg 46 
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21 I Georg Cantor an Hermann A. Schwarz 

Tannenfeld bei Nobdenitz (Sachsen-Altenburg),22. Jan. 1913. 

An Herrn Geh. Regierungrat Prof. Dr. Herm. Amandus Schwarz 
Mitglied der Kgl. PreuB. Akademie d. Wiss. 
in Berlin-( Grunewald) 

Lieber alter Freund 

Am 25. Jan. d. J. vollendest Du Dein 70 stes Lebensjahr, hoffentlich in guter 
Gesundheit. Ich rufe Dir zu diesem Freudentage ein herzliches "Ad multos 
annos" zu und begliickwiinsche auch Deine sehr verehrte Frau und Deine 
Kinder zu diesem Feste. 

Wir waren durch eine Hingere Reihe von J ahren entfremdet. Allein ich hatte 
vor ein paar Jahren das Gliick, mich mit Dir bei Gelegenheit eines Besuches 
in Berlin vollkommen wieder auszusohnen. Unsere Freundschaft ist daher 
wieder die alte und ich hoffe, daiS wir im Herbst dieses Jahres das goldene 
7 ubiliium meines Eintritts in den Freundeskreis: Lampe, Thome, Schwarz, 
Berner, Mertens, Max Simon, Biermann etc etc zusammen verleben werden. 
Die Verdienste, welche Du Dir urn die Cauchy-Abel-Jacobi-WeierstralS­
Riemannsche Functionentheorie und auch urn die neuere Poncelet-Steiner­
Salmonsche Geometrie erworben hast, werden in unserer Wissenschaft nie 
vergessen werden. 

Was mich personlich betrifft, so danke ich es Dir, daiS ich zu Ostern 1869 als 
Dein Nachfolger in Halle eingetreten bin in die akademische Laufbahn und 
dadurch in die Lage kam, die mir eigenthiimliche Mengenlehre im Zusam­
menhang mit der iibrigen Mathematik unter schwierigen Kampfen gegen 
alle Vorurtheile wider das "actual Unendliche" in die Wissenschaft siegreich 
einzufiihren. Die wichtigsten Theile meiner betreffenden Arbeiten habe ich, 
durch eigenartig-widrige VerhaltnilSe, bisher nicht publiciren konnen. Ich 
hoffe, daf3 mir dies bald vergonnt sein wird. Dann wird sich zeigen, daiS 
Poincares und Konigs Angriffe gegen die Mengenlehre unsinnig sind. 

Mit herzlichen GriilSen Dein Georg Cantor 
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22 I Edmund Landau an Frau Vally Cantor 

Gottingen, 8. 1. 18 

Sehr verehrte Frau Cantor! 

Mit tiefem Schmerz erfahre ich, dal3 Ihr Mann gestorben ist. Ihre Trauer 
teilt die ganze mathematische Welt. Er gehorte zu den grol3ten und genialsten 
Mathematikern aller Lander und aller Zeiten. Die nicht allmahlich entstan­
dene, sondern seinem Kopf entsprungene Mengenlehre befruchtet jetzt -
nachdem kurzsichtige und auch iibelwollende Altersgenossen des Entschlafe­
nen sie zuerst nicht haben verstehen konnen oder wollen - die gesamte 
mathematische Forschung. Unsereiner hat sie ja von Jugend auf mit den 
Elementen der Wissenschaft schon zu lernen das Gluck gehabt und damit 
Verehrung, Liebe und Dankbarkeit fiir ihren Schopfer. Ich personlich habe 
in ihm stets einen giitigen und verstandnisvollen Forderer meiner Bestrebun­
gen gehabt, so oft ich miindlich oder schriftlich mich an ihn wenden durfte. 
Und unvergel3lich wird mir die schone Feier des 7oten Geburtstages in Ihrem 
gastlichen Hause sein. Es war riihrend, wie sich der grol3e Mann, der doch 
seinen Wert in sich trug, tiber jeden Gliickwunsch und jedes anerkennende 
Wort freute. 

Seine Werke sind seit Jahrzehnten klassisch; er mulS sehr jung gewesen sein, 
als er begann, sich seine Ideen tiber die "Machtigkeiten" zu bilden, und das 
gesamte Problem vom "Kontinuum", das er nicht losen konnte, ist noch 
immer in Dunkel gehiillt. Wer weil3, ob je ein Grol3erer kommen wird, der 
uns da weiter fiihrt? Einstweilen mul3 man dankbar sein, dal3 der Menschheit 
ein Georg Cantor beschert war, aus dessen Werken die spatesten Generatio­
nen lernen werden. Nie wird ein Toter lebendiger bleiben. 

Mit der Bitte auch Ihren Kindem Ill:ein Beileid auszusprechen 

Ihr ganz ergebener 
Edmund Landau 
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2 3 I Hans von Neumann an Ernst Zermelo 

Budapest, den 15. VIII. 1923. 

Sehr geehrter Herr Professor! 

Ich erlaube mir die beiliegende Arbeit Ihnen zu iibersenden. Ich bitte Sie 
dieselbe durch lesen zu wollen, und mir Ihre Ansicht dariiber mit zu teilen. 

Der Gegenstand derselben ist die Axiomatisierung der Mengenlehre. Die 
Anregung zu ihr verdanke ich ganz Ihrer Arbeit tiber die ,Grundlagen der 
Mengenlehre". 

Ich bin von der nur an den folgenden wesentlichen Stellen abgewichen: 

1. Der Begriff der ,definitat" wird nicht explizit eingefiihrt. Aber die zu­
lassigen Schemata zur bildung von Functionen und Mengen werden an­
gegeben. 

2. Das Fraenkelsche ,Ersetzungsaxiom" wird hinzugenommen. Dieses ist 
(unter anderem) notwendig, urn die Theorie der Ordnungszahlen auf­
stellen zu konnen. 

3. ,zu groJSe" Mengen werden zugelassen, (z. B.: die Menge aller Mengen 
die sich nicht enthalten.) 

Ich glaube, daB dies notwendig ist urn das ,Ersetzungsaxiom" formulieren 
zukonnen. 

Urn Paradoxien zu vermeiden, werden zwar aile (,definiten") Mengen 
zugelassen, aber die ,zu groJSen" fiir unfahig erklart, Elemente von Men­
gen zu sein. 

In den beiden ersten Teilen der Arbeit wird diese ganze Axiomatik ausein­
andergesetzt, und die Herleitung der Elemente der bekannten Mengenlehre 
durchgefiihrt. 

Das geschieht, schon der klaren Auseinandersetzung der angewandten 
Methode wegen, ziemlich weitgehend und detaillirt. Da es sich groJStenteils 
nur urn die formalistische Herleitung bekannter Satze handelt, muJ3te dabei 
viel triviales behandelt werden. 
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Neu sind (von einigen Kleinigkeiten abgesehen) in dieser Darstellung wohl 
nur die folgenden Punkte : 

1. Die Theorie der Ordnungszahlen (zweiter Teil, zweites Kapitel). 

Es gelang mir die Ordnungszahlen auf Grund der Mengenlehre Axiome 
allein auf zu stellen. Die Grund Idee war die folgende: 

Jede Ordnungszahl ist die Menge aller vorhergehenden. So wird: (0 die 
OMenge) 

o=o, 
1 = {O}, 
2 = {0, {O}}, 

3 = {o, {o}, {o, {o}}}, 

w = {o, {o}, {o, {o}}, {o, {o}, {o, {o}}}, ... }, 
w + 1 = {o, {o}, {o, {o}}, ... , {o, {o}, {o, {o}}, ... }}, 

(Fiir die positiven endlichen Zahlen lautet also die Regel so: 

X+ 1 =X+ {x}.) 

Diese Theorie hat auch im Rahmen der ,naiven Mengenlehre" Sinn. (Sie 
wird, naiv behandelt, demnachst in der Zeitschrift der Szegediner Univer­
sitat erscheinen.) 

2. Die Art der Einfiihrung des Wohlordnungssatzes. (Axiom IV 2). Eines 
der Axiome, IV 2, bestimmt, wann eine Menge ,zu grofS" (d. h. unfahig 
Element zu sein) ist, und zwar folgendermafSen: 

Eine Menge ist dann und nur dann ,zu grofS'', wenn sie der Menge 
aller Dinge aequivalent ist. 

Dieses Axiom umfafSt offenbar das ,Aussonderungsaxiom" und das 
Fraenkelsche ,Ersetzungsaxiom". Es enthalt aber auch, was einigermafSen 
seltsam erscheinen mag, den Wohlordnungssatz. 

Der Beweisgang ist etwa der: die Menge aller Ordnungszahlen (die sich 
ohne weiteres aufstellen lafSt) wiirde auf die Burali-Fortische Antinomie 
fiihren, also ist sie ,zu groJS''. 

Also ist sie der Menge aller Dinge aquivalent. Das ergibt aber sofort eine 
Wohlordnung fiir die Menge aller Dinge. 
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3. Die Definition der Endlichkeit (zweiter Teil, drittes Kapitel § 5 a) ist, so­
viel ich weiB, neu. 

Sie ist von dem Begriff der Ordnung einerseits, und von dem Auswahl­
prinzip andererseits, unabhangig. Allerdings ist das in dieser Darstellung 
belanglos, da das Auswahlprinzip hier implicit (in Axiom IV, 2, mit ande­
ren Forderungen zusammen) eingefiihrt wird. Ich habe darum auch 
nirgends die von ihm abhangigen Satze von den iibrigen isolirt. 

Im Gegensatze zu den heiden ersten Teilen, die ich fiir ungefahr fertig be­
trachten zu diirfen glaube, behandelt der dritte Teil eine Reihe von Fragen, 
deren Losung mir noch unklar ist. 

Es handelt sich urn die Struktur des Axiomen Systems, wobei eine Menge 
unerwarteter, und ich glaube nicht ganz uninteressanter, Probleme auftritt. 

Ich ware Ihnen, Herr Professor, sehr dankbar, wenn Sie auch diesem Teil 
Ihre Aufmerksamkeit schenken wollten, und mir Ihre Meinung dariiber mit­
teilen wiirden. 

Im voraus dankend verbleibe ich 
hochachtungsvoll Ihr 
Hans von Neumann. 

Budapest (Ungam) 
V Kaiser WilhelmstraJSe 52 III. 
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