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Vorwort

Es ist eine alte Weisheit: Wenn man das Werk von Dichtern und Philo-
sophen verstehen will, tut man gut, sich fiir ihre Biographie zu interessieren.
Bei den Vertretern der exakten Wissenschaften, insbesondere bei den Mathe-
matikern, sucht man kaum nach Beziehungen zwischen Leben und Werk.

Unter den grofen Forschern der Mathematik gibt es Konservative und
Sozialisten, Atheisten und Christen aller Konfessionen. Es scheint, daf
erfolgreiche Arbeit in der Wissenschaft von den formalen Systemen fiir Ver-
treter aller Weltanschauungen mdoglich ist.

Wer sich aber eingehender mit den Wandlungen des mathematischen Den-
kens beschiftigt, wird — schon bei den Pythagoreern und bei Platon — Ein-
wirkungen der mathematischen Forschung auf weltanschauliche Konzep-
tionen erkennen. Noch deutlicher wird dieser Zusammenhang an der Wende
zur modernen Mathematik. Schon die Entdeckung der nichteuklidischen
Geometrie im 19. Jahrhundert hatte zu einer Diskussion iiber die Grund-
lagenprobleme der Mathematik gefiihrt. Noch stirker aber haben die Anti-
nomien der Mengenlehre dazu beigetragen, dal vielen Mathematikern die
klassische (von Platon beeinflulte) Auffassung iiber das Wesen ihrer
Wissenschaft problematisch wurde.

Georg Cantor selbst, der Begriinder der Mengenlehre, war wohl der letzte
grofle Vertreter des platonischen Denkens in der Mathematik. Er hat die
Ergebnisse seiner Forschungen nicht nur als Beitrige zu einer ,Wissenschaft
von den formalen Systemen” verstanden; er suchte groflere Zusammen-
hinge. Aus vielen seiner Briefe geht es hervor: Er schitzte die Mathematik
als eine Vorstufe der Metaphysik, und die Fortschritte auf dem Gebiet der
Mengenlehre waren ihm zugleich bedeutsame Schritte zur Erkenntnis von
Gott und Welt. Es ist eines der erregendsten Kapitel der modernen Geistes-
geschichte: Gerade die genialen Forschungen Cantors haben den Weg fiir
den modernen Formalismus freigemacht, der sich so gar nicht in seine
eigenen metaphysischen Konzeptionen einfiigte.

Aber wir wollen in der Einleitung nicht das Ergebnis dieser Darstellung vor-
wegnehmen. Es geht nur um eine Begriindung fiir den Versuch, Werk und
Leben Cantors darzustellen.



Seit iiber 30 Jahren liegt die von Zermelo besorgte Ausgabe der gesammel-
ten Schriften Cantors vor. Es liegt im Wesen einer solchen Zusammen-
fassung, dal hier Wichtiges und weniger Bedeutendes nebeneinander steht.
Es gibt auch einige Arbeiten Cantors, die wir heute nicht als véllig korrekt
bezeichnen kénnen. Daneben aber finden sich wichtige Leistungen Cantors
in Funoten untergebracht, andere fehlen in dieser Zusammenstellung ganz.
Um Cantor und sein Werk verstindlich zu machen, muf8 man das Wesent-
liche lesbar darstellen. Man darf Wiederholungen vermeiden, sollte aber
den Zusammenhang zwischen den Ergebnissen der Forschung und der Per-
sonlichkeit des Forschers erkennen lassen.

Eine wichtige Hilfe ist dabei der Briefwechsel Cantors. Durch das freund-
liche Entgegenkommen der Erben Cantors und einiger Bibliotheken war es
moglich, in dieser Schrift vieles zu verwerten, was Zermelo 1930 noch nicht
vorlag. Im Anhang werden eine ganze Reihe von (bisher nicht bekannten)
Briefen von und an Cantor verdffentlicht, die fiir das Verstindnis der Arbeit
des grofen Forschers wichtig sind.

Bei den ersten mengentheoretischen Arbeiten haben wir uns — in Wiirdi-
gung der geschichtlichen Bedeutung dieser grundlegenden Publikationen —
ziemlich eng an die Cantorsche Darstellung gehalten, auch da, wo Ver-
einfachungen moglich gewesen wiren (Kap. III). In den folgenden Kapiteln
stand fiir uns der Wunsch im Vordergrund, die weiterfithrenden Ideen
Cantors dem modernen Leser moglichst leicht zuginglich zu machen. Wir
hoffen, dafl auf diese Weise eine brauchbare Einfiihrung in die ,naive”
Mengenlehre entstanden ist.

Es geht in dieser Darstellung auch um die Wirkung Cantors bis in die
Gegenwart. Man wird nicht erwarten, da hier iiber alle auch nur einiger-
mafen wesentliche Arbeiten zur Mengenlehre berichtet wird. Wir haben die
Themenstellung so verstanden: Cantor hat viele Begriffe gepragt (Kardinal-
zahl, Ordnungszahl z. B.), die in ihrer ersten Fassung vom Standpunkt der
modernen Mathematik her kritisiert werden kénnten. Es erscheint uns des-
halb bedeutsam fiir die Wiirdigung von Cantors Schaffen, daB8 die moderne
axiomatische Fundierung der Mengenlehre eine Fassung der klassischen De-
finitionen Cantors zuldflt, die als axiomatisch gesicherte Formulierungen der
(spiten) Cantorschen Erklirungen gelten kénnen.

Wir wollen schliefllich versuchen zu zeigen, warum in mengentheoretischen
Lehrbiichern unserer Tage die gesamte Mathematik als ,Mengenlehre” defi-
niert werden kann.

~Mathematik ist Mengenlehre”: Diese auch fiir einige zeitgendssische
Mathematiker noch aufreizende Definition soll uns schlieflich ein Anlag sein



zu dem Versuch, die geistesgeschichtliche Bedeutung Georg Cantors zu
wiirdigen.

Es ist in dieser Schrift natiirlich nicht méglich, von den modernen Unter-
suchungen zur Mengenlehre auch nur die wichtigsten eingehend zu wiirdi-
gen. Wir wollen uns damit bescheiden, die Bestitigung der genialen Intuitio-
nen Cantors durch die moderne Forschung herauszustellen.

Wenn wir Cantor gerecht werden wollen, kénnen wir aber in diesem Buch
nicht nur Definitionen, Formeln und Beweise zusammenstellen. Er suchte
den Zusammenhang seiner mathematischen Ideen mit philosophischen und
sogar mit theologischen Fragestellungen zu kliren. Wir werden ihm in
diesen Gedankengingen zu folgen versuchen, auch dann, wenn es uns als
Menschen des 20. Jahrhunderts nicht leicht fillt.

Wir gewinnen einen wichtigen Beitrag zum Verstindnis unserer Situation,
wenn wir dies begreifen: Cantor zog aus, um eine Briicke zu schlagen von
der Mathematik zur Metaphysik. Aber mit seinen genialen mathematischen
Forschungen fiihrte er wider Willen solche Zielsetzungen ad absurdum; sein
Werk brachte keine Wiederbelebung einer wissenschaftlichen Metaphysik,
sondern regte zu einer Grundlagenforschung an, deren philosophische Be-
deutung ins Feld der Erkenntniskritik gehort.

Das vorliegende Buch setzt wenig Vorkenntnisse voraus. Es werden ge-
legentlich die Grundbegriffe der Aussagenlogik zur einfachen Formulierung
der Definitionen und Lehrsitze benutzt. Sie sind heute jedem Studenten der
Mathematik aus der Einfiihrungsvorlesung vertraut. Wir glauben, daff auch
philosophisch interessierte Leser aus anderen Fakultiten das Buch in seinen
wesentlichen Teilen verstehen kénnen. Notfalls sei die Lektiire der ersten
Kapitel meiner ,Einfithrung in die moderne Mathematik” (Mannheim 1964)
empfohlen.

Die in eckigen Klammern beigefiigten Hinweise ([C 1], [W] usw.) deuten
auf das Literaturverzeichnis am Schluff der Arbeit hin.

An dieser Stelle mdchten wir allen danken, die bei der Sammlung von Mate-
rial und durch Anregungen behilflich waren, vor allem den beiden Enkeln
Cantors, den Herren Oberstudienrat Wilhelm Stahl, Bad Godesberg, und
Prof. Dr. Ulrich Schneider, Miinchen, und den auf S. 227 genannten Biblio-
theken. Sehr hilfreich bei der Aufspiirung seltener Literatur war Herr Joachim
Suin de Boutemard. Herrn Akad. Rat Winfried Nilson danke ich fiir treue
Hilfe bei der Durchsicht des Manuskriptes und bei den Korrekturen.

Berlin, im September 1966
Herbert Meschkowski
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Die Eltern Cantors

Frau Vally, geb. Guttmann



I. Herkunft und Jugend

1. Die Eltern

Georg Cantor wurde am 3. Mirz 1845 (19. Februar a. St.) in Petersburg ge-
boren. Sein Vater, Georg Woldemar Cantor, war ein erfolgreicher Kauf-
mann. Das Maklergeschift ,Cantor & Co.” brachte ihm einigen Wohlstand
ein, und so konnte er seinen Sohn Georg wihrend des Studiums ermutigen,
sich Zeit zu lassen und nicht bis in die Nachte hinein zu arbeiten.

Wozu die Gewalt? Ich habe Dir, glaube ich, schon bis zum Uberdruf
wiederholt, da wir die Mittel haben (gottlob, und ich glaube reichlicher,
als Du Dir einbildest!) um Dein Studium so lange auszudehnen als wir
wollen.

So schrieb Georg Woldemar Cantor am 21. Januar 1863 an seinen fleiffigen
Sohn. Er hinterlief bei seinem Tode ein betrichtliches Vermégen, das spater
dem sehr bescheiden honorierten Professor Georg Cantor die Moglichkeit
schuf, fiir seine Familie ein Haus in Halle zu erwerben.

Von Georg Woldemar Cantor wird berichtet, daf er 1813 (oder 1814?) als
Sohn eines Kaufmanns in Kopenhagen zur Welt kam. Wenn man heute die
Briefe liest, die der Vater Cantor seinem studierenden Sohn schrieb, ist man
fasziniert von dieser vielseitig gebildeten, reifen und giitigen Personlichkeit.
Sie atmen einen Geist, den man bei erfolgreichen Geschiftsleuten nicht
immer vorfindet.

Er kennt sich in der Denkweise der akademischen Welt aus und weist Georg
Cantor (nach der Priifung in Darmstadt 1862) auf die Bedeutung der ,huma-
nistischen” Fécher hin !):

...wenngleich das Resultat der Priifung in Mathematik und Physik ein
schones, wire es doch auch héchst wiinschenswert gewesen, dafl es auch in
den humanoria als ein gutes sich gezeigt hiitte, denn Geschichte und Geo-
graphie brauchst Du, um in der Gesellschaft — ndmlich in der guten — als
ebenbiirtig zu erscheinen und das Lateinische gar, speziell und spéterhin
Deinen gelehrten Kollegen gegeniiber in den vielfachen Beriithrungen, in
die man selbst als Gelehrter kommt, besonders in amtlichen akademischen
Stellungen ganz zu schweigen von der Fatalitit, sich Bl68en geben zu

1) Brief vom 28. August 1862.

1 Meschkowski, Cantor 1



miissen oder solchen fortwihrend ausgesetzt zu sein! Dies wire ein hchst
demiitigendes und deprimierendes Gefiihl fiir Dich als Mann, wenn Du im
Kreis anderer Professoren zu sitzen kdmst, die natiirlich Deine Schwichen
und BléBen im Nu merken wiirden und — was das Schlimmste ist! — Dir
auf eine so feine Weise dies zu fithlen geben wiirden, dal Du nichts dagegen
tun als ~ das Maul halten kannst! Siehst Du, das ist der Fluch des Mangels
griindlicher klassischer Studien! -

Er korrigiert den Stil seines Sohnes (,Es heiffit ,dramatische’ Kunst, nicht
jtheatralische’”) und versucht, ihn in triibseligen Stimmungen aufzu-
muntern 2):

»Grillen sind mir bése Giste
immer mit leichtem Sinn
tanzen durch’ Leben hin,
das nur ist Hochgewinn!...
... fort mit den trockenen Stubenhockerlaunen. Der Humor soll nimmer
fehlen. Klag mir nur stets, wo der Schuh driickt und ich werde stets dafiir
sorgen, dal Dir der Humor nicht fehle!... Ich wollte, ich hitte Dich nur
gleich bei mir, ich wollte in weniger als einer halben Stunde deine Grillen
derart bannen und Deine Stimmung so erheitern, da Du mindestens fiir
drei Jahre keinen Riickfall haben solltest!

“

Der erfolgreiche Geschiiftsmann berichtet seinem Sohn von musikalischen
Veranstaltungen und weif8 empfindsam iiber die Schonheiten des Ziiricher
Sees zu schwirmen 3):

... Hosianna rufe ich mit Entziicken! Mein Auge hat Ziirich im Glanze des
Sonnenscheins vom Garten am See gesehen — mein Auge kann schlafen
gehen! Schéneres kann und wird es nie mehr erblicken! Meine Seele hat
Gott empfunden in dem ruhigen Frieden des Sonnenunterganges, der sich
im goldigen Dufte iiber dem See ausbreitet ...

Sieh, mein lieber Georg, so hat mich diesmal der Anblick des Ziiricher Sees
an einem milden Sommerabend entziickt und begeistert. In solchen An-
blick vertieft war ich mit allen Hirten und Leiden dieses Lebens aus-
gesdhnt . .. Darum komm, sieh und urteile — denn gesiegt hast Du hoffent-
lich schon, nimlich im Examen! Doch gleichviel, wie grof8 oder klein dein
Sieg sein mag, schreibe mir ganz getrost und offen heraus, wie es damit
in Wirklichkeit gegangen ... Du bist ja jung noch und wenn es Dir Ernst
um eine hervorragende Stellung in diesem kiinftigen Berufe ist, so kannst
Du unglaublich viel nachholen, um Dich zu befdhigen, die nédchsten Stufen
zu erreichen...

2) Brief vom 21. Januar 1863.
3) 24, August 1862.
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Wichtiger noch als diese Vielseitigkeit des Denkens und Empfindens war fiir
die Entwicklung des Sohnes die Religiositit des Vaters Cantor. Georg Wol-
demar Cantor gehérte der evangelischen Kirche an, und er war Christ aus
Uberzeugung. Georg Cantor hat sein Leben lang den Brief aufbewahrt, den
ihm sein Vater zur Konfirmation Pfingsten 1860 schrieb 4). Er spricht davon,
daB die ,allerhoffnungsvollsten Menschen, nachdem sie ins praktische Leben
eingetreten, schon in den ersten ernstlichen Kdmpfen nach kurzem ohnmich-
tigem Widerstand” scheitern. Dies ist der Grund:

Thnen fehlte der feste Kern, auf den alles ankommt! Nun, mein teurer
Sohn! — glaube es mir, Deinem aufrichtigsten, treuesten und erfahrensten
Freunde - dieser feste Kern, der in uns leben mufl, das ist: ein wahrhaft
religioses Gemiit! Dies offenbart sich uns selbst durch ein aufrichtiges de-
miitiges Gefiihl dankbarster Gottesverehrung, aus welcher denn auch das
siegreiche, unerschiitterlich feste Gottesvertrauen erwichst und uns unser
ganzes Leben hindurch in jenem stillen zuversichtlichen Verkehr mit unse-
rem himmlischen Vater erhilt.

Mahnungen dieser Art an Konfirmanden mégen im 19. Jahrhundert nicht
ganz selten gewesen sein. Wir wollen deshalb diesem Beleg fiir die Frommig-
keit von Georg Woldemar Cantor noch ein paar Zeilen hinzufiigen, die auf
einem vergilbten Blatt mit den schénen Schriftziigen seiner Hand erhalten
sind. Sie zeugen davon, daf er sich ernstlich Gedanken gemacht hat iiber
Moglichkeiten und Grenzen aller Philosophie und Theologie %) :

»Nichts ist térichter, als von unserem irdischen Standpunkt und mit unse-
ren verhiltnismifig kleinen geistigen Mitteln die Tiefe der Gottheit und
das himmlische Reich des Geistes auskliigeln zu wollen. Diese Tiefe ist
unserem geistigen Auge so unergriindlich wie die Tiefe des Fixstern-
himmels unseren sinnlichen Augen. Die kurze Himmelsleiter eines irdi-
schen Traumes reicht nicht in jene ewigen Sonnen, die ganze Wonne der
Gottheit mitzufiihlen, ist unser irdisches Herz zu eng. Hier sind wir zu
Grofiem noch nicht berufen, in kleinen Miihen miissen wir erprobt werden,
die Beschrinkung ist unser Los. Und wer im Kleinen nicht edel handeln
und gliicklich sein kann, wie wire er einer héheren Wiirde, eines seeligen
Genusses unter héheren Geistern wiirdig? Wir sollen Gott nicht suchen
aufler uns und uns selbst dariiber vergessen, sondern in dem uns an-
gewiesenen Kreise Gottes oder der uns eingeborenen Idee des Géttlichen
wiirdig handeln . ..”

4) Der Brief ist fast vollstindig in der Biographie von Fraenkel [B 2] abgedruckt.

5) Wir entnehmen dieses Zitat (und einige weitere wichtige Hinweise iiber die
Familie Cantor) der Biographie Else Cantors [B 9].
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Die Mutter Cantors, Marie B6hm, stammte aus einer Kiinstlerfamilie. Georg
Cantor schreibt dariiber an E. Lemoine am 17. Médrz 1896 ©):

Au fond bin ich eine sehr leichte Kiinstlernatur und bedaure stets, dafl mein
Vater mich nicht hat ,violiniste” werden lafen, darin ich jedenfalls am
gliicklichsten geworden wire. Ich gehdre ja miitterlicherseits einer Familie
von Violinvirtuosen an. Mein Grovater und meine Grofmutter Franz und
Marie Bohm (geb. Morawek) (aus der Schule des Franzosen Rode) haben
in den 20° und 30°F Jahren dieses Jahrhunderts in St. Petersburg als kaiser-
liche Violinvirtuosen die dortigen musikalischen Kreise entziickt; und mein
Grofonkel Joseph Bshm (auch Schiiler von Rode) stand in Wien dem Con-
servatorium vor und ist der Griinder einer beriihmten Violinistenschule,
aus welcher Joachim, Ernst, Singer, Hellmesberger (Vater), L. Strauss,
Rappoldi u. a. hervorgegangen sind. Sie sehen also, da ich meinen Beruf
verfehlt und dem Grundsatz ,Ne sutor ultra crepidam” 7) nicht gefolgt bin.

Ob der letzte Satz so ganz ernst gemeint war? Wir Heutigen werden jeden-
falls dem Begriinder der Mengenlehre nicht bestitigen wollen, daf8 er ,seinen
Beruf verfehlt” habe. Immerhin: Man merkt gelegentlich etwas von dem un-
steten Kiinstlerblut in seinen Adern, und auch seine Handsdchrift zeigt einen
Schwung und eine Phantasie der Formen, die man (vielleicht zu Unrecht?)
bei einem Mathematiker nicht erwartet.

Zur Familie der Mutter Cantors gehorte ein Grofonkel, Dimitry Meier, der
als Jurist und Philosoph an der Universitit Kasan wirkte. Cantor berichtet
von ihm, daB er der erste war, ,der noch unter Nikolaus I. es wagte, in
seinen Universititsvorlesungen fiir die Abschaffung der Leibeigenschaft zu
wirken”.

In summa: Unter den Vorfahren Cantors finden sich erfolgreiche Kaufleute
und empfindsame Violinvirtuosen, Forscher und Kapellmeister: ein reiches,
aber schwer zu bewiltigendes Erbe.

2. Jugendjahre

Im Jahre 1856 setzte sich Georg Woldemar Cantor eines Lungenleidens
wegen in Frankfurt a. M. zur Ruhe. Georg Cantor, der vorher in Petersburg
die Elementarschule besucht hatte, wurde nun Gymnasiast in Wiesbaden.
Ostern 1859 trat er in die Groherzoglich Hessische Realschule in Darmstadt
ein. Wir wissen nicht, was der Anla8 zu diesem Schulwechsel war. Der Vater
legte ja grofen Wert auf die humanistische Bildung seines Sohnes, und es

8) Vollstindig abgedruckt in [B 7], S. 515 ff.

7) Bei Plinius (Historia naturalis 35, 85) heift es: ,Ne sutor supra crepidam (sc.
judicet).” ,Schuster, bleib bei deinem Leisten!”



bestand auch kein Anla zu der Annahme, daff er den Anforderungen des
Gymnasiums nicht gewachsen war. Seine Zeugnisse in Darmstadt waren stets
vorziiglich, und er hat sich spiter offenbar fundierte Kenntnisse des Griechi-
schen (Latein wurde auch an der Realschule in Darmstadt gelehrt) angeeig-
net. Vielleicht lag es daran, daf} sein Vater fiir ihn den Beruf eines Ingenieurs
vorgesehen hatte? Jedenfalls besuchte Cantor nach Abschlu8 der Realschule
den unteren allgemeinen Kursus der Grofherzoglich Hoheren Gewerbe-
schule (spiteren Technischen Hochschule) in Darmstadt.

Hier wuchs sein Interesse fiir die Wissenschaften, insbesondere fiir die
Mathematik.

Zu Beginn des ,Oberkursus” ermunterte ihn sein Vater mit dem ihm eige-
nen Pathos (Brief vom 19. Oktober 1861):

Hege und pflege die Liebe zu den Wissenschaften gleichwie das heilige
Feuer der Vestalinnen, deren brennende Lampe nie ausgehen durfte. Die
ewige, nie zu verléschende Lampe der Wissenschaft aber ist ein heiligeres
Feuer als jenes es war. Pflegt der Mensch diese Lampe nach seinen indivi-
duellen Fihigkeiten und Kréften, so hat er seine Schuldigkeit getan —
dieses Bewufitsein ist etwas sehr Grofles! Beruhige Dich daher auch iiber
die Zweifel, die mitunter in einzelnen Augenblicken in Dir aufgestiegen
sind. Dergleichen kommen in jedem Menschen im Jiinglingsalter vor und
verlieren sich allmihlich. ..

Im Mai 1862 erhielt Cantor die Zustimmung seines Vaters zum Studium der

Mathematik. Sein Dankbrief vom 25. Mai 1862 ist der ilteste der uns von

Cantor selbst erhaltenen Briefe. Es heiflt da:
Mein lieber Papa! Wie sehr Dein Brief mich freute, kannst Du Dir
denken; er bestimmt meine Zukunft. Die letzten Tage vergingen mir im
Zweifel und der Unentschiedenheit; ich konnte zu keinem Entschluf3
kommen. Pflicht und Neigung bewegten sich in stetem Kampfe. Jetzt bin
ich gliicklich, wenn ich sehe, dal es Dich nicht mehr betriiben wird, wenn
ich in meiner Wahl dem Gefiihl folge. Ich hoffe, Du wirst noch Freude an
mir erleben, teurer Vater, denn meine Seele, mein ganzes Ich lebt in
meinem Berufe; was der Mensch will und kann, und wozu ihn eine un-
bekannte, geheimnisvolle Stimme treibt, das fiihrt er durch!...

Er begann sein Studium in Ziirich und setzte es 1863 (nach dem plétzlichen
Tode des Vaters) in Berlin fort.

Es war vor allem der als Forscher wie als Lehrer bedeutende Carl Weierstraf,
der damals junge Begabungen nach Berlin zog. Auch von Kummer und
Kronecker hat Cantor viel gelernt. Da aber sein Interesse spiter besonders
der Analysis (Reihenlehre, Theorie der reellen Zahlen, Fouriersche Reihen)
zugewandt war, hat er in erster Linie Weierstrafl als seinen Lehrer geschitzt.
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Seine Dissertation ,De aequationibus secundi gradus indeterminatis” be-
trifft ein zahlentheoretisches Problem. Kummer schreibt dariiber im Prii-
fungsprotokoll vom 17. Oktober 1867:

Die von dem Candidaten eingereichte Dissertation betrifft einen von den
grofSten Meistern der Zahlentheorie Lagrange und Gauf3 bereits behandel-
ten Gegenstand: die allgemeine Auflésung der unbestimmten Gleichungen
zweiten Grades. Der Verfasser hat die von diesen angegebenen Methoden
der Auflésung sehr griindlich studiert und zeigt indem er dieselben
kritisch beleuchtet, was in diesem Problem noch zu leisten sei, um alle
Losungen desselben... in reiner vollendeter Form darzustellen. Er zeigt
hierbei eine griindliche Kenntni und Einsicht in die neueren Methoden
der Zahlentheorie und entwickelt eine gesunde Kritik. Sodann entwickelt
er eine eigentiimliche Methode der Aufl§sung dieses Problems. ..

Weierstraf stimmt dem Votum seines Kollegen Kummer zu, und die beiden
priifen den Candidaten dann iiber Probleme der Zahlentheorie bzw. der
Algebra und Funktionentheorie, ,nimlich der Theorie der elliptischen Trans-
zendenten”. Nachdem Cantor auch noch die Priifung in Physik (Dove) und
Philosophie (Trendelenburg) gliicklich iiberstanden hatte, wurde er ,magna
cum laude” promoviert.

Damals bestand noch die Sitte, daf der Doktorand wissenschaftliche
»Thesen” gegen einige Kommilitonen verteidigen muflte. Bemerkenswert
scheint uns seine dritte These zu sein:

In re mathematica ars proponendi quaestionem pluris facienda est quam
solvendi.

Tatsichlich liegt die spitere Leistung Cantors nicht immer in der Lésung
der Probleme. Seine einmalige Leistung war, daf§ er mit eigenwilligen Frage-
stellungen neue Gebiete der Mathematik erschlof, deren Probleme zum Teil
von ihm selbst, zum Teil erst durch Forscher der nichsten Generationen ge-
16st wurden.

Von den Berliner Jahren Cantors wissen wir heute nicht viel. Es wird ver-
mutet, daB er an einer Berliner Madchenschule unterrichtet hat. Jedenfalls
hat er 1868 die Staatspriifung fiir das Lehramt abgelegt und war Mitglied
des Schellbachschen Seminars der Mathematiklehrer.

Wie Ernst Lamla in seiner Geschichte des Mathematischen Vereins 1861~
1911 (Berlin 1911, S. 84) berichtet, war Cantor Mitglied und von 1864-65
sogar Vorsitzender dieses Vereins, der die Geselligkeit der Mathematiker
und ihre wissenschaftliche Arbeit fordern wollte. In seinen spiteren Jahren
(vgl. S.166) hat sich Cantor um den internationalen Zusammenschluf8 der
Mathematiker bemiiht, Er war also kein in seine Wissenschaft versponnener
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Einsiedler, und wenn er sich dennoch spiter von manchen seiner friitheren
Freunde loste 8), so hat das Griinde, die eher in der eigenwilligen Art seiner
Forschung als in seinem Charakter zu suchen sind.

Besondere Freundschaft verband ihn in jenen Jahren mit dem um zwei Jahre
ilteren Kollegen Hermann Amandus Schwarz. Beide waren sich einig in der
Verehrung ihres Lehrers Weierstrafl und in der Sorge um das Votum Kron-
eckers, der nur allzu oft die Deduktionen von Weierstraf und seinen
Schiilern als ungesichert beanstandete ®).

Vielleicht darf man diese friihen Jahre der beginnenden Forschungsarbeit als
die gliicklichsten im Leben Cantors bezeichnen. Jedenfalls strahlen einige
uns erhaltene Briefe an seine Schwester Sophie eine Zufriedenheit aus, die
ihm spiter im Kampf um die Anerkennung seiner Theorie nicht immer ver-
gonnt war.

Im Frithjahr 1869 verbrachte er einige Wochen der Mufle in Dietenmiihle
bei Wiesbaden. Er hat seine mathematischen Manuskripte bei sich, obwohl
er dort nicht arbeiten wollte. Aber die Nihe dieser Papiere, ,in welchen sich
die Studien mancher Jahre widerspiegeln” tat ihm wohl, und er erwartete
»bei ihrem Anblick Kraft, um neue, vielleicht gediegene und bessere anzu-
fangen”.

Es heifit dann weiter in seinem Brief an Sophie vom 7ten Februar 1869:

Ich sehe doch immer mehr ein, wie sehr mir meine Mathematik ans Herz
gewachsen ist oder vielmehr, daB ich eigentlich dazu geschaffen bin, um in
dem Denken und Trachten in dieser Sphire Gliick, Befriedigung und wahr-
haften Genufl zu finden. Das Arbeiten ist und bleibt fiir mich der eigent-
liche Kern meines Lebens, und meine Wiinsche erstrecken sich nur so weit,
daB ich mich sowohl durch korperliches Befinden wie auch durch die Ver-
hiltnisse stets in solchen Lagen befinden mochte, wo ich ungehemmt
diesen Beschidftigungen nachgehen und durch sie einem Kreise der mensch-
lichen Gesellschaft niitzlich und angenehm werden kann. Du wirst Dir
denken konnen, dafl sich diese Hoffnungen zunichst an Halle kniipfen;
dort werde ich eine Wirksamkeit haben, welche sich ganz und gar auf
meinen Beruf erstreckt, und ich werde dort vielleicht von selbst An-
erkennung und Verstindnis meiner Bestrebungen finden.

Cantor habilitierte sich im Friihjahr 1869 in Halle, wieder mit einer zahlen-
theoretischen Arbeit: De transformatione formarum ternarium quadricarum.
Vorher schon hatte er zwei bedeutsame Arbeiten iiber Zahlensysteme ver-
offentlicht, iiber die wir im nichsten Kapitel ausfiihrlicher berichten.

8) Siehe dazu Kap. IX!
9) Man sehe dazu Brief Nr. 1!



Hermann A. Schwarz war schon seit 1867 Extraordinarius in Halle. Er erhielt
aber schon im Friihjahr 1869 einen Ruf auf ein Ordinariat in Ziirich. In den
Briefbiichern Cantors finden sich eine Reihe von Orginalbriefen von Schwarz
an Cantor aus dieser Zeit 1?). Sie sind ein schones Zeugnis fiir die Produk-
tivitit der ,Berliner Schule”, der sie sich beide mit einem gewissen Stolz zu-
rechneten 11). Leider sind uns die Antwortbriefe Cantors nicht erhalten; es
existieren aber noch (aus dem Nachla von Schwarz) einige Briefe des
Hallenser Ordinarius Heine an Schwarz. Cantor, Schwarz und Heine waren
an der Weiterfithrung der WeierstrafSschen Ideen interessiert. Sie diskutier-
ten iiber Fragen der Stetigkeit (gleichmiBige Stetigkeit, Stetigkeit fiir Funk-
tionen von mehreren Verinderlichen) und iiber die Theorie der Fourier-
Reihen.

Die siebziger Jahre bringen fiir Cantor einige Erfolge. Er wird bald aufler-
ordentlicher Professor in Halle, ordentliches Mitglied der Naturforschenden
Gesellschaft zu Halle und korrespondierendes Mitglied der Géttinger Gesell-
schaft der Wissenschaften.

Leider wurden damals junge Professoren nur allzu bescheiden besoldet. Im
Juli 1873 berichtet er seiner Schwester Sophie von einem Besuch des Hallen-
ser Rektors, der den jungen Extraordinarius zum Bleiben iiberredete. Er bot
ihm ,,fiir das nichste Jahr 300 Thaler, sage 300 Thaler”!

Das ist nicht viel, wenn man an die Griindung einer Familie denkt. Cantor
hatte schon in Berlin seine spitere Gattin Vally als Freundin seiner Schwester
Sophie kennengelernt. Sie hatte schon friih ihre Eltern verloren und war in
Berlin bei ihrem wesentlich dlteren Bruder Dr. Paul Guttmann erzogen wor-
den. Sie war (wie ja viele Vorfahren Cantors aus der Familie Bshm) hoch
musikalisch, und ihre Liebe zur Kunst bestimmte in den spiteren Jahren die
Atmosphire des Hauses Cantor. Die Heirat fand im Sommer 1874 statt. Sie
wurde aus tiefer Zuneigung geschlossen, und die heitere, der Kunst zu-
gewandte Art von Frau Vally wurde eine gliickliche Ergédnzung zum ernsten,
manchmal schwermiitigen Temperament des groflen Mathematikers.

1885 baute Cantor fiir seine Familie — er hatte vier Madchen und zwei
Jungen — ein — damals ganz im Griinen gelegenes Haus in der Hindelstrafe.
Es wurde zum Mittelpunkt der vielen gesellschaftlichen Verpflichtungen, die

10) Ein Brief (vom 25. Februar 1870) ist in meinen Denkweisen [B 6] (S. 78 f.) ver-
offentlicht, im Anhang hier Brief Nr. 1. Siehe auch S. 130 ff.

11y Der Begriff ,Berliner Schule” ist wohl zum ersten Male bei Schwarz in seinem
Brief vom 1. April 1870 (Brief Nr.1) an Cantor erwdhnt. Er rechnet ihr offen-
bar alle die Mathematiker zu, die — wie Schwarz und Cantor — durch die von
Weierstraf geschaffene Fundierung der Analysis beeinfluit sind.



damals fiir eine Professorenfamilie selbstverstindlich waren. Im Jahre 1879
erhielt er ein neu eingerichtetes Ordinariat fiir Mathematik.

Aber damit haben wir in der Biographie Cantors schon vorgegriffen. Wir
wollten iiber die Jahre des Werdens berichten und miissen uns jetzt seinen
wissenschaftlichen Leistungen zuwenden, die seinen Namen auf der ganzen
Welt bekannt gemacht haben. Wir beginnen mit dem Bericht iiber einige
frithe Arbeiten, die aus mancherlei Griinden auch heute noch unser Interesse
verdienen.



I1. Frithe Arbeiten

1. Ein Uberblick

Georg Cantor ist heute jedem Mathematiker als der Schopfer der Mengen-
lehre bekannt. Man sollte aber nicht vergessen, daf8 wir ihm auch eine Reihe
von bedeutsamen Arbeiten auf verschiedenen klassischen Gebieten der
Mathematik verdanken. Ein vollstindiges Verzeichnis seiner Publikationen
findet sich im Anhang des Buches. Entsprechend unserer Zielsetzung %)
wollen wir hier nicht eine Inhaltsangabe seiner simtlichen Arbeiten geben.
Wir wollen jene Leistungen herausstellen, die fiir die moderne Mathematik
besonders bedeutsam sind.

Von seinen frithen Arbeiten halten wir fiir besonders wichtig

1. seine Theorie der reellen Zahlen,

2. seine Arbeiten iiber Zahlsysteme.

Man kann die Theorie der reellen Zahlen mit Hilfe der Dedekindschen
Schnitten 13) begriinden, man kann Intervallschachtelungen oder Fundamen-
talfolgen benutzen. Cantor hat diesen letzten Weg gewihlt ([W] S. 92 ff.
und 184 ff) und damit einen besonders bequemen Zugang zur Theorie
der reellen Zahlen geschaffen. Konrad Knopp sagt im Vorwort seines Buches
iiber ,Unendliche Reihen” (5. 12), daf ,im Jahre 1872 von Cantor und von
Dedekind sozusagen das letzte Wort in der Sache gesprochen” sei, und daf8
kein modernes Werk iiber Analysis Anspruch auf Giiltigkeit haben kann,
wenn es nicht ,von dem gereinigten Begriff der reellen Zahl seinen Aus-
gangspunkt nimmt”.

Vielleicht kann man die Bedeutung der Cantorschen Leistung am besten
durch den Hinweis auf die Tatsache unterstreichen, daf} einer der wenigen
Kritiker 1) einer mengentheoretischen Fundierung der modernen Mathe-
matik, Paul Lorenzen, in seiner Schrift , Differential und Integral” [C 30] die

12y Vgl. das Vorwort.

13) Man vergleiche dazu etwa die Darstellung von G. Pickert und L. Gérke im
Handbuch ,Grundziige der Mathematik” (Band I Kap. I) von Behnke-Fladt-
Sip.

14) Vgl. dazu Kap. XV.
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Theorie der reellen Zahlen nach der Cantorschen Methode der Fundamental-
folgen begriindet. Es gibt heute so viele Darstellungen dieser Theorie in den
Lehrbiichern, daff wir uns hier mit dem Hinweis auf diese frithe Leistung
Cantors begniigen konnen.

2. Darstellung reeller Zahlen durch Reihen

Weniger bekannt sind heute die Arbeiten Cantors iiber die Darstellung
reeller Zahlen vom Jahre 1869. Wir halten es fiir moglich, da88 in Zukunft
die Cantorschen Zahlsysteme fiir die modernen Rechenautomaten bedeut-
sam werden konnten und wollen deshalb iiber seine beiden Arbeiten in der
von Schlémilch herausgegebenen Zeitschrift berichten.

In der ersten Arbeit , Uber die einfachen Zahlsysteme” geht es um den Be-
weis der folgenden beiden Sitze:

Satz 1

Jede natiirliche Zahl n ist genau dann auf genau eine Weise durch ein Zahl-
system

{ag,a0,05,...0 (<3, +,)
mit den Vielfachheiten B, darstellbar, wenn {a,} von der Form

{1, by, byby, bybaby, ...} (be>1) (1)
istund 8, <b,—1:

N
n= Y B biby...bymy, (b=1). @)

v=1
Die Zahlen 8, heiflen die Ziffern von n im Zahlsystem (1).

Satz 2

Jede positive reelle Zahl r ist mit Hilfe eines Systems (1) darstellbar in der
Form

_ +c1+ C2+ 3 + (3)
“ by by bibyby
wobei
kS br— 1 fiirk21; c, ganz. 3"

Setzt man by =10 bzw. by = 2 fiir alle k, so hat man die bekannte Dar-
stellung reeller Zahlen durch das dekadische bzw. das Dualsystem. Die
Cantorschen Sitze lassen aber auch die Darstellung durch andere Zahl-
systeme (1) zu. Ein besonders wichtiges Beispiel liefert by = k + 1.
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Man hat dann fiir natiirliche Zahlen die (eindeutige!) Darstellung

N
n= > pv, f,<v, @)
v=1
fiir reelle (positive) Zahlen
— N C‘V ”
r=c,+ Z TEEITh (37)
v=1

Die Reihen des Typs (3”) sind als Cantorsche Reihen %) bekannt. Dem Be-
weis dieser Sitze schicken wir zwei Hilfssitze voraus.

Hilfssatz 1
Unendliche Produkte des Typs

JI @ +x% +x2% 4 ...+ x%%) 4)
v=1

mit
0<ay<a<...a ganz, &, >0 und ganz, (5)

sind fiir 0<<x<<1 konvergent.

Beweis: Es sei
ay

5n=f1pv, py= Z xmay,
Dann ist T mee
pr< D A= 3 (xm)m= (1 —x%) = pl,

m=0 m=20
Also haben wir
n n —1
S < Hlpl=[ﬂ (1—x“v)} .
v = =1

Nach bekannten Sitzen iiber unendliche Produkte 18) ist aber I p,* konver-
gent, weil [wegen (5)] 2 x4 konvergiert. Es ist also

Sn<[ﬁ (I—x“if)}— .

v=1

Fiir jedes x € (0,1) ist die monoton wachsende Folge {S,} beschrinkt und
daher konvergent.

15) Vgl. z. B. Perron: Irrationalzahlen, Berlin 1947, Kap. IV.
18) Siehe z. B. Meschkowskt: Unendliche Reihen. BI-Taschenbuch 35, 1962, S.129 ff.
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Hilfssatz 2
Firo<<x<{1ist

oo

BmS, = J] (1+x% +x2% +... +x%%) = ©)
n—>co v=1

=1+Cix+Cox®+...
Dabei gibt Cy an, wie oft sich die Zahl n in der Form
n=pFa+pPsayt+ ...+ Pfrax (B.=0,1,...,0) @)
darstellen l483t.

Die Konvergenz des unendlichen Produktes in (6) ist durch Hilfssatz 1 ge-
sichert. Die Giiltigkeit des Hilfssatzes 2 ergibt sich sofort aus der Bemer-
kung, daB wegen (5) der Koeffizient Cx der Potenzreihe in (6) durch endlich
viele Faktoren des unendlichen Produktes bestimmt ist.

Wir wollen nun untersuchen, welche Eigenschaften ein Zahlsystem mit den
Ungleichungen (5) haben muf}, damit jede natiirliche Zahl auf genau eine
Weise in der Form (7) darstellbar sei. In diesem Fall muf ja C, =1 sein fiir
alle natiirlichen Zahlen n. Zahlsysteme dieser Art nennt Cantor einfach.

Fiir einfache Systeme wird aus (6)

JT @+ 2%+ .. 4 x%)=1+x+2>+...

v=1
oder n
1 — x% (e, +1) 1
lim = . 6]
n—> oo 1—x% 1—x

v=1

Damit sich auch die Zahl 1 in der Form (7) darstellen 148t, mu g, =1 sein.
Aus (8) wird dann

Hm (1—-x"‘1+1) H (1 +x“l'+...+xav"v)=1,

n->co v =2

also
lim (1 —x% * 14 x4 x4, —xutl+tIas)=1
n-> oo

Wegen a, <<a3<a,<<... muB & +1=a, sein. Setzen wir die Ergebnisse
fiir 4, und «, in (8) ein, so folgt

1 — x% I—x“n(%-i-l)l . . . 1

1—x 1—x® (I+axm+..) 1+x +...)...—1_x
oder

(1—x%@+D) (T4xo4...) (T+xs+...)... =1

13



Daraus wiederum folgt: a, (&, + 1) = a5. Mit der Bezeichnung

ax+, = ag " bg 9
kénnen wir unsere Ergebnisse so zusammenfassen:

a2=b1, a1=b1—1, zx2=g—3—'—1=b2—"1.

2

Durch vollstindige Induktion gewinnt man mit dieser Schlu8weise allgemein:

ar=D>b,by...bp—y, oax=br—1 (10)
Man kann danach tatsichlich das Zahlsystem { g, } in der Form (1) schreiben.
Das ist eine notwendige Bedingung dafiir, dag jede natiirliche Zahl eindeutig

durch eine Summe (7) darstellbar sei. Sie ist aber auch hinreichend: Die
linke Seite von (8) sieht dann namlich so aus:

1—xbt 1 —xhib 1 —xbhibibs 1 Z
. . ce e == = x'l’.
1—x 1—2ab 1—axbibe 1—x

Wir haben dann tatsichlich C, =1 fiir alle n 1%).
Als Beispiele zu Satz 1 notieren wir die ,Faktoriellendarstellungen” fiir
zwei natiirliche Zahlen:
65=2-4!+2-3!+2-21+1-1!

1000=1-6!+2-5!4+1-41+2-3!+2-2!+0-1! 2)
Der Beweis des Satzes 2 wird durch Angabe des Rechenschemas gefiihrt, das
zur Bestimmung der Koeffizienten ¢y in der Darstellung (3) fiihrt.
Es sei 18)

Ml=c» r—I[rl=¢ (<1)
und y; =0+ b; [#] =c;. Dann ist ¢; <b,.

17) Man kann die Darstellung irgendeiner Zahl n leicht durch einen einfachen
Algorithmus gewinnen. Ist etwa
by*by...bp<n<b;-by...bg bgsy,
so ist
n=pFrby by...brp+rg
mit
Be<bity, tE<by-bs... b

Die Fortsetzung dieser Uberlegung fiir den Rest ry, fiihrt auf eine Darstellung

K
n= Y PBr-by-by...b
k=1

18) [x] ist die grofite ganze Zahl, die nicht gréfer als x ist:
[x1<x, [x]1+t1>x.
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Wir setzen nun

Y2 Y2
= —_— _ 1’
y1=¢+ by’ by <
72=52+%: ca = [yal,
? (11)
Ye=ck+ zkﬂ r = [yl
k+1
Dann ist
r=cot k42 4 Ry (12)

b, Tob, T T b b, b
wobei der Rest Ry gegen Null konvergiert:

= Yk +1 1
Rk = g B bebrrs by by @

Deshalb folgt aus (12) tatsichlich fiir » die Darstellung (3). Wir kénnen
unseren Satz 2 noch durch folgenden Zusatz erginzen:

Die durch eine Cantorsche Reihe (3) dargestellte Zahl r ist rational, wenn
die Reihe abbricht oder wenn fiir fast alle k

ck=br—1 (13)
ist.
Ist nimlich die Bedingung (13) fiir alle k = N erfiillt, so haben wir

r=r + b — 1 + brr1—1 +... (14)

byby.. . bx by by.. brsa

mit einer rationalen Zahl r,. Aus (14) folgt aber
=t sl ) o )
= r — — —
Y bybg.. . b4 by by brbrsa

1 1
+( - )+...:|l
bibr+1 brbrt1brsta
alsor=r+ (byby...bg-,) L.

Wir wollen nun noch priifen, unter welchen Voraussetzungen die Dar-
stellung einer reellen Zahl r durch eine Cantorsche Reihe eindeutig ist. Hier
gilt
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Satz 3

Fiir irrationale Zahlen r ist die Darstellung durch Cantorsche Reihen (3)
(mit Koeffizienten, die die Bedingung (3') erfiillen) eindeutig. Die Darstel-
lung rationaler Zahlen o = plq ist eindeutig, wenn man fiir die Koeffizien-
ten ci, (aufer (3')) noch fordert, da fiir unendliche viele Nummern k

xS bp—2 (15)
gilt und daf der Nenner q ein Teiler der Produkte

nk)=b, b,y...bx (16)
ist fiir k2 K.

Diese letzte Bedingung ist fiir alle Nenner g erfiillt in dem wichtigen System
bx=k-+1.

Beweisen wir zunichst die Eindeutigkeit der Darstellung fiir irrationale
Zahlen! In diesem Fall ist (nach dem Beweis des Zusatzes) die Bedin-
gung (15) gewif erfiillt. Nehmen wir an, daf} es fiir r zwei verschiedene Dar-
stellungen

Ck dk
r=c +Z____._=d +Z—_ 17
BBy b T Libib,. b (17)

gibe. Dabei sind die ¢ die aus dem Algorithmus (11) gewonnenen Koeffi-
zienten. Es ist insbesondere ¢, = [r]. Dann ist wegen (3")

e D)2 L)
< =(1-2)+ (= - =)+
by.w-bk - £ by b b) " \b, b,b,

T e
biby bybyby T

Es steht in (18) das Zeichen << und nicht <, weil ja nicht fiir alle Nummern k

=

k=1

(18)

dr=br—1
gelten kann (sonst wire r rational). Wegen (17) und (18) ist aber
dy=[r] = c,.

Wir zeigen die Ubereinstimmung der iibrigen Koeffizienten durch voll-
stindige Induktion. Es sei

Cx = dy

fiir % < k. Dann folgt aus (17)
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E C
Ck+1+ b b ki b =dk+1+
—_ k+2Y%+3++-Yk+4v

N dk+'v
+.
v=2bk+2bk+3---bk+v

und daraus schliet man wieder wie eben:

Cht1 = Ap+1.

Nehmen wir nun an, es gibe fiir eine rationale !*) Zahl ¢ = p/g, deren

Nenner g ein Teiler von
n(k)=b1bg...bk
ist, eine Darstellung
Pt )
— = Co + Tk) .
1 ="
Wir setzen dann

a, o _m®

“+y, 0 =

und haben offenbar
p m®

g  n®

und

E_m(")<bk+1—1+bk+2—-1+ _
q nk) = pk+1) ntk +2)

wlloms )+ G an)
= {1 — + - +...
nk) b +1 bry1 bryibr+:

Wir gewinnen damit die Ungleichung
(k)
p_m®_ 1
7 n® = a0
Nach (22) und (23) ist dann
P n(k) —q- m(k)>0’ p n(k)—q' m(k)éq.

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

19) Es sei (p, ) = 1. (p, q) bedeutet den groften gemeinsamen Teiler von p und 4.

2 Meschkowski, Cantor
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Es sei nun n() die kleinste der Zahlen (19), die durch q teilbar ist.
z=pn(®) — gm(¥ ist dann nach (24) positiv, ganz und durch g teilbar. Nach
der zweiten Ungleichung (24) ist auflerdem 0<<z < 4. Das lifit nur den
einen Schluf} zu: z = g. Also ist

p m(s) 1

PR TL

Nach (21) kénnen wir dafiir auch schreiben:

A S B
g O, T T bb,... b, bby...b,

Damit haben wir fiir ¢ eine abbrechende Darstellung des Typs (20) ge-
wonnen:

c Cs—1 c;s+1

=P _ b
PR I S S o SO (25)
mit ¢’ = ¢; + 1 <bs. Wire nimlich ¢c; + 1 = b;, so kénnte man aus (25) -
p ms—1)
q n(s—1)

folgern mit ganzen Zahlen m(—1 und n¢-1. Wegen (p,q) =1 wire
q | n¢1. s sollte aber die kleinste Nummer sein, fiir die 4 | n® gilt.

Unser Ergebnis kénnen wir so interpretieren: Gibt es fiir eine rationale Zahl
0 = p/q iiberhaupt eine Darstellung des Typs (20), so gibt es auch eine ab-
brechende Darstellung (25). Aus (25) gewinnt man aber auch sofort eine
nicht abbrechende Reihe fiir o:

s

Q:.—;l:Z Cy +b$+1_1+b8+2—1+.:‘ (26)

n(") n(s +1) n(s + 2)
v=10

Freilich ist in (26) die zusitzliche Bedingung (15) fiir die Koeffizienten nicht
erfiillt. Wenn wir an dieser Forderung festhalten, ist die Darstellung reeller
Zahlen durch Cantorsche Reihen eindeutig, und wir gewinnen 2%) eine end-
liche Reihe fiir rationale Zahlen, eine unendliche fiir irrationale.

Von besonderem Interesse ist die Darstellung reeller Zahlen durch die
Fakultiten:

N © i
r=Zc"-n!+Z—Y;. (27)
4 1!

n=20

20) Die Aussage iiber die Endlichkeit der Darstellung fiir rationale Zahlen gilt
unter der Voraussetzung, da8 q | n(k) ist fiir fast alle k.
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Hier haben wir eine abbrechende Reihe fiir alle rationalen Zahlen. Bei der
Darstellung durch das Dezimalsystem sind dagegen die Zahlen mit einem
Nenner g = 27 - 5P ausgezeichnet; nur fiir diese bricht die Reihe ab.

Die Zahl der ,Ziffern” in der Darstellung (27) ist bei kleinen Zahlen grofer
als im Dezimalsystem. Ist dagegen r wesentlich gréfer als 10!, so kann die
Darstellung durch (27) fiir manche praktischen Zwecke bequemer sein. Das
entsprechende gilt fiir die Darstellung von r — [r]. Der Nachteil der Dar-
stellung (27) gegeniiber dem Dezimalsystem liegt natiirlich in der Tatsache,
daB die ,Ziffern” hier groer werden; wir haben ja d, < n.

Wir wollen abschlieSend eine offene Frage notieren, die unseres Wissens
noch nicht untersucht wurde: Bei der Darstellung im Dezimalsystem sind
die periodischen Briiche dadurch charakterisiert, da8 sie zu rationalen Zahlen
gehoren, Kann man Aussagen machen iiber die Menge derjenigen reellen
Zahlen, fiir die die Cantorsche Reihe periodische Koeffizienten hat? Zu
dieser Menge gehért z. B. die transzendente Zahl

P N
e= E+E‘3"+E+

3, Darstellung durch unendliche Produkte

Zur Darstellung reeller Zahlen durch unendliche Produkte benutzt Cantor
eine von Euler bewiesene Formel:

1
1—x

—JJA+x) =+ T+ A +2Y... (28)
vy=0

Das unendliche Produkt (28) konvergiert fiir | x | <{1. Zum Beweis hat man
(1 — x)™! nur so zu schreiben:

1 14x

1-x 1-—2x2

=(1+x)@+)(1—-at) =,

=1+x)1+2%... 1+ -xtH"

Bildet man auf beiden Seiten den Grenzwert lim, so folgt daraus die
Eulersche Gleichung (28). yo>eo

Mit Hilfe von (28) beweist Cantor nun seinen Satz iiber die Produkt-
darstellung:
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Satz 4
Jede reelle Zahl A>>1 ist eindeutig darstellbar in der Form

A=(1+ail) (1+a12) (1+a13) (29)
wobei die a, natiirliche Zahlen sind mit der Eigenschaft

G 2a? v=1,23,... (30)
Zum Beweis dieses Satzes werden wir zunichst

1<A2 (31)

voraussetzen: Spiter kénnen wir uns von der zusitzlichen Vorschrift A<<2
befreien. Zeigen wir zuerst die Eindeutigkeit der Darstellung!

Aus (29) folgt
a, +1

A>1+—= (32)
ay a4
Nach (30) und (28) ist weiter
1 1 1 1 a
S - —_— _— =1 = 1 ’
A‘(l+ul) <1+a12) (1+a14)... o S )
1—=
ay
Nach (32) und (32") haben wir fiir A die Ungleichungen
A
al §m<a1+11 (33)
also
=
ay = [ -1 (34)
Damit ist 4, eindeutig bestimmt. Wir merken noch an:
Wegen A <2 ist
A 14 1 >3
A-1 ~TA-1""
Nach (34) ist deshalb
as 2 2. (34,)

Wir setzen nun

1
Af=@+;)@+ 1)_” v=1,23,.., A=A (35

Ay +1
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Dann ist

Av.a' ( 1 )( 1 )
=A, 4 1=(1+ 1+ 36
1+a, 1 ay +1 a4y +2 ( )

Nach (36) ist A,+; durch A, bestimmt. Die Koeffizienten a,4,

(»=1,2,3,...) findet man durch eine Abschitzung, wie wir sie bereits
fiir a, durchgefiihrt haben. Man gewinnt damit

_ Av +1 }
av+1"[Av+1__1 .
Damit sind die Zahlen a, in der Darstellung (29) eindeutig festgelegt.

Wir zeigen jetzt, daf fiir die durch (37) und (36) festgelegten Zahlen g,
die Ungleichungen (30) und die Gleichung (29) gelten. Es ist doch

(37)

[ A ] _Aay
uz_[A2—1’ A= (38)
also
_ A.a, ]
uz——[ﬂ‘ A—1 -1l (39)
Aus (31), (32) und (38) folgt also auch fiir A,:
1<A <2, (40)

Setzen wir jetzt
e
a, = = — &,

A—-11 A-1
soist 0 < «<<1und
Am Pt
a,+o—1"

Daraus folgt wegen (39):
ay = [a———l (a, + a)] =a,”
1—a
Analog zeigt man unter Benutzung von (36) und (37):
ak+12ak2, 1<Ar<<2, k=1,2,3,... (41)

Wir zeigen nun, da8 fiir die so eindeutig bestimmten Zahlen a;, die Produkt-
darstellung (29) gilt. Es sei

P"=(1+%) (1+;1;)(1+ai>
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Dann wird nach (35):

A - A1 = Pn A”+l' (42)
Nach (37) ist
A
“n+1§ﬁ:1€<an+1+1r
d. h.
1+ < L (43)
an+1<An+1=1 +an+1~'1.
Wegen a; = 2 und (41) ist lim a, = oo, also nach (43)
n->co
lim An+1 =1.
n—» oo
Nach (42) ist dann tatsichlich
A=1lim P,.
n—>co

Damit ist (29) bewiesen 2!). Die Konvergenz des unendlichen Produktes
folgt iibrigens schon aus der Tatsache, da wegen (41) X a,7* konvergiert.

Wir wollen uns nun von der zusitzlichen Voraussetzung A<<2 befreien.
Ist A speziell eine Potenz von 2, A = 2k, so hat man in A = (1 + 1/1)* eine
triviale Darstellung des Typs (29). Ist A eine andere reelle Zahl > 2, so gibt
es eine natiirliche Zahl m, so daB fiir A-2m=A" die Ungleichung
1<CA’<2 gilt. Dann haben wir fiir A" eine Darstellung

o

w-T0+2).

n=1

und fiir A gilt

A= l l (1+i)
£=1 o

mita,=1firu=1,2,...,m, amtn= by

1) Bei Cantor fehlt die Voraussetzung A = 2. Tatsidchlich ist sein Algorithmus
ohne diese Voraussetzung nicht immer durchfithrbar. Fiir A =2 wird 4, =1,
und man kann a4, nicht nach (37) berechnen. Cantor hat das aber offenbar ge-

wuft. Er gibt ([W] S. 46) als Beispiel die Darstellung fiir /5 so an:
1/5—=z(1 +%) (1+i> (1+ L )

161 51841
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Fiir die Darstellung rationaler Zahlen gilt nun insbesondere

Satz 5
FLiir rationale Zahlen A= p/q>>1 hat die Darstellung (29) die spezielle

Form n—1
ae TTGs D) [T (s 2) -
v =1 “

=]

=0
Das heiflt: Von einer gewissen Nummer n an wird a, = k, an+, = k2? usw.
Zum Beweise setzen wir

A_—_E_:gl (45)
9 q1

mit (py, ;) =1, und

pra,=96,Py+1 4, (a,+1)=0,-9,41, v=123,... (46)
wobei

9, =(p,a,a, (a,+1)). (47)

Die natiirlichen Zahlen p,+; und g,+; sind durch (46) und (47) definiert; sie
sind offenbar teilerfremd: (p,+,, g»+;) = 1 fiir alle Nummern ». Nach (46)
ist wegen (36):

pv+1=&. a,
9y +1 q a, +1

= A, +1"). (48)

Wir untersuchen jetzt die Zahlenfolge

{d}={p,—a}. (49)
Wir wollen nachweisen, daf sie die folgenden Eigenschaften hat:

() d.>0 fiiralley,
I @, d+)=1,

n d+ <4,
ZuI: Das folgt aus (48) wegen A, >1 (vgl. (41)).
Zu II: Aus (46) folgt

&y +1— @ +1) =a (p»—a) — 4> (50)
22) Die 2. Gleichung ergibt sich durch einen einfachen Induktionsschluf.
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Nehmen wir nun an, es gibe einen (von 1 verschiedenen) gemeinsamen Teiler
fiir d, und d,+4:

1>1, 1| Pytr = Gotrs o | Py — Gne
Dann wire wegen (50) auch 7, | g,: wegen r, | p, — g, konnten wir folgern:

ty | p». Aus der Definition (46) konnten wir aber bereits schlieBen, dafl
(pv, 9») = 1 ist fiir alle Nummern ».

Zu III: Nach (37) ist wegen (48):

Py ] Py
a, = = , a,py—4q,)=p,.
l:Pv—qv Pr — 49y (P q) P
Nach (50) und (49) folgt daraus aber:
61' : dv+1 g dw dv+1 § dw

Damit sind die Eigenschaften (I) bis (III) der Folge {4, } bewiesen. Danach
mu$ fiir ein gewisses n d, = 1 sein. Wire nimlich fiir die nach (III) monoton
nicht steigende Folge etwa dx = dr+,>>1, so wire (dx, dx+,) = dr>1, im
Gegensatz zu (II). Die Folge muf8 also echt abnehmen und fiir eine gewisse
Nummer n die 1 erreichen. Dann ist

Pn=4n+1l Pn+1=qn+1+1:---
und, wenn wir p, = k setzen, g, =k — 1:

k
An“‘—k'—:*i—.

Nach (42) ist dann
k

A=A1=Pn—1'An=Pn—1'F"I. (51)

Aus dem Eulerschen Hilfssatz (28) fiir x = k™!

N
k—1 k k2

und (51) folgt dann Satz 5.

Wir fiigen den Sitzen iiber die Produktdarstellung noch eine Aussage 23)
iiber die Darstellung reeller Zahlen zwischen 0 und 1 hinzu:

2) Sje steht nicht bei Cantor.
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Satz 6
Jede reelle Zahl r mit 0 <r<<1 ist darstellbar durch ein unendliches Produlkt

[ T6-2) =)

» =1
mit natiirlichen Zahlen b,, die den Ungleichungen
bv+1_12(bi’_1)2r bvgz (53)
geniigen.

Zum Beweise stellen wir R = ! nach Satz 4 dar:

R =ﬁ(1+a%) (54)

v =1
mit
A R (55)
Wir setzen nun
by=1+a, (56)
und beachten, daf3
(1+i) (1_ 1 >=a,.+1'a,+1—1=1
a, a, +1 a, a, +1

ist. Danach haben wir

1+2)e- )
ul’ bl’ N !

. : 1 . lnl 1\]—1!
lim (1 — ~) = [ lim (1 + —>] ,
n-—>oo bv n—> oo av

v=1 y =

also

und die Ungleichungen (53) folgen aus (55).
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III. Die Anfinge der Mengenlehre

1. Abzdhlbare Mengen

Im Jahre 1872 traf Georg Cantor bei einer Reise in die Schweiz mit dem
Braunschweiger Mathematiker Richard Dedekind zusammen. Diese zufillige
Begegnung war fiir beide Forscher bedeutsam. Es entstand zwischen den
beiden ein Schriftwechsel, der uns heute zuginglich ist?4) und die Ent-
stehung der grundlegenden Ergebnisse der Mengenlehre erkennen 148t.

Am 29. November 1873 schreibt Cantor an Dedekind einen Brief, in dem er
die bedeutsame Frage nach der Mdglichkeit einer eindeutigen 25) Zuordnung

zwischen der Menge (n) der natiirlichen und der Menge (x) der reellen
Zahlen stellt:

+Man nehme den Inbegriff aller positiven ganzzahligen Individuen n und
bezeichne ihn mit (n); ferner denke man sich etwa den Inbegriff aller pcsi-
tiven reellen Zahlgrélen x und bezeichne ihn mit (x); so ist die Frage ein-
fach die, ob sich (n) dem (x) so zuordnen lasse, da zu jedem Indiviuum
des einen Inbegriffs ein und nur eines des anderen gehért? Auf den ersten
Anblick sagt man sich, nein, es ist nicht moglich, denn (n) besteht aus
discreten Theilen, (x) aber bildet ein Continuum; nur ist mit diesem Ein-
wande nichts gewonnen und so sehr ich mich auch zu der Ansicht neige,
daBl (n) und (x) keine eindeutige Zuordnung gestatten, kann ich doch den
Grund nicht finden und um den ist mir zu thun, vielleicht ist er ein sehr
einfacher.”

Cantor wei, da man (n) der Menge (Cantor schreibt hier noch: ,dem In-
begriff“) (p/q) aller positiven rationalen Zahlen eineindeutig zuordnen kann.
Es sei
,nicht schwer zu zeigen, daB sich (n) nicht nur diesem Inbegriffe, sondern
noch dem allgemeineren
(an,, Nos o oo mv)
eindeutig zuordnen ld8t, wo ny, n,,...n, unbeschrinkte positive ganz-
zahlige Indices in beliebiger Zahl » sind.”

) Einige besonders wichtige Briefe finden sich in Cantors gesammelten Werken
([A 41] bzw. [W] S. 443—-451), die anderen in der Versffentlichung [B 8] von
E. Noether und J. Cavaillés (zitiert im folgenden mit [CD]).

25) Bei Cantor ist von eindeutiger Zuordnung die Rede. Gemeint ist offenbar die
umkehrbar eindeutige (eineindeutige) Zuordnung.
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Der Nachweis, daf die Menge der rationalen Zahlen abzihlbar sei, wird
heute meist in den einfithrenden Vorlesungen den Studenten der ersten
Semester vorgetragen. Cantor selbst hat die Abzihlung der positiven ratio-
nalen Zahlen z. B. in einem Brief 26) an F. Goldscheider vom 18. Juni 1886
durchgefiihrt. Er gibt da Beispiele fiir wohlgeordnete Mengen und erwihnt
dabei

»die Menge aller positiven rationalen Zahlen in folgender Anordnung:
(11213123415123456)

TI El II “3‘1 TI -4—1 —3"1 E/ TI g’ Ir gl El ZI '7371 EI Yr N I
Das Gesetz der Anordnung ist hier dieses, da von zwei in der irreduciblen
Form genommenen Rationalzahlen m/n und m’/n’, die erstere einen niede-
ren oder héheren Rang als die andere erhilt, je nachdem m + n kleiner
oder grofer als m’ + n’; ist aber m +n=m’ + n’ so richtet sich die Rang-

’ o

bezeichnung nach der Gréfe von m und m’.

Die Antwortbriefe Dedekinds liegen uns leider nicht mehr vollstindig vor.
So miissen wir seine Auffassung den Antworten Cantors entnehmen. Dede-
kind sieht sich nicht imstande, die Frage seines Briefpartners zu beantworten.
Cantor berichtet in seinem Brief vom 2. Dezember 1873, daf er sich dieses
Problem schon vor Jahren gestellt habe und sich ,stets im Zweifel dariiber
befunden habe, ob die Schwierigkeit, welche sich mir bot, eine subjektive
sei oder ob sie an der Sache hafte”.

Die Antwort Dedekinds zeigt ihm, dal die Schwierigkeiten offenbar in der
Sache liegen.

Interessant ist uns heute, da8 beide Briefpartner die Fragestellung nicht fiir
besonders wichtig hielten. Cantor schreibt (in dem schon zitierten Brief vom
2. Dezember 1873):

»,Ubrigens méchte ich hinzufiigen, daf ich mich nie ernstlich mit ihr be-
schiftigt habe, weil sie kein besonders practisches Interesse fiir mich hat
und ich trete Ihnen ganz bei, wenn Sie sagen, daf8 sie aus diesem Grunde
nicht viel Miihe verdient. Es wire nur schén, wenn sie beantwortet werden
konnte; z. B., vorausgesetzt daf sie mit nein beantwortet wiirde, wire
damit ein neuer Beweis des Liouvilleschen Satzes geliefert, daf§ es trans-
cendente Zahlen giebt.”

Spiter ist Cantor von der Bedeutung seiner Untersuchungen durchaus (und
wir meinen: mit Recht) iiberzeugt gewesen. Im Jahre 1873 meinte er aber
noch, daf die Fragestellung ,nicht viel Miihe verdient”. Thm waren seine
Untersuchungen iiber die reellen Zahlen, die Fourierschen Reihen und die
Zahlsysteme wichtiger.

26) Der vollstindige Brief ist in [B 6] abgedruckt (S. 83 £.).
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Aus den Aufzeichnungen Dedekinds ([CD] S. 18) erfahren wir, da8 Richard
Dedekind in seiner Antwort auf den Brief vom 29. November den Satz , aus-
gesprochen und vollstindig bewiesen” habe, dafl ,sogar der Inbegriff aller
algebraischen Zahlen sich dem Inbegriffe (n) der natiirlichen Zahlen zu-
ordnen 146t“.

Algebraische Zahlen: Das sind jene Zahlen, die Wurzeln einer algebraischen
Gleichung

gpgtaxtax®t...+taxr=0 1)

mit ganzzahligen Koeffizienten a, sind. Dedekind legt Wert auf die Fest-
stellung, dal sein Beweis iiber die Abzihlbarkeit alle algebraischen Zahlen
umfaflt, nicht nur die reellen 27). Er definiert den Begriff der H5he h einer
algebraischen Zahl x durch

h=n—1+|a|+]|a|+...+|anl )

Dabei sind die a, die Koeffizienten der zur algebraischen Zahl x gehdrenden
Gleichung (1).

Da die Koeffizienten a, ganze Zahlen sind, gehéren zu jeder Hohe h offen-
bar nur endlich viele algebraische Zahlen. Man kann sie also numerieren
(,abzdhlen”), d. h. eineindeutig auf die Menge der natiirlichen Zahlen ab-
bilden.

Dabei kann man (nach dem Vorschlag von Dedekind) alle algebraischen
Zahlen umfassen (auch die komplexen) oder aber (wie es Cantor in seiner
Arbeit 28) in Crelles Journal 77 tut), sich auf die reellen algebraischen Zahlen
beschrinken. Diese Beschrinkung wird bedeutsam, wenn man die von
Cantor bewiesene (siehe S. 29 ff.) Tatsache dazunimmt, da8 die Menge aller
reellen Zahlen nicht abzihlbar ist. Es ergibt sich dann ein neuer Beweis fiir
die Existenz transzendenter 2) Zahlen und dariiber hinaus die Einsicht, daf8
die Menge der transzendenten Zahlen nicht abgezihlt werden kann.

Die bisherigen Ergebnisse des Briefwechsels zwischen Cantor und Dedekind
kann man als Erginzungen jener Paradoxien des Unendlichen deuten, die
schon Bolzano in seiner Schrift [C 6] vom Jahre 1852 zusammengestellt

27) Cantor beschrinkt sich in seiner ersten mengentheoretischen Publikation
([W] S.116) auf die reellen algebraischen Zahlen.

28) [W] S. 115 ff. Man kann vermuten, dal der Beweis fiir die Abzihlbarkeit der
algebraischen Zahlen unabhingig voneinander von Dedekind und Cantor ge-
funden worden ist.

%) Reelle Zahlen, die nicht algebraisch sind, heiflen transzendent.
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hatte. Die Menge 3°) N der natiirlichen Zahlen ist in der Menge Ra der ratio-
nalen Zahlen echt enthalten, und Ra wiederum ist ein echter Teil der
Menge Ar der reellen algebraischen Zahlen. Trotzdem kann man Ra und Ar
eineindeutig auf N abbilden! Das Unendliche ist also ,ein weites Feld”, und
man muf sich hiiten, die fiir endliche Mengen und fiir Zahlen iiblichen
SchluBweisen auf unendliche Mengen zu iibertragen. Die Cantorsche Schluf-
weise prézisiert zwar die bekannten Paradoxien (und gibt neue dazu), aber
sie scheint doch eine Resignation in bezug auf eine ,Mathematik des Un-
endlichen” zu bestitigen.

2. Die Nichtabziihlbarkeit der Menge der reellen Zahlen

Aber dann gelang Cantor der Beweis, daf8 die Menge Re der reellen Zahlen
nicht abzihlbar ist. Die eineindeutige Zuordnung erwies sich damit als ein
Mittel, Unterscheidungen im Unendlichen festzustellen. Wir diirfen diesen
wichtigen Beweis als die Grundlegung der Mengenlehre ansehen. Auch
Dedekind erkannte die Bedeutung der Cantorschen Deduktion. Er notiert
dariiber ([CD] S. 18):

»Die von mir ausgesprochene Meinung, daf die erste Frage3!) nicht zu
viel Miihe verdiene, weil sie kein besonders praktisches Interesse habe,
ist durch den von Cantor gelieferten Beweis fiir die Existenz transcenden-
ter Zahlen (Crelle Bd. 77) schlagend widerlegt.”

Es ist heute iiblich, den Cantorschen Satz mit Hilfe des ,Diagonalverfah-
rens” 32) zu beweisen. Sein erster Beweis ([W] S. 117) war noch etwas um-
stindlicher. Wir haben uns zwar vorgenommen, die Cantorschen Ergebnisse
in einer modernen und leicht lesbaren Form darzustellen; wir wollen aber
fiir die frithen Arbeiten Cantors zur Mengenlehre von diesem Grundsatz
abweichen. Wenn es heute iiblich wird, die ganze Mathematik als ,Mengen-
lehre” zu deuten %), so sollte man den ,Geburtstag” der Mengenlehre ent-
sprechend wiirdigen. Die erste Fassung des Cantorschen Beweises findet

30) Cantor spricht anfangs vom ,Inbegriff (n) der natiirlichen, (x) der reellen
Zahlen. Wir benutzen hier und spiter grofe lateinische Buchstaben fiir Mengen
(,Inbegriffe”).

81) Die Frage nach der eineindeutigen Abbildung von Re auf N.

) Vgl. dazu S. 85 f. Den Beweis der Nichtabzihlbarkeit des Kontinuums nach
dem Diagonalverfahren findet man z. B. in meinen ,Wandlungen des mathe-
matischen Denkens”, S. 31.

33) Niheres dariiber Kap. XV.
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sich nicht in seinen gesammelten Werken. Sie steht in Cantors Brief an
Dedekind vom 7. Dezember 1873 ([CD] S. 14-15). Wir zitieren:

30

+Man nehme an, es konnten alle positiven Zahlen w <1 in die Reihe ge-
bracht werden:
Wy, Wy, Wy, ++ ., Py e .. (0Y)

Auf w, folgend sei w, das nichst grofere Glied, auf dieses folgend w;
das nichst groSere, u. s. f. Man setze: 0; = o', 0, = 0% wg = wd u. s. f.
und hebe aus (I) die unendliche Reihe aus:

wl, 02 w8, ..., 0.

In der iibrig bleibenden Reihe werde das erste Glied mit w,!, das nichst
folgende grofere mit w,? bezeichnet, u. s. f. so hebe man die zweite Reihe
aus:

Wyl, we?, wsd, ..., W, ...

Wird diese Betrachtung fortgesetzt, so erkennt man, da8 die Reihe (I) sich
in die unendlich vielen zerlegen l:i8t:

wl, wd wd, ..., 00,... @)
wgl, W, wgd, ..., WM, ... )
wgl, we?, @gd, ..., we", ... 3)

in jeder von ihnen wachsen aber die Glieder fortwihrend von links nach
rechts zu; es ist:

of <oftL

Man nehme nun ein Intervall (... q) so an, da8 kein Glied der Reihe (1)
in ihm liegt; also etwa innerhalb (w,!...w,?); nun kénnten auch etwa
simtliche Glieder der zweiten Reihe, oder der dritten auflerhalb (p...q)
liegen; es muf} jedoch einmal eine Reihe kommen, ich will sagen die kte, bei
welcher nicht alle Glieder auflerhalb (p ... q) liegen; (denn sonst wiirden
die innerhalb (p...q) liegenden Zahlen nicht in (I) enthalten sein, gegen
die Voraussetzung); dann kann man ein Intervall (p’...4") innerhalb
(p...q) fixieren, so daff die Glieder der k*" Reihe alle auflerhalb des-
selben liegen; von selbst verhilt sich dann (p’...q’) in gleicher Weise in
bezug auf die vorhergehenden Reihen; im weiteren Verlaufe mu8 jedoch
eine k'te Reihe erscheinen, deren Glieder nicht sidmtlich auBerhalb
(p’...q) liegen und man nehme dann innerhalb (p’...q") ein drittes
Intervall (p” ... q”) an, so daB alle Glieder der k’ten Reihe auflerhalb des-
selben liegen.

So sieht man, dal es moglich ist, eine unendliche Reihe von Intervallen
zu bilden: (p...q), (®’...9), ®”"...9") ...,

von denen jedes die folgenden einschlieSt und die zu unseren Reihen sich
wie folgt verhalten:



Die Glieder der 1ten, 2ten, ., . k — 1'® Rejhe liegen auBerhalb (p . .. g).
Die Glieder der kten, ., k' —1'" Reihe liegen auferhalb (¢’ . .. g’).

Die Glieder der k’ten. .. k —1'*" Reihe liegen auerhalb (p” ... g”).

Es 146t sich nun stets wenigstens eine Zahl, ich will sie # nennen, denken,
welche im Innern eines jeden dieser Intervalle liegt; von dieser Zahl 7,

>0

welche offenbar Z1 sieht man rasch, daf sie in keiner unserer Reihen ent-
halten sein kann. So wiirde man von der Voraussetzung ausgehend, dafl

alle Zahlen >0 in (I) enthalten seien, zu dem entgegengesetzten Resultate

<1
gelangt sein, da88 eine bestimmte Zahl 7 zg nicht unter (I) zu finden sei;
folglich ist die Voraussetzung eine unrichtige gewesen.”

Dedekind begliickwiinscht seinen Briefpartner am nichsten Tag schon zu
seinem schénen Erfolg und macht einige Vorschlige zur Vereinfachung des
Beweises. Sie sind ,fast wortlich” von Cantor in seine Veréffentlichung in
Crelles Journal ([W] S. 117) iibernommen worden.

3. Die Abbildung des Quadrats auf die Strecke

Nach seinen ersten Erfolgen stellte sich Cantor neue, kithnere Probleme. In
seinem Brief an Dedekind vom 5. Januar 1874 stellte er die folgende Frage:

»LéBt sich eine Fliche (etwa ein Quadrat mit EinschluB der Begrenzung)
auf eine Linie (etwa eine gerade Strecke mit Einschluf der Endpunkte)
eindeutig beziehen, so daf zu jedem Puncte der Fliche ein Punct der Linie
und umgekehrt zu jedem Puncte der Linie ein Punct der Flidche gehort?

Mir will es im Augenblik noch scheinen, daff die Beantwortung dieser
Fragen, — obgleich man auch hier zum Nein sich so gedringt sieht, da8
man den Beweis dazu fast fiir iiberfliissig halten m&chte, — grofe Schwierig-
keiten hat.”

Der Beweis, an den Cantor denkt, ist offenbar eine exakte Begriindung fiir
ein Nein als Antwort auf die gestellte Frage. Den Beweis hilt er ,fast fiir
iiberfliissig”, und ein Berliner Kollege bestirkt ihn in dieser Ansicht ([CD]
S. 21, Brief vom 18, Mai 1874):

» - Wenn Sie gelegentlich mir darauf antworten wollten, so wire es mir
lieb, von Thnen zu héren, ob Sie an der im Januar Thnen mitgetheilten
Frage hinsichtlich der Zuordnung einer Fliche und einer Linie dieselbe
Schwierigkeit finden, wie ich, oder ob ich damit einer Tduschung mich hin-
gegeben habe; in Berlin wurde mir von meinem Freunde, dem ich dieselbe
Schwierigkeit vorlegte, die Sache gewissermafien als absurd erklirt, da es
sich von selbst verstiinde, da8 zwei unabhingige Verinderliche sich nicht
auf eine zuriickfiihren lassen.”
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Erst nach drei Jahren, am 20.Juni 1877, findet sich im Briefwechsel mit
Dedekind wieder ein Hinweis auf die Fragestellung vom Januar 1874. Dies-
mal aber bietet Cantor seinem Freunde einen Beweis fiir ein Ja! Obgleich er
vjahrelang das Gegenteil fiir richtig gehalten” habe, liefert er jetzt seinem
Briefpartner den Beweisansatz fiir ein Ja als Antwort fiir die folgende (all-
gemeinere) Frage:

»Seien xy, x,,...x, 0 unabhéngige verinderliche reelle Gréien, von denen

jede alle Werthe annehmen kann die = 0 und < 1. Sei y eine g + 1te ver-

>
inderliche reelle Groe mit dem gleichen Spielraum <y = (1)) .

Ist es alsdann méglich die @ GréBen xy, Xy, ... X, der einen y so zuzuord-
nen, daf zu jedem bestimmten Wertsystem (x, X, ...x,) ein bestimmter
Werth y und auch umgekehrt zu jedem bestimmten Werth y ein und nur
ein bestimmtes Werthsystem (xy, X, . .. x,) gehort?”

Fiir ¢ = 2 haben wir damit wieder das alte Problem: Kann man die Menge
der Punkte eines Quadrates (etwa mit den Koordinaten x; und x,,

0 < x, £ 1) auf die Menge der Punkte einer Strecke (etwa mit den Koordi-
naten y, 0 £ y < 1) umkehrbar eindeutig abbilden?

Das Ja auf diese Frage begriindet Cantor denkbar einfach. Wenn wir uns
auf den Fall o = 2 beschrinken und die Koordinaten x, (v =1, 2) und y
durch Dezimalbriiche

%, =0, a,MN g, ..., vy=1,2; y=0,bbyby...
darstellen, so lautet sein Vorschlag:
Man nehme die folgende Zuordnung vor:

{O, a,@ g, g .

0 2 @ 7.0 } <« 0, al(l) a1(2) ug(l) 112(2) aa(l) us(z) o
7 1 2 3 LREEY

man setze also 34):
ban-1=an®, by = a,®@. 4)

Dedekind nennt in seiner Antwort den Cantorschen Beweis eine ,inter-
essante SchluBfolgerung” und macht einen Einwand, von dem er annimmt,
daf8 Cantor ihn vielleicht werde entkriften konnen. Er weist zuniichst darauf
hin, daf die Darstellung der reellen Zahlen durch Dezimalbriiche ja nicht
eindeutig sei. Fiir rationale Zahlen (mit den Nennern 24 - 5%) hat man die
Darstellung durch einen endlichen oder durch einen unendlichen Bruch, z. B.

34) Auf diese Weise wird z. B. dem Quadratpunkt P mit den Koordinaten (1/3;

V2—1)=(0,333...; 04142...) der Punkt Q mit der Koordinate
y = 0,34313432 . .. zugeordnet.
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3/10 = 0,3 = 0,29999 . .. Hier kann man sich helfen, indem man grundsitz-
lich die Darstellung durch den unendlichen Dezimalbruch wiahlt. Dann ist
die Zuordnung der Zahlen zu den Briichen eineindeutig.

Aber nun entsteht folgende Schwierigkeit. Es sei Q der Punkt unserer
Strecke mit der Koordinate

y = 0,2304070707 . ..

Versucht man, diesem Punkt Q einen Punkt P des Quadrats zuzuordnen,
so kommt man auf den Punkt mit den Koordinaten

x, =02, x,=0,347777...

Der Dezimalbruch 0,2 ist aber als endlicher Bruch nicht ,zuldssig”. Schreiben
wir statt dessen x; = 0,199999 . .. Zu diesem x; (und x, = 0,3477 . . .) gehort
aber

¥* =0,13949797 . ..

Der Punkt P der der Koordinate y = 0,230407707 . . . wird also bei der von
Cantor vorgeschlagenen Zuordnung iiberhaupt nicht erfat. Das Gleiche
gilt offenbar fiir alle jene Punkte mit Koordinaten y, bei denen in
y=0,b; by by...bgtes = 0ist fiir irgendein kundn=0,1,2,3,... (oder
auch bg+on+1=0fiirn=0,1,2,3,...).

Cantor gibt seinem Freunde (auf einer Postkarte vom 23. Juni 1877) sofort
Recht mit seinem Einwand. Aber er erkennt auch, daf er ,gewissermafien
mehr” als in seiner Absicht lag erreicht habe. Er hat ja eine umkehrbare
eindeutige Abbildung zwischen der Menge #) P der Punkte des Quadrats
und einer Teilmenge Q' der Menge Q der Punkte einer Strecke hergestellt.
Dabei ist die Menge Q — Q' der ,,Ausnahmepunkte” 3¢) offenbar abzihlbar.
Spiter hat Cantor in seiner ,Mengenlehre” allgemeine Sitze bewiesen iiber
die eineindeutige Zuordnung unendlicher Mengen. Daraus ergibt sich dann
sehr leicht, daf eine eineindeutige Abbildung zwischen P und Q mdglich
sein muf, wenn sie zwischen P und Q’ hergestellt werden kann. Vorlaufig
ist aber die ,allgemeine Mannigfaltigkeitslehre” noch nicht entwickelt. Man
muf also mit dem speziellen Problem fertig werden und aus der gegebenen
Abbildung zwischen P und Q' eine solche zwischen P und Q herstellen.

Noch viel einfacher kommt man zum Ziel, wenn man den urspriinglichen
Ansatz Cantors ein wenig variiert. Da die von Dedekind herausgefundenen

35) Mit grofen lateinischen Buchstaben (P, Q, R...) bezeichnen wir Mengen. Fiir
die Punkte steht P, Q, ...

3) O — @’ ist die Menge der Punkte, die zwar zu Q, nicht aber zu Q" gehéren.
Vgl. S. 36.
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Schwierigkeiten durch die Nullen in der Dezimalbruchentwicklung zustande
kommen, mufl man sie ,unschidlich” machen. Das kann so geschehen: Man
faflit die Ziffern im Dezimalbruch zu ,Zifferblocken” zusammen. Die etwa
auftretenden Nullen bilden mit den nachfolgenden Ziffern einen ,Block”.
Im iibrigen sind alle Ziffern fiir sich selbst ein Zifferblock. Wir charakteri-
sieren die Blocke durch eingefiigte Striche:

0,]3|04|0005|6|7|8|09]5]...
Nimmt man jetzt nach dem auf S. 32 geschilderten Verfahren die Zuord-

nung der- Zifferblécke (statt der Ziffern) vor, so kann man die gewiinschte
eineindeutige Zuordnung von P und QQ erhalten.

In der Geschichte der Wissenschaft wird aber sehr oft nicht der einfachste
Weg zuerst gefunden. So war es auch hier. Cantor wollte sein Ziel durch
Fortsetzung des eingeschlagenen Weges erreichen. Er hatte die Menge P auf
eine Teilmenge Q" von QQ abgebildet 37). Wenn es jetzt noch gelang, Q” auf Q
selbst abzubilden, dann war das Problem gel6st.

Zunichst entschloB sich Cantor, von der Darstellung durch Dezimalzahlen
zu der durch Kettenbriiche iiberzugehen ). Es ist bekannt, da man jede
irrationale Zahl x, die der Ungleichung 0<<x<{1 geniigt, auf genau eine
Weise durch einen unendlichen Kettenbruch

1
x=(u1,a2,a3...)=a—l—_T_—1

()

darstellen kann mit natiirlichen Zahlen g,. In Analogie zu (3) kann man nun
einem Punkte P des Quadrates (0 x, X1, 05 x, < 1) mit irrationalen
Koordinaten einen Punkt Q der Strecke 0 < y < 1 (wieder mit irrationalen
Koordinaten) zuordnen:

2@, 2,0
{Eui(Z) a:(z) “. ;} <> (al(l)l al(z)l a2(1)r aﬂ(z) . ) (6)

37) Abbildung soll im folgenden immer eineindeutige Abbildung bedeuten,
wenn es nicht ausdriicklich anders gesagt wird.

38) Da die Menge der ,Ausnahmepunkte” fiir die Darstellung durch unendliche
Dezimalbriiche (im Sinne von S. 32) abzidhlbar ist, hitte Cantor die Einfiih-
rung der Kettenbriiche nicht nétig gehabt. Uber die Kettenbriiche s. z. B.
Perron: Irrationalzahlen.
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Man erhilt dann also den Kettenbruch y = (by, by, bs...) durch die Zu-
ordnung (4).

Es sei ] (0; 1) die Menge der irrationalen Zahlen zwischen 0 und 1. Wenn es
gelingt, J (0; 1) auf die Menge Re (0;1) aller reellen Zahlen zwischen 0
und 1 abzubilden, dann ist auch die Abbildung des Quadrats auf die Strecke
gesichert.

Zur bequemen Formulierung seiner Aussagen fiihrt Cantor den Begriff der
Miichtigkeit von Mengen %) ein. Zwei Mengen A und B heiflen dquivalent
oder von gleicher Michtigkeit, wenn es eine eineindeutige Abbildung
zwischen den Elementen von A und B gibt, im Zeichen: A ~ B. Sind N, Ra,
Ar die Mengen der natiirlichen, der rationalen bzw. der (reellen) algebrai-
schen Zahlen, so gilt nach den bisherigen Ergebnissen

N~Ra, N~ Ar.

Aus der Definition der Aquivalenz ergibt sich sofort, daR diese Relation
symmetrisch, reflexiv und transitiv ist; d. h. es gilt 49)

A~B&SB~A; A~A;

(A~B)A(B~C)= A~C. @)
Es sei nun {¢,} eine monoton wachsende Folge irrationaler Zahlen, fiir die
0<8n<8n+1<1, lim 5”=1 (8)

ist; als ein Beispiel erwihnt Cantor die Folge der Zahlen &,
=1— V22" Wieder sei ] (0;1) die Menge der irrationalen Zahlen
zwischen 0 und 1, J* die Menge der irrationalen Zahlen zwischen 0 und 1,
die nicht zur Folge {¢,} gehdren. Wir haben dann 4)

JO;1) =T* < {en). ©)

Es sei weiter {¢,} die Folge der rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 (einschl.
0 und 1) in der iiblichen auf Seite 90 erwihnten Abzihlung, also

@1=0, =1, =% @, =3, @;=§ ¢@s=1,...

%) Cantor spricht in seiner ersten Arbeit von Inbegriffen, spiter von Mannig-
faltigkeiten, dann von Mengen. Wir fiihren gleich diese heute iibliche Bezeich-
nung ein.

40) Uber die Bedeutung der logischen Zeichen—=>, usw. siehe z. B. das Mathema-
tische Begriffsworterbuch des Verfassers, BI-Hochschultaschenbuch 99-99 a.

41y A B ist die Vereinigungsmenge von A und B. Sie umfaflt genau die Elemente,
die zu A oder B gehdren.
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Dann kann man durch die Zuordnung

Pn <> &n (10)
eine eineindeutige Zuordnung der beiden Folgen {p,} und {e;} vollzichen.
Zu der Vereinigungsmenge

Je=T1* v {@a}

gehoren dann alle reellen Zahlen des (abgeschlossenen) Intervalls 42) [0; 1]
mit Ausnahme der Punkte der Folge {¢,}. Es gilt dann

Je=T* w{@at ~T(0; 1) =T* v {en). (11)
Zum Nachweis dieser Aquivalenz (11) haben wir nur die Elemente von J*
sich selber, die der Folge {¢n} denen der Folge {¢,} nach (10) zuzuordnen.

Die Menge der irrationalen Zahlen zwischen 0 und 1 ist also dquivalent der
Menge aller Zahlen zwischen 0 und 1 ohne die , Ausnahmezahlen” &.

Zur bequemen Formulierung der weiteren Schritte fithren wir einige Bezeich-
nungen ein, die sich heute in der modernen Mengenlehre durchgesetzt haben.

a€ A (12)

bedeutet: a ist Element der Menge A. a.¢ A heifit entsprechend: a gehort
nicht zur Menge A. A X B ist die Menge der Paare (a, b) mita € A, b € B
Ist z. B. A die Menge der Zahlen 1 und 2, B die der Zahlen 3 und 4, also

A={1,2}, B=1{3,4},
so ist
AXB=1{(1,3),(1,4), (2, 3), (2 4)}.

Entsprechend bedeutet ] (0; 1) X ] (0; 1) die Menge der Paare irrationaler
Zahlen (a, b) mit 0<<a<<1,0<b<1.

Schlielich bezeichnen wir noch mit A — B die Menge der Elemente, die zwar
zu A, nicht aber zu B gehéren. Mit den Symbolen der formalen Logik kann
man diese Definition so schreiben:

A—B={x/x€ ANx{B}. (13)

Das liest man so: A — B ist die Menge der Elemente x, fiir die x € A richtig,
x € B aber falsch ist.

Mit dieser Terminologie konnen wir fiir J« auch schreiben

J+=1[0;1] — {es). (14)

) [q; b] ist die Menge aller reellen Zahlen, die den Ungleichungen a SxSb
geniigen.
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Nach (11) und der Definition fiir J* gehéren ja zu J+« in der Tat gerade alle
reellen Zahlen zwischen 0 und 1 (einschlieflich 0 und 1) mit Ausnahme
der ,, Ausnahmezahlen” &,.

Cantor beweist nun die wichtige Aquivalenz
J*~[0;1]. (15)

Sie besagt, daf} die Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 ,mit abzihl-
bar vielen Ausnahmezahlen” der Menge ohne Ausnahmezahlen einein-
deutig zugeordnet werden kann,

Nehmen wir fiir den Augenblick einmal dieses Ergebnis vorweg. Dann
koénnen wir weiter so schliefen: Aus (15), (11) und (7) folgt

[0;1]1 ~7 (0;1): (16)

Die Menge der reellen Zahlen zwischen 0 und 1 ist der Menge der irratio-
nalen Zahlen zwischen 0 und 1 dquivalent. Durch die Zuordnung (6) ist aber
die Aquivalenz der Menge der Quadratpunkte mit irrationalen Koordinaten
und der Menge der Streckenpunkte mit irrationalen Koordinaten gesichert.
Wir kdnnen sie als eine Aussage iiber die Koordinaten auch so formulieren:

J(0;1) XJ(0;1) ~J (0;1). (17)
Aus (17) und (16) folgt aber sofort
[0;1] X [0;1] ~ [0; 1]. (18)

Die Menge der Punkte des (abgeschlossenen) Quadrats 0 S x; £ 1,0 <2, < 1
ist der Menge der Punkte der abgeschlossenen Strecke 0 < y £ 1 dquivalent.

Um unseren Beweisgang zu schliefen, haben wir nur noch (15) zu be-
weisen.

Zum Beweis von (15) konstruiert nun Cantor eine Zuordnung eines ab-
geschlossenen Intervalles [a; b] auf ein halboffenes 4*) Intervall [a; b]. Es
geniigt offenbar, die Moglichkeit einer solchen Abbildung fiir das Intervall
[0; 1] nachzuweisen. Dazu betrachten wir die Funktion x =y (x):

y@x)=—x+2—27n—27n1 firl—27r<x<<1—27171,

y(1)=1. n=0,1,2,... (19)

®)  xc@bl&a<xsy,
x€@;b)Sa<<x<b,
x€[a;0)SagLx<b.
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Offenbar ist (vgl. Abb. 1)

vO =% vy®=% y@®=%....
und fiir kein x des Intervalles [0; 1] wird y (x) = 0. Die Umkehrfunktion
y—x (y) ist dann durch

x(yy=—yt+2—27—2mn1 firt—2r<<ygLi1—2m1
x(1) =1 n=0,1,2,...,
gegeben. y— x (y) bildet (0; 1] auf [0; 1] ab, und x—y (x) leistet die um-
gekehrte Zuordnung. Durch eine geeignete lineare Transformation gewinnt
man entsprechend

(a; b] ~ [a; b]. (20)
Ist ¢ ein duBerer Punkt von [a; b], so folgt aus (20) weiter:
(a;¢) = (a; b] Y (b; c) ~ [a; b] 2 (b; ¢) = [a; c),

19)

also
(a; ¢) ~ [a; ¢). (20"

y
]_-
7l
8
3l \
4
1] \
2
ir Abb.1
o 1 1 37, X

Z 7 78

Jedes offene Intervall (a;c) ist dem entsprechenden halboffenen Intervall
[a; ¢) diquivalent.

Mit diesen Ergebnissen kénnen wir leicht die noch offene Aquivalenz (15)
beweisen. Die Menge ]+ setzt sich ja nach der Definition (14) aus einer Folge
von Intervallen und der Zahl 1 zusammen:

Jr=1"[0;¢)" (e5 &) (e2s 85) ... (21)
Nach (20) ist aber (&,; €,41) ~ [&+; £,44) fiir alle Nummern » und daraus
folgt dann in der Tat (15).
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Damit ist bewiesen:

Die Menge der Punkte des Quadrats (0 < x; £ 1, 0 < x, < 1) ist dquivalent
der Menge der Punkte der Strecke (0 Ly £ 1).

Natiirlich kann man die Uberlegungen leicht auf n Dimensionen verallge-
meinern. Cantor formuliert sein Ergebnis ([W] S. 132) so:

Sind x,, x, . .., X, nvoneinander unabhiingige, verinderliche reelle Gréflen,
von denen jede alle Werte, die = 0 und < 1 sind, annehmen kann, und ist t
eine andere Verinderliche mit dem gleichen Spielraum (0 £ t < 1), so ist es
moglich, die eine Gréfe t dem System der n Gréfen xy, X, . . . , Xn SO 2UzZU-
ordnen, dafl zu jedem bestimmten Wert von t ein bestimmtes Wertsystem
Xy, Xg, ..., X und umgekehrt zu jedem bestimmten Wertsystem xy,x,,...,%n
ein gewisser Wert von t gehort.

Daraus folgt die noch allgemeinere Fassung:
Zuwei stetige Mannigfaltigkeiten, die eine von n, die andere von m Dimensio-

nen, wo n % m, haben gleiche Michtigkeit.

Nach einigen Monaten, am 23. Oktober 1877, teilt Cantor seinem Freund
Dedekind einen wesentlich kiirzeren Beweis fiir den entscheidenden Satz
seiner Deduktion mit. Er beweist die Aquivalenz (16) jetzt einfacher so:

Es sei {,} irgendeine Folge irrationaler Zahlen des Intervalles [0; 1], z. B.

{n,} = {27}, H die Menge der Irrationalzahlen des Intervalles [0; 1], die
nicht zur Folge {7,} gehdren, {p,} wieder die Folge der rationalen Zahlen
des Intervalles [0; 1] in der iiblichen Abzdhlung. Dann ist doch

[0;1]1=H\“ {5} “Ap)},
J(0;1)=Hv {n}=
=H\ {n2,} “ {n2,+1}. (22")
Aus (22) und (22') folgt nun in der Tat (16).
In seiner Verdffentlichung in Crelles Journal hat Cantor beide Versionen

seines Beweises mitgeteilt. Er hat auf die umstindlichere Fassung nicht ver-
zichtet, weil die dabei benutzten Hilfssitze ,an sich von Interesse sind”.

Cantor ist sich durchaus dariiber im klaren, daf er etwas , Unglaubliches” 44)

bewiesen hat. Er berichtet am Schluf8 seines Briefes vom 25. Juni 1878 an

44) In seiner Cantor-Biographie schreibt Zermelo: ([W] S. 458) Cantor habe an
Dedekind am 20. Juni 1877 seinen Beweis mitgeteilt und hinzugefiigt: ,Je le
vois, mais je ne le crois pas”. In der Ausgabe des Briefwechsels von Cantor-
Dedekind ([CD]) findet sich dieser Satz allerdings nicht.

(22)
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Dedekind iiber die Haltung mehrerer Kollegen. Etwa zwei Monate davor
hatte in Gottingen die Hundertjahrfeier fiir Gauf stattgefunden, und Cantor
hatte diese Gelegenheit benutzt, um anderen Mathematikern die (zu diesem
Zeitpunkt noch offene!) Frage vorzulegen 45):

»Ldft sich ein stetiges Gebilde von p Dimensionen, wo ¢ >>1, auf ein stetiges

Gebilde von einer Dimension eindeutig beziehen, so daf jedem Puncte des

einen ein und nur ein Punct des anderen entspricht?”

Keiner sagt Ja!
»Die meisten, welchen ich diese Frage vorgelegt wunderten sich dariiber,
daB ich sie habe stellen kdnnen, da es sich ja von selbst verstiinde, daf8 zur
Bestimmung eines Punctes in einer Ausgedehntheit von ¢ Dimensionen
immer @ unabhingige Coordinaten gebraucht werden. Wer jedoch in den
Sinn der Frage eindrang, mufite bekennen, daf es zum mindesten eines
Beweises bediirfe, warum sie mit dem ,selbstverstindlichen” Nein zu be-
antworten sei. Wie gesagt gehorte ich selbst zu denen, welche es fiir das
Wahrscheinlichste hielten, daf jene Frage mit einem Nein zu beantworten
sei, — bis ich vor ganz kurzer Zeit durch ziemlich verwickelte Gedanken-
reihen zu der Uberzeugung gelangte, daf jene Frage ohne alle Einschrén-
kung zu bejahen ist. Bald darauf fand ich den Beweis, welchen sie heute
vor sich sehen.”

Cantors Satz ist also ein schones Beispiel fiir eine mathematische Paradoxie,
fiir eine wahre Aussage also, die dem Ungeschulten falsch zu sein scheint.
Und in bezug auf die Probleme der Mengenlehre waren damals alle Mathe-
matiker bestenfalls ,Anfinger”. Die Mengenlehre ist reich an den fiir die
Bildung des Menschen so bedeutsamen Paradoxien. In einer Zeit, in der die
Philosophen und Theologen oft Paradoxien und Antinomien %) verwechseln,
ist die mathematisch saubere Darstellung eines Paradoxons besonders ver-

dienstlich.

4. Die Wirkung

Richard Dedekind war von der Cantorschen Beweisfithrung sehr beeindruckt.
Er fand keine Liicke im Beweis und begliickwiinschte seinen Briefpartner
herzlich. Freilich war er nicht ganz einverstanden mit der Konsequenz, die

45) [CD] S. 33.

4%) Die Begriffe Antinomie und Paradoxie werden gelegentlich synonym gebraucht.
Damit beraubt man sich aber wichtiger Aussagemdglichkeiten. Vgl. dazu
Kap. III (Die Bildungsfunktion der Paradoxie) in meinem Buche Mathematik
als Bildungsgrundlage.
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man aus dem Cantorschen Satz fiir den Dimensionsbegriff ziehen konnte.
Cantor hatte bemerkt ([CD] S. 34):

»«.wird der Unterschied, welcher zwischen Gebilden von verschiedener
Dimensionszahl liegt, in ganz anderen Momenten gesucht werden miissen,
als in der fiir charakteristisch gehaltenen Zahl der unabhingigen Coordi-
naten.”

Dedekind sagt in seiner Antwort zum Dimensionsproblem:

»Ich glaube nun vorldufig an den folgenden Satz: ,Gelingt es, eine gegen-
seitige eindeutige und vollstindige Correspondenz zwischen den Puncten
einer stetigen Mannigfaltigkeit A von a Dimensionen einerseits und den
Puncten einer stetigen Mannigfaltigkeit B von b Dimensionen andererseits
herzustellen, so ist diese Correspondenz selbst, wenn a und b ungleich
sind, nothwendig eine durchweg unstetige.”

Er weist darauf hin, daf die eineindeutige Zuordnung im Cantorschen Be-
weis durch unstetige Funktionen vollzogen wird:

» ... die Ausfiillung der Liicken zwingt sie, eine grauenhafte, Schwindel
erregende Unstetigkeit in der Correspondenz eintreten zu lassen, durch
welche Alles in Atome aufgeldst wird, so daB jeder noch so kleine stetig
zusammenhingende Theil des einen Gebietes in seinem Bilde als durchaus
zerrissen, unstetig erscheint.”

Am 12. Juli 1877 reicht Cantor seine Arbeit mit dem Titel ,Ein Beitrag zur
Mannigfaltigkeitslehre” dem Crelleschen Journal ein. Damals brauchte ein
Autor im allgemeinen nicht lange auf die Publikation einer vorgelegten
Arbeit zu warten, und so war Cantor verirgert, als die Arbeit im November
immer noch nicht erschienen war. Er fand (in einem Brief an Dedekind), da88
sich die Drucklegung in einer fiir ihn ,auffallenden und unerklirlichen
Weise” verzogere und daf die Redaktion spiter vorgelegte Arbeiten vor-
ziehe. Er erwigt, seine Arbeit in einem Sonderdruck bei Vieweg herauszu-
bringen. Aber es gelingt Dedekind, ein Zuriickziehen der Arbeit zu ver-
hindern. Unter Hinweis auf eigene Erfahrungen mahnt Dedekind zur Ge-
duld, und schlielich erfolgt dann doch noch der Druck im Crelle-Journal,
wenn auch erst im Jahre 1878.

Spater hat Cantor erwihnt, daf sein Lehrer Weierstraf sich fiir die Publi-
kation eingesetzt habe.

Es ist wahrscheinlich (aber wohl heute nicht mehr sicher nachweisbar), da8
die Verzogerung der Veroffentlichung seinen Grund im Widerstand Kron-
eckers gegen die Cantorschen Ideen hatte.
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IV. Beitrige zur Topologie

1. Die Cantorschen Definitionen

In der dritten These seiner Doktor-Dissertation stellt Cantor die Bedeutung
der richtigen Problemstellung heraus:

In re mathematica ars proponendi quaestionem pluris facienda est quam
solvendi %7).

Wir wollen hinzufiigen, daf fiir den Aufbau einer mathematischen Theorie
auch die zweckmifig formulierten Definitionen von grofler Bedeutung sind.
Viele der heute in der Topologie gebriuchlichen Definitionen gehen auf
Georg Cantor zuriick. Das wird nicht in jedem Lehrbuch dieser heute so be-
deutsamen Disziplin der Mathematik klar: Manche Autoren sind an ge-
schichtlichen Reminiszenzen nicht interessiert. Wenn aber jemand wie z. B.
Kuratowski den Ursprung der eingefiihrten Begriffe notiert, dann wird er
erstaunlich oft den Namen Cantor zu zitieren haben.

Es ist keineswegs selbstverstindlich, daf ein Forscher sich mit seinen Be-
griffsbildungen durchsetzt. Man vergleiche etwa die Definitionen Cantors
mit denen von Richard Dedekind. Der Freund und Briefpartner Cantors
war gewif8 ein hervorragender Gelehrter, dessen Schrift iiber das Wesen der
Zahlen heute in 10. Auflage vorliegt 48). Aber nicht seine Definition der
+Ahnlichkeit” von Mengen hat sich durchgesetzt, sondern die Cantorsche.
Dedekind nennt zwei Mengen dhnlich, wenn man sie eineindeutig auf-
einander abbilden kann. Wir folgen heute Cantor und nennen solche
Mengen dquivalent. Den Begriff der Ahnlichkeit kennen wir freilich auch
heute noch in der Mengenlehre. Aber wir nennen mit Cantor zwei Mengen
ihnlich, wenn eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Mengen mdoglich
ist, die die Ordnung erhiilt (vgl. dazu S. 90ff.).

Dedekind nennt (S.4) das System der gemeinsamen Elemente von einer
Menge von Mengen (A, B, C...) die Gemeinheit dieser Mengen; wir be-
nutzen heute mit Cantor die Bezeichnung Durchschnitt.

Es lag nahe, da Cantor sich nach dem Beweis des Paradoxons iiber die
Quadratabbildung dem Dimensionsproblem zuwenden wiirde. In der Tat ver-

47) In der Mathematik ist die Kunst des Fragestellens wichtiger als die des Losens.
48) Dedekind, R.: Was sind und was sollen die Zahlen? [C 13].
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suchte er, mit seiner Arbeit ,Uber einen Satz aus der Theorie der stetigen
Mannigfaltigkeiten” die Dedekindsche Vermutung (vgl. 5. 41) zu beweisen,
die man kurz so formulieren kann: Jede Abbildung zwischen Punktmengen
verschiedener Dimension ist unstetig.

Sein Beweis ist nicht in allen Punkten stichhaltig ). Der erste vollstindige
Beweis fiir diesen Satz wurde von Brouwer geliefert (Math. Ann. 70, 1910,
S. 161-165).

Halten wir uns an die weiteren Arbeiten Cantors iiber die ,Punktmannig-
faltigkeiten”, die wichtige topologische Definitionen enthalten. Er formuliert
seine Begriffe fiir lineare Punktmannigfaltigkeiten 5°), ,welche also ent-
weder eine kontinuierliche, endliche oder unendliche gerade Strecke bilden
oder doch mit allen ihren Punkten in einer solchen als Teile enthalten sind”,
spiter auch fiir Punktmengen des n-dimensionalen Raumes. Es ist aber nicht
schwer, seine Definitionen fiir metrische oder allgemeine topologische
Riume 5!) zu verallgemeinern.

Die Ableitung I’ einer linearen Punktmenge P ist ((W] S. 139) die Mannig-
faltigkeit aller derjenigen Punkte, welche die Eigenschaft eines Grenzpunktes
von P besitzen, wobei es nicht darauf ankommt, ob der Grenzpunkt zu-
gleich ein Punkt von P ist oder nicht.

Der Begriff des Grenzpunktes (Hiufungspunktes) findet sich in der be-
kannten Form schon in einer frithen Arbeit Cantors iiber die trigonometri-
schen Reihen ([W] S. 99). Kuratowski schreibt auch diese Definition Cantor
zu; sie diirfte aber schon bei seinem Lehrer Weierstrafi vorkommen. Da-
gegen verdanken wir gewiff Cantor die Begriffe der abgeschlossenen, der
dichten und der in sich dichten Menge:

Eine Menge heifit abgeschlossen 52), wenn sie alle ihre Grenzpunkte
(Hiufungspunkte) enthilt. Fiir eine abgeschlossene Menge P ist also stets die
Ableitung P’ in P als Teilmenge enthalten.

Eine in einem Intervall [a; b] enthaltene lineare Punktmenge P heifit in
[a; b] dicht, wenn jedes Teilintervall von [a; b] noch Punkte von P ent-
hilt ).

49) Vgl. dazu die Bemerkungen Zermelos ([W] S. 138).

50) [W] S. 139.
51) Siehe dazu z. B. Kuratowski: Topologie, Vol. I [C 26].
52) [W] S. 226, 140, 228.

53) Natiirlich kann man auch diese von Cantor fiir Intervalle gegebene Definition
leicht auf n-dimensionale Riume verallgemeinern.
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Eine Menge M heif8t in sich dicht, wenn jeder Punkt von M auch Hiufungs-
punkt von M ist.

Als Beispiele wollen wir die folgenden Mengen betrachten:

[0;1] die Menge der reellen Zahlen x mit 0 < x <1,

Ra[0;1]: die Menge der Punkte mit rationalen Koordinaten im Inter-
vall [0; 1] der Zahlengeraden,

K (1): die Menge der Punkte P (x, y) mit x® + 2 <1,
K [1]: die Menge der Punkte P (x, y) mitx® + 32 <1,
F: die Menge der Punkte der x-Achse mit den Koordinaten

{1,%,'2‘,%/%’%1"-}-

Von diesen Mengen sind K [1] und [0; 1] abgeschlossen und in sich dicht;
Ra [0; 1] ist dicht in [0; 1] und in sich dicht, aber nicht abgeschlossen. K (1)
ist in sich dicht, aber nicht abgeschlossen. F schliellich ist abgeschlossen,
aber nicht in sich dicht.

Wir wollen von den Cantorschen Definitionen noch die des inneren Punktes
erwihnen ([W] S.135): Ein Punkt P heifit innerer Punkt einer Punkt-
menge M des n-dimensionalen Raumes R;, wenn es eine Kugel mit dem
Mittelpunkt P gibt, deren simtliche Punkte zu M gehoren. Fiir lineare
Punktmengen tritt das symmetrische Intervall an die Stelle der Kugel. Eine
Menge M des R, heiit offen, wenn alle seine Punkte innere Punkte von M
sind. Fiir den R, sind die offenen Intervalle Beispiele fiir offene Mengen,
fiir den R, die Kreisscheiben a2 + y2 <2,

2. Bezeichnungen

Zur bequemen Formulierung von Aussagen der Mengenlehre fithren wir
einige Bezeichnungen ein, die sich heute durchgesetzt haben. Cantor selbst
hat in einigen Fillen (z. B. fiir die Vereinigungsmenge) noch andere Zeichen
benutzt 54).

A={x/P (x)} (1)
bedeutet: A ist die Menge derjenigen Elemente x, fiir die die Aussage P (x)

richtig ist. Bedeutet z. B. Ra wieder die Menge der rationalen Zahlen, so ist
durch

A={x/x CRaNO<x<1} 1)

54) g ¢ A ist auf S. 36 definiert. Die Definition der logischen Zeichen findet man
z. B. in meinem Mathematischen Begriffswérterbuch.
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die Menge der rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 definiert. Statt (1") kann
man auch schreiben:

xEASxERaNO<x <1, (1”)

Die Aussage ,A ist Teilmenge von B schreiben wir kiirzer so: A { B. Es
gilt also

ACB&S @€ A=a€B). @)

Es erweist sich als zweckmiBig, in der Mengenlehre auch die ,leere Menge” )
zuzulassen, die Menge also, die keine Elemente enthilt. Sie findet sich schon
bei Cantor selbst mit dem Zeichen 0 (,eine Menge, die es eigentlich gar
nicht gibt”). Nach der Definition (2) ist ¢ Teilmenge jeder Menge, weil ja
die Primisse # € @ in jedem Fall falsch ist. Nach der Definition der Impli-
kation ist dann a € B wahr fiir beliebiges B.

Im Abschnitt III 3 haben wir schon die Vereinigungsmenge A\~ B ein-
gefiihrt. Wir wollen diese Definition jetzt verallgemeinern. Es sei A; eine
Menge von Mengen; dabei ist € T Element einer gegebenen Menge T,
und fiir jedes # soll eine Menge A erklirt sein %%). Dann ist die Vereinigungs-

menge U A; so erklirt:
t

UA={a/VatcAl}. (3)
t t

Zu At gehoren also alle die Elemente, die zu irgendeiner der Mengen A
gehoren. Entsprechend ist der Durchschnitt N A; definiert:
t

NA={afAa€A}. (4)
t ¢

Zum Durchschnitt gehdren danach jene Elemente, die allen Mengen A; an-
gehoren. Fiir endliche viele Mengen A, (» =1, 2, ..., n) kann man statt (4)
auch schreiben:

n
NA,=A"NA,N...MA,. (4)

y =1

Analog haben wir fiir die Vereinigungsmenge:
n
UA,=A VAV ...JA,. 3)
vy =1

55) Beispiel: , At sei die Menge der Kreisscheiben, fiir die (x — )2 + y2 <1 gilt.”
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Mit Hilfe der jetzt eingefiihrten Symbole kénnen wir die Cantorschen Defi-
nitionen formalisieren. Es sei wieder P’ die Ableitung einer Punktmenge P
(vgl. S. 43). Dann ist eine abgeschlossene Menge P charakterisiert durch

P’ CP. ®)
Fiir eine in sich dichte Menge P gilt dagegen

pCpP (6)
oder PP’ =P.

Wir notieren weiter die folgenden leicht zu begriindenden Formeln fiir die
Ableitung von Punktmengen:

(PY=P"=P, @)

(AB) = A"V, t:)]
Die Vereinigungsmenge

PP =P )

nennt man die Abschlieffung von P. Jede Ableitung einer Punktmenge P ist
offenbar gleich ihrer AbschlieBung. Nach (9) und (7) ist ja

PP=P\p'=P P =P, (10)

3. Perfekte Mengen

Besonders wichtig sind die Mengen, die zugleich abgeschlossen und in sich
dicht sind (wie etwa K [1] und [0; 1]). Solche Mengen nennt Cantor perfekt

(IW1] S. 193).

Fiir perfekte Mengen gilt also P’ C Pund P C P, also P=P".

Ein oft zitiertes Beispiel einer perfekten Menge hat Cantor in einer An-
merkung seiner Arbeit ,Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten,

Nr. 57 ([W] S. 207) angegeben. Diese heute als Cantorsche Menge bezeich-
nete Punktmannigfaltigkeit definiert Cantor so:

Als ein Beispiel einer perfekten Punktmenge, die in keinem noch so kleinen
Intervall iiberall dicht ist, fiihre ich den Inbegriff aller reellen Zahlen an,
die in der Formel

S BT )
z=J St

enthalten sind, wo die Koeffizienten c, nach Belieben die beiden Werte 0
oder 2 anzunehmen haben und die Reihe sowohl aus einer endlichen, wie
aus einer unendlichen Anzahl von Gliedern bestehen kann.

46



Man gewinnt eine anschauliche Vorstellung von dieser Cantorschen Menge,
wenn man aus dem abgeschlossenen Intervall [0; 1] zunichst das offene
Intervall (; %) entfernt, dann aus den verbleibenden Intervallen [0; 1] und
[3; 1] wieder die ,Mittelstiicke” (}; §) und (§; §), usf. Nach dem zweiten
Schritt hat man dann die in Abb. 2 dargestellte Menge erhalten.

1 — N
Abb. 2 ) )
o § §

1
1
1

wiro =
©lm +

7
g

Ry

Diesen Prozefs denke man sich ad infinitum fortgesetzt: Jeweils wird aus
allen (abgeschlossenen!) vorhandenen Teilintervallen das offene mittlere
Drittel entfernt. Was dabei iibrig bleibt, ist die Cantorsche Menge.

Um das einzusehen, stellen wir die reellen Zahlen des Intervalles [0; 1] als
triadischen Bruch”
—C  C  C3 - -
Z—'3+52“+E§+...—0;C1C2C3..., ¢, =0,1,2 (11)
dar.

Fiir die Zahlen 4 und % sind dann zwei verschiedene Darstellungen (11)
moglich:

1 0;1000...) 2 0;1222...
— = , - = . (12)
3 0;0222... 3 0;2000...

Fiir die Punkte des offenen Intervalles (}; §) ist offenbar stets die erste
Stelle ¢, = 1. Die Zahlen der beiden abgeschlossenen Teilintervalle [0; 4]
und [%; 1] sind dadurch charakterisiert, daf ¢; = 0 bzw. ¢; = 2 ist. Auch die
Eckpunkte kénnen so dargestellt werden:

1 2
0=0, §=0;0222..., -3—=0;2, 1=10;22222...

Die beim néchsten Schritt entfernten Intervalle (}; §) und (%;'§) enthalten
Zahlen, fiir die die Darstellung durch Trialbriiche (11) ¢, =1 liefert. Aber
diese Intervalle wurden ja entfernt, und ebenso die Mittelstiicke aller weite-
ren entstehenden abgeschlossenen Intervalle,

Die Menge G der entfernten offenen Intervalle enthilt gerade diejenigen
Punkte, bei denen eine Darstellung als Trialbruch ohne die Ziffer 1 unmog-
lich ist; die Restmenge (die Cantorsche Menge C) ist dagegen dadurch aus-
gezeichnet, da jeder Punkt durch einen Trialbruch ohne die Ziffer 1 dar-
gestellt werden kann.
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Die Cantorsche Menge C ist abgeschlossen. Das folgt sofort daraus, daf8 kein
Punkt der offenen Komplementirmenge 5¢) C* = [0; 1] — C Haufungspunkt
der Menge C sein kann. Sie ist aber auch in sich dicht. Jeder Trialbruch
0; ¢y C3 Cy . . . mit den Ziffern 0 oder 2 ist offenbar Grenzwert einer konver-
genten Folge solcher Briiche. Die Menge C ist also eine perfekte Menge. Sie
ist zwar in sich, aber nicht im Intervall [0; 1] dicht, auch nicht in irgendeinem
Teilintervall von [0; 1]. Trotzdem gilt der Satz:

Die Cantorsche Menge C kann eineindeutig auf das Intervall [0;1] ab-
gebildet werden.

Zur Konstruktion dieser Abbildung betrachten wir die fiir die Trial-
briiche (11) definierte Funktion

z—>@ (2) 2(2+25,+...—|—2"+... . (13)
Man erkennt leicht, daf8 @ (z) die gleichen Werte annimmt an den Endpunk-

ten eines jeden der bei der Konstruktion von C entfernten offenen Intervalle.
Esist z. B.

DRI RE S
P\3)7z\G s T ) TG/ T2 2T 2

(l)_l(i+i+ )_ (E>_l 2_1
PO/ 2\ 16 ) TP/ T2 1

Wir definieren nun eine Funktion z— f (2) fiir 0 £ z £ 1 durch folgende Vor-
schrift:

f(z)=¢(2) fiirz€C,

f(x=c¢ firz¢C.

Die Zahl c; ist eine Konstante fiir jedes der offenen Teilintervalle der Kom-
plementirmenge C*; sie ist gleich dem Wert von ¢ (z) an den Eckpunkten
des offenen Intervalles. Wir haben also z. B. f(z) =1} fiir 2 €.(4; ), f () = }
fiir z ¢ (}; §) usf. Abb. 3 zeigt den Graphen dieser Funktion; es sind nur
die konstanten Werte fiir die offenen Intervalle von C* eingezeichnet.

Die so definierte Funktion f: y = f (z) bildet die Cantorsche Menge C stetig
und monoton auf das Intervall [0; 1] ab. Um das einzusehen, bemerken wir

5¢) Unter der Komplementiirmenge C* einer Menge C i. b. a. eine C umfassende
Menge M versteht man die Menge derjenigen Elemente von M, die nicht zu C
gehoren:

C*={x|x E MAx¢C).
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zunichst, dafl jede reelle Zahl y mit 0 <y <1 als Bild eines Punktes x der
Cantorschen Menge C auftritt. Sei nimlich y durch einen Dualbruch dar-
gestellt:

S O
y—2+ﬂ+?+m

Dabei sind die Zahlen a, die Ziffern 0 oder 1. Wir erweitern die Briiche
dieser Darstellung so:

1 (2a;  2ay  2a4 )_l(c1 Cp €3 )
y—z(z 52 2 +... 3 2+22+23+...

Dann sind die ¢, die Ziffern 0 oder 2. Unsere Zahl y gehort danach als Bild
zu dem Trialbruch

=6 G Cs
z= 3-{-32+33+...,

nach der gegebenen Definition fiir y = f (x).

N|=—

-

Abb. 3

ol
wl—--L
[XTXE'S
0l
wjm
- d

1
0 3

Die Abbildung ist eindeutig und offenbar monoton und stetig. Sie ist aber
nicht umkehrbar eindeutig, da ja den Endpunkten der Intervalle von C* die

gleichen Bilder zukommen; es ist z. B. f (§) = f ().
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Es sei nun { [u,; v,] } die Folge der Intervalle von C¥*, also

{w={sbdd . L {o) ={8882. ..},
Dann ist jetzt C — {v,} = C, eine Teilmenge von C, die durch f eindeutig
auf das Intervall [0; 1] abgebildet wird. Wir haben also

Ci~[o0;1],
und nach den im Abschnitt III 3 benutzten Methoden %) zeigt man dann
leicht, dal auch

C~[o;1]
gilt. Damit ist unser Satz bewiesen.
Von Sierpinski stammt ein zweidimensionales Analogon zur Cantorschen
Menge C. Man gehe aus von einem gleichseitigen Dreieck und zerlege es
durch Verbindung der Seitenmitten in 4 kongruente gleichseitige Dreiecke
(Abb. 4). Das Innere des mittleren Dreiecks wird entfernt (in Abb. 4 schraf-
fiert), und fiir jedes der verbleibenden Dreiecke wird die Entfernung des
»Mittelstiickes” wiederholt. Bei Fortsetzung des Verfahrens ad infinitum
verbleibt eine perfekte Menge 38).

Abb. 4

Eine andere interessante perfekte Menge erhilt man in der Theorie der
analytischen Funktionen bei dem Versuch, einen n-fach zusammenhingen-
den Bereich (n = 3) auf einen Vollkreisbereich abzubilden %). Das ist ein

57) Man kann auch mit Hilfe des auf S. 74 bewiesenen Satzes von Cantor-Bernstein
so schlieen: Es ist

Cl C C C [O; 1]1 C1~ [0,' 1]1
also auch C ~ [0; 1].
58) Niheres dariiber findet man bei Alexandroff [C 2], S. 217.

59) Siehe dazu Hurwitz-Courant; Funktionentheorie, 4. Aufl. Berlin usw. 1964,
S.532f.
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Bereich B™ der komplexen Ebene, der von n Kreisen begrenzt wird. Beim
Beweis fiir die Existenz einer solchen Abbildung macht man von der Tat-
sache Gebrauch, daB ein solcher Vollkreisbereich von unendlich hoher
Spiegelungsfihigkeit ist. Spiegelt man einen solchen Bereich an seinen
n Kreisen K;, K,, ..., Kn und fiigt man die Spiegelbilder dem Bereich B
hinzu, so entsteht ein neuer Bereich B;(™, der von n (n — 1) Kreisen K,,
w=1,2,3,...,n;, v=1,2,3,... n; u=v) begrenzt wird (Abb. 5, hier
n=23).

B(3)

Abb. 5

D, sei der Komplementirbereich von B;(. Die Fortsetzung dieses Ver-
fahrens fithrt auf Bereiche B, mit den Komplementen D,™. Der Durch-
schnitt aller Komplemente D, (p=1,2,3,...) ist dann wieder eine
perfekte Menge D.

Fiir die Cantorsche Menge C haben wir gezeigt, dafl sie dem Intervall [0; 1]
dquivalent ist. Allgemein gilt der schon von Cantor ([W] S. 216 f.) be-
wiesene Satz %):

Perfekte nicht leere Mengen sind nicht abzihlbar.

Der Einfachheit wegen fithren wir den Beweis in der Ebene. Er kann leicht
fiir den n-dimensionalen Raum verallgemeinert werden. Nehmen wir an,
eine perfekte Menge P sei abzihlbar:

P=A{py, ps Py .- -} (14)

80) Die leere Menge ist die Menge ohne Elemente. Auch sie ist trivialerweise
perfekt.
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Wir wollen zeigen, daf8 es immer einen Hiufungspunkt p € P geben mu$,
der nicht in der Abzihlung (14) aufgefiihrt ist. Es sei nun K; der Kreis um
p; mit dem Radius r; = 1. p;; sei der Punkt mit kleinster Nummer i, >1,
der im Innern von K; liegt. Eine solche Nummer mufl es geben, da unsere
Menge perfekt, p; also Hiufungspunkt von P ist.

Es sei 0, = d (py, piy) der Abstand von p; und pi; und
rn=Min (} 0y, § (rn — 01)),
K, der Kreis um p; mit dem Radius 7.

K, liegt dann ganz im Innern von K, und die Punkte p;, p,, ... pi1 liegen
dann simtlich aulerhalb von K,. Aulerdem ist
re<<j}.

Es sei nun weiter pj, die erste Zahl der Folge (14), die eine Nummer i, > i,
hat und im Innern von K, liegt. Da auch p;; Hiufungspunkt ist, muf es un-
endlich viele Punkte der Folge (14) im Innern von K; geben. K, sei nun der
Kreis um den Mittelpunkt pi, mit dem Radius

rs=Min (} 63, § (r: — 03)),

wobei

02 = d (pin, Pia);
dann ist

rg<<i%.

Die Fortsetzung dieses Verfahrens fiihrt auf eine Folge {K,} von Kreisen mit
den Mittelpunkten p; _ | und mit den Radien 75, die der Ungleichung

1
zn——l

<<

geniigen fiir n=1,2,3,... (piy=p,). Jeder Kreis K, liegt im Innern aller
Kreise K;—4, aber alle Punkte p, mit ¥ <<i,—, liegen auferhalb von Kj. Das
kann man leicht durch vollstindige Induktion beweisen.

Daraus folgt, daf die Punkte p; gegen einen Grenzwert konvergieren:
lim p; =p.
n->oo

p miite als Haufungspunkt einer perfekten Menge P zu P gehdren. Es
miilte also p = pi sein fiir irgendeine natiirliche Zahl k. Das ist aber un-
méglich: Fiir i,—, = k liegt doch p auBerhalb von K, kann also nicht Grenz-
wert der Folge p; sein. Damit ist gezeigt, dafl man eine perfekte Menge nie-

mals abzihlen kann.
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4. Das Kontinuum

Nikolaus von Cues sagt in seiner Schrift ,Von der wissenden Unwissen-
heit” 1) {iber die Linie:

Die endliche Linie ist teilbar, die unendliche unteilbar, weil das Unendliche,
in dem das GrofSte mit dem Kleinsten zusammenfillt, keine Teile hat. Die
endliche Linie aber hat keinen Teil, der nicht selbst wieder Linie ist, da
man ja in der Ausdehnung nicht auf ein Kleinstes kommt, {iber das hinaus
es nichts Kleineres gibt . .. Die endliche Linie ist daher in ihrer Eigenschaft
als Linie unteilbar...

Betrachtungen dieser Art iiber die Probleme des Unendlichen waren den
antiken und mittelalterlichen Denkern immer wieder Anlal zu metaphysi-
schen Deduktionen. So heiflt es bei Nikolaus von Cues weiter:

..., wie die unendliche Linie, die der Grund der endlichen ist, unteilbar
und folglich unveridnderlich und immerwihrend ist, so ist auch der Grund
aller Dinge, nimlich Gott, ewig und unverinderlich.

Auch bei Thomas von Aquino findet sich schon die These, da das Konti-
nuum weder aus unendlich vielen, noch aus einer endlichen Anzahl von
Teilen, sondern aus gar keinen Teilen bestehe %2).

Cantor sagt zu dieser Feststellung ([W] S. 191):

diese letztere Meinung scheint mir weniger eine Sacherklirung als das
stillschweigende Bekenntnis zu enthalten, daf8 man der Sache. nicht auf den
Grund gekommen ist und es vorzieht, ihr vornehm aus dem Wege zu
gehen ... Jeder arithmetische Determinationsversuch dieses Mysteriums
wird als ein unerlaubter Eingriff angesehen und mit gehérigem Nachdruck
zuriickgewiesen; schiichterne Naturen empfangen dabei den Eindruck, als
ob es sich bei dem Kontinuum nicht um einen mathematisch-logischen Be-
griff, sondern vielmehr um ein religidses Dogma handle.

Obwohl Cantor fiir die Mysterien des Religitsen durchaus aufgeschlossen
war, will er im Rahmen einer mathematischen Mengenlehre eine saubere
Definition des Begriffes ,Kontinuum” versuchen, der bei Philosophen und
Mathematikern schon so viel Verwirrung angerichtet hatte.

Schon vor ihm hatte sich Bolzano in seinen Paradoxien des Unendlichen um
eine solche Begriffsbildung bemiiht. Auch er kritisiert die Denkweise jener

81) Nikolaus von Cues: Die Kunst der Vermutung. Auswahl aus den Schriften.
Bremen 1957, S. 96-97.

%2) Thomas von Aquino, Opuscula, XLII de natura generis, cap. 19 et 20; LII de
natura loci; XXXII de natura materiae et de dimensionibus interminatis.
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Philosophen, die Widerspriiche im Begriff einer ,stetigen Ausdehnung eines
Continuums” zu finden glauben (§ 38).

»Sehr wohl erkannte man, da8 alles Ausgedehnte seinem Begriffe nach aus
Theilen zusammengesetzt sein miisse; erkannte ferner, da8 sich das Dasein
des Ausgedehnten nicht ohne einen Zirkel aus der Zusammensetzung
solcher Theile, die schon selbst ausgedehnt sind, erkliren lasse; wollte
jedoch nichts desto weniger auch einen Widerspruch in der Voraussetzung
finden, da8 es aus Theilen, die keine Ausdehnung haben, sondern schlech-
terdings einfach sind (Puncten in Zeit, Raum, Atomen, d. i. einfachen Sub-
stanzen im Weltall auf dem Gebiete der Wirklichkeit), entstehe.

Wurde gefragt, was man an dieser letzteren Erklirung anstofig finde:
so hieB8e es bald, daB eine Eigenschaft, die allen Theilen mangelt, auch nicht
dem Ganzen zukommen konne; bald, da doch je zwei Puncte wie in der
Zeit so auch im Raume, und eben so auch je zwei Substanzen noch immer
eine Entfernung von einander haben, somit nie ein Continuum bilden.

Es bedarf aber wahrlich nicht vieler Uberlegung, um das Ungereimte in
diesen Einwiirfen zu erkennen. Eine Beschaffenheit, die allen Theilen
mangelt, soll auch dem Ganzen nicht zukommen diirfen? Gerade um-
gekehrt! Jedes Ganze hat und mufl gar manche Eigenschaften haben, welche
den Theilen mangeln. Ein Automat hat die Beschaffenheit, gewisse Be-
wegungen eines lebenden Menschen fast tiuschend nachzuahmen, die ein-
zelnen Theile aber, die Federn, Ridderchen u. s. w. entbehren dieser Eigen-
schaft.”

Und nun gibt er seine eigene Erkldrung fiir den umstrittenen Begriff:

»Versuchen wir nimlich, uns den Begriff, den wir mit den Benennungen
,eine stetige Ausdehnung oder ein Continuum’ bezeichnen, zu einem deut-
lichen Bewufitsein zu bringen: so kdnnen wir nicht umhin zu erkliren,
dort, aber auch nur dort sei ein Continuum vorhanden, wo sich ein Inbegriff
von einfachen Gegensténden (von Puncten in der Zeit oder im Raume oder
auch von Substanzen) befindet, die so gelegen sind, da8 jeder einzelne
derselben fiir jede auch noch so kleine Entfernung wenigstens Einen
Nachbar in diesem Inbegriff habe.”

Cantor ist mit dieser Bolzanoschen Definition nicht einverstanden. Sie driickt
nur eine Eigenschaft des Kontinuums aus. Nimmt man z. B. aus einer Ge-
raden eine endliche Anzahl von Punkten weg, so bleibt eine Menge iibrig,
die immer noch die Bolzanosche Definition des Kontinuums erfiillt. Cantor
definiert, um den Begriff des Kontinuums prézis fassen zu kénnen, zunichst
den Begriff der zusammenhingenden Menge:

Eine Menge T des R, heiflt eine zusammenhiingende Punktmenge, wenn fiir
je zwei Punkte ¢ und ¢’ derselben bei vorgegebener beliebig kleiner Zahl ¢
eine endliche Anzahl Punkte #;, 5, . . . £, von T auf mehrfache Art vorhanden
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sind, so daf die Entfernungen f £, t; ts, ta by, . . . , fy—y b, b, £, simtlich klei-
ner sind als ¢ Die auf S. 46 definierte perfekte Cantorsche Menge C ist
offenbar nicht zusammenhingend. Wihlt man z. B. ¢ = %, dann kann man
die im Intervall (0; %) gelegenen Teile der Menge nicht mit denen des Inter-
valls (%; 1) durch eine Punktreihe ¢, 4,,...,#, verbinden, die zu C gehért
und fiir die stets t,—, t, <<1 ist. Das Entsprechende gilt fiir die in Abb. 5 dar-
gestellte perfekte Menge.

Jetzt kann Cantor erkldren:
Ein Kontinuum im R, ist eine perfekte zusammenhingende Menge.

Nach dieser Definition ist jedes offene oder abgeschlossene Intervall ein
Kontinuum, ebenso die Kreisscheiben a2 + y2 < 72, die Halbgeraden und die
Geraden, aber auch die eineindeutigen stetigen Bilder dieser Punktmengen.

Mit dieser Definition hat Canfor den vagen Begriff des Kontinuums zum
Gegenstand einer fundierten mathematischen Theorie gemacht. Wir wollen
anmerken, da man heute die Begriffe zusammenhingend und Kontinuum
meist etwas anders definiert als Cantor.

Ein topologischer Raum heiflt zusammenhingend ), wenn er nicht darstell-
bar ist als Vereinigung zweier nichtleerer, disjunkter und offener Teil-
mengen von T.

Nach der Cantorschen Definition ist die Menge der Punkte der reellen Achse
mit x<<0 und x>0 zusammenhingend, nach der modernen Definition
nicht. Fiir die Definition des Kontinuums ist dieser Unterschied unwesentlich,
daja ,Geraden mit Léchern” nicht perfekt sind.

Auch die Definition des Kontinuums wird heute oft anders gefaflt. Nach
Alexandroff ist z. B. ein Kontinuum eine nichtleere kompakte zusammen-
hingende Menge.

Der Begriff kompakt findet sich bei Cantor noch nicht. Man nennt heute eine
Menge M kompakt, wenn jede unendliche Teilmenge in R, wenigstens einen
Hiufungspunkt besitzt.

Im euklidischen Raum R, ist eine Menge offenbar genau dann kompakt,
wenn sie beschrankt ist. Nach dieser Definition ist die (unendliche) Gerade
kein Kontinuum, wohl aber nach der Cantorschen Fassung des Begriffs.

Jedem Mathematiker ist es geldufig, daf dieBegriffe seiner Disziplin (leider!)
nicht von allen Autoren in der gleichen Weise definiert werden. Es gibt

63) Zur Definition des topologischen R. Siehe z. B. Alexandroff [C 2].
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vielerlei Uberschneidungen in der Terminologie, die den Anfinger verwirren
konnen, Das ist drgerlich, aber kaum ginzlich zu vermeiden. Interessant ist
fiir uns heute, da Cantor ([W] S. 194) die Bolzanosche Definition fiir ,nicht
richtig” erklirt (weil er ,Geraden mit Lochern” zuldflt). Man fragt sich:
Kénnen denn Definitionen ,falsch” sein? Sie kénnen unzweckmiBig sein,
aber woher nimmt Cantor die Legitimation, die Bolzanosche Fassung als
onicht richtig” zu bezeichnen?

Hier miissen wir durch den Formalismus des 20. Jahrhunderts geschulten
Mathematiker uns daran erinnern, da8 fiir Canfor (und die meisten seiner
Zeitgenossen) die Aussagen der Mathematik ein solides ontologisches Fun-
dament hatten. Sie waren Aussagen iiber die platonische Welt der Ideen,
aber sie hatten auch ihre Entsprechung in der physikalischen Welt. Und
gerade der Begriff des Kontinuums war von physikalischer Bedeutung. Da-
mals wuflte man noch nichts von einer diskreten Struktur der Materie, und
deshalb war Cantor die mathematische Erfassung des Aktual-Unendlichen
auch fiir die Beschreibung der physikalischen Vorginge bedeutsam. In einem
Brief an den Kardinal Franzelin ([W] S. 400) schreibt Cantor iiber die Exi-
stenz des ,infinitum creatum”:

Ein anderer Beweis zeigt a posteriori, daff die Annahme eines Transfinitum
in natura naturata eine bessere, weil vollkommenere Erklirung der Phi-
nomene, im besonderen der Organismen und der psychischen Erscheinun-
gen ermdglicht als die entgegengesetzte Hypothese.

Cantor wollte deshalb nur eine solche Definition des Kontinuums gelten
lassen, die fiir die ,Erklirung der Phinomene” wirklich geeignet war.

Im Jahre 1885 hat er am Schluf} seiner Arbeit in den Acta VII ([W] S. 276)
eine Hypothese iiber die ,Mengen von Kérper- resp. Athermonaden” aus-
gesprochen. Es heift dort %):

...daB8 die Michtigkeit der K&rpermaterie diejenige ist, welche ich in
meinen Untersuchungen die erste Michtigkeit %) nenne, da dagegen die
Michtigkeit der Athermaterie die zweite ist.

Tatsichlich liegt ja der Ather-Hypothese die Vorstellung einer kontinuier-
lichen Verteilung dieser geheimnisvollen schwerelosen ~Masse” zugrunde.

Cantor war also durchaus im Recht, wenn er hier ein Anwendungsfeld seiner
Theorien sah.

¢4) Vgl. auch den Brief an Mittag-Leffler. Nr. 10 im Anhang.

%) Die ,erste Michtigkeit” ist die der abzihlbaren Mengen, die zweite die des
Kontinuums.
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5. Der Satz von Cantor-Bendixson

Die modernen Lehrbiicher der Topologie enthalten manche Sitze iiber
Punktmengen, die auf Begriffsbildungen und Lehrsitze in den Arbeiten
Cantors zuriickgehen.

So finden wir bei Kuratowski %) den folgenden Satz von Cantor:

Es sei F,, Fy, Ey . . . eine absteigende Folge abgeschlossener nicht leerer Men-
gen in einem kompakten Raum %7) Raum R:

E,DF,DFD...
Dann ist der Durchschnitt dieser Mengen nicht leer:

E,NE,NFy. . F Q.
Diese aus der Definition des kompakten Raumes leicht zu beweisende Tat-
sache kommt in dieser Form noch nicht bei Cantor vor; er hat ja den Begriff
des kompakten Raumes noch nicht benutzt. Es findet sich aber in seiner

Arbeit Math. Ann. 17 (1880) ein Hinweis auf ein Beispiel einer absteigen-
den Folge, fiir die die Aussage des von Kuratowski angegebenen Satzes zu-

triffe ([W] S. 148).

Eine Reihe von Hilfssitzen Cantors in seinen Arbeiten , Uber unendliche
lineare Punktmannigfaltigkeiten” sind von dem Stockholmer Mathematiker
Ivar Bendixson zu einem Abschluff gebracht worden, der unter dem Namen
»Satz von Cantor-Bendixson” zitiert wird %). Wir notieren diesen Satz in
einer modernen, auf beliebige separierbare #®) Riume verallgemeinerten
Form 79):

Satz von Cantor-Bendixson

Jeder separierbare Raum ist die Vereinigung von zwei disjunkten Mengen,
von denen die eine perfekt und die andere abzihlbar ist.

6) Kuratowski [C 26] I, S. 91.

%7) Vgl. die Definition auf S. 55!

) Vgl. [W] S. 224.

%) Ein Raum heif8t separierbar, wenn er eine abzdhlbare dichte Teilmenge enthilt.
70) Kuratowski [C 26] II S. 162.

57



V. Die mathematische Denkweise im 19. Jahrhundert

1. Der Wahrheitsbegriff

Wenn wir die Auseinandersetzungen Cantors mit den Problemen des Un-
endlichen verstehen wollen, miissen wir die Denkweise seiner Zeit in Rech-
nung stellen. Es ist insbesondere niitzlich zu wissen, was vor Cantor iiber
das Unendliche gelehrt wurde.

Am 4. Juli 1867 hielt E. Kummer die Festrede zur Leibniz-Feier der Preufi-
schen Akademie der Wissenschaften in Berlin. Cantor war damals Doktorand
bei Kummer und Weierstraf, und es ist durchaus méglich, daB er an dem
Festakt teilgenommen hat. Jedenfalls vertritt Kummer in dieser Ansprache
Ansichten, die wir (anders formuliert) spiter auch bei Cantor finden. Er sagt
am Schluf8 seines Vortrages 71) iiber die Leibnizsche Reihe

44 1 1 4 1 1 + .

4 3 5 7 T

In der ersten Verdffentlichung hat Leibniz dem fertigen Resultate, welches
wie bereits gesagt worden als unendliche Reihe in den einzelnen Gliedern
nur die ungeraden Zahlen enthilt, die Worte hinzugefiigt: numero deus
impari gaudet! Gott freut sich der ungeraden Zahlen! Wir erkennen aus
dieser AuBerung zunichst, da Leibniz selbst die neue unendliche Reihe
in ihrer einfachen und dabei unendlich mannigfaltigen Form mit Staunen
und mit Verwunderung angeschaut hat, und dafl dieselbe auf ihn in Zhn-
licher Weise gewirkt hat, wie der Anblick des Meeres in seiner Unbegrenzt-
heit, oder der Anblick einer grofartigen Gebirgsgegend auf einen
Menschen wirkt. Solcher Eindriicke wird auch jeder Mathematiker sich be-
wuflt sein, denn in dem Reiche des Mathematischen herrscht eine eigen-
thiimliche Schénheit, welche sowohl mit der Schonheit der Kunstwerke, als
vielmehr mit der Schénheit der Natur iibereinstimmt und welche auf den
sinnigen Menschen, der das Verstindnis dafiir gewonnen hat, ganz in
dhnlicher Weise einwirkt, wie diese. Dal aber Leibniz ausruft Gott freut
sich iiber die ungeraden Zahlen hat einen noch tieferen Sinn, denn es
spricht sich hierin das Bewuf8tsein dariiber aus, daf das Reich des Mathe-
matischen mit seinem ganzen unendlich mannigfaltigen Inhalte nicht
menschliches Machwerk ist, sondern ebenso als Gottes Schépfung uns
objectiv entgegentritt wie die duflere Natur. Auch ist die Freude Gottes an

) Veroffentlicht in den Sitzungsberichten der Pr. Ak. der Wiss.
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den ungeraden Zahlen bei Leibniz vollkommen dieselbe religidse An-

schauung, welche in der Schépfungsgeschichte der Bibel ausgesprochen ist,

wo Gott seine Schépfungen betrachtet und findet, da8 sie gut sind.
Diese Sitze machen deutlich, daf8 die Auffassung Platons vom Wesen der
mathematischen Wahrheit auch im 19. Jahrhundert noch durchaus lebendig
war. Aussagen der Mathematik sind danach nicht nur Deduktionen in einem
formalen System”. Sie sind ewige Wahrheiten, und es ist nicht verfehlt,
von einer mathematischen Formel auf den Ursprung alles Seins zu schliefSen.
Aus dem Glauben an die eine absolute Wahrheit sind auch die Thesen ver-
stindlich, die Kummer 25 Jahre zuvor, am 26. Oktober 1842, anldfllich seiner
Antrittsvorlesung als ordentlicher Professor in Breslau verteidigt hat. Er
siecht Antinomien in der Mathematik, wo wir Heutigen keine mehr finden.
Dies sind seine Thesen 72):

Theses

I. Etiam mathesi, cui contradictio maxime aliena videtur esse, multa
inesse contendo, quae et affirmari et negari possint et debeant; ex. gr.:

1. Lineae parallelae punctum intersectionis habent, et non habent.

. Linea asymptota curvam tangit, et non tangit.

. Parabola habet duos focos, nec non unum solum.

. Series infinita ejusque summa sibi aequales sunt, et non aequales.
. Ratio x : x + 1 unitati aequalis fieri potest, et non potest.

- TR VRN

. Linea tangens cum curva unum solum punctum commune habet,
nec minus duo puncta.

7. Lineae curvae partes minimae rectae sunt, et non sunt.
8. Differentialia sunt quanta, et non sunt.
9. Triangulum est quadrangulum, et non est.

10, Linea recta est ellipsis, et non est.

II. Quae scientia demonstrat, et quae experientia docet in rebus mechani-
cis, nullo modo sibi contradicere possunt.

IIL. Incrementa maxima, quae analysis tempore proxime sequenti capiet,
in doctrina integralium definitorum posita esse contendo.

Nehmen wir uns die erste ,Antinomie” vor: Man bezeichnet doch in der
euklidischen Geometrie zwei Geraden einer Ebene als parallel, wenn sie
keinen Punkt gemeinsam haben, und aus dem Parallelenaxiom folgt, da8
es durch einen Punkt zu einer Geraden genau eine Parallele gibt. Fiithrt man

72) Thesen von E. E. Kummer, anldBlich seiner Antrittsvorlesung in Breslau,
26. Oktober 1842. Thema seines Vortrages: De Residuis Cubicis Disquisitiones
Nonnullae Analyticae.
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aber ,uneigentliche” Punkte ein, wie das in der projektiven Geometrie iib-
lich ist, so wird jeder Schar von Parallelen in der Ebene ein gemeinsamer
uneigentlicher Punkt zugeordnet, und es gibt dann natiirlich keine ,Nicht-
schneidenden” mehr. Aber mit der Einfithrung der uneigentlichen Punkte
haben wir auch das axiomatische Fundament der Geometrie verindert. Im
System der euklidischen Geometrie gibt es Parallelen, in der projektiven
nicht. Das ist ein klarer Tatbestand, und man sieht nirgendwo eine Anti-
nomie.

Das wird aber anders, wenn man davon ausgeht, daf die Aussagen der
Geometrie etwas mit der Wirklichkeit zu tun haben, mit einer wohlbestimm-
ten Wirklichkeit. Das kann der physikalische Raum oder auch der eine Raum
des platonischen ,Ideenhimmels” sein. Die Axiome sind ja nur (nach der
klassischen Auffassung) Abstraktionen, Aussagen iiber ,von selbst” ein-
leuchtende Fakten dieser Wirklichkeit. Wenn man von einer solchen ,Reali-
tdt” ausgeht, dann werden freilich die beiden verschiedenen Aussagen iiber
die Parallelen zu Widerspriichen.

Die These I 8 zeigt iibrigens, da8 man damals auch mit dem Problem der
Infinitesimalrechnung noch nicht fertig war. Widerspriiche dieser Art sind ja
spater durch die Weierstrafsche Fundierung der Analysis ausgeraumt worden.
Wir haben Kummer zum Zeugen fiir die mathematische Denkweise des
19. Jahrhunderts aufgerufen. Es ist nicht schwer, weitere Auferungen jener
Zeit zusammenzutragen, die ihn bestitigen. Man konnte etwa an Johann
Bolyai erinnern 73), der die Miflerfolge der Geometer bei den Beweisver-
suchen fiir das Parallelenaxiom eine ,ewige Sonnenfinsternis” nannte, eine
~ewige Wolke an der jungfriulichen Wahrheit”. Dieses uns heute so eigen-
artige Pathos zeigt doch, da Johann Bolyai die Sitze der Geometrie fiir
Aussagen iiber die Welt der (platonischen) Ideen hielt, und das Vorliegen
eines wichtigen ungeldsten Problems bedeutete, daf8 der Blick des Forschers
fiir die absolut giiltigen Wahrheiten noch nicht vollig frei war.

Auch Cantor hat sich spiter ausdriicklich auf Platon bezogen. Er sagt ([W]
S.204, Anmerkung) iiber den Begriff der ,Mannigfaltigkeit” oder der
~Menge”:
Ich glaube hiermit etwas zu definieren, was verwandt ist mit dem platoni-
schen &idog oder 18éa, wie auch mit dem, was Platon in seinem Dialoge

»Philebos oder das hochste Gut” wxvév nennt... DaB diese Begriffe
Pythagoreischen Ursprungs sind, deutet Platon selbst an.

) Zitiert z. B. in Meschkowski [C 32].
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Wir finden auch bei Cantor, vor allem in seinen Briefen 74), mancherlei Be-
lege fiir jene Einstellung zur Mathematik, die aus den zitierten Auferungen
Kummers spricht.

Aber gerade die Untersuchungen Cantors iiber die Probleme des Unend-
lichen trugen spiter wesentlich dazu bei, daf die Mathematik des 20. Jahr-
hunderts sich von der Denkweise Platons und von jeder metaphysischen
Fundierung 16ste. Es ist die Tragik seines Lebens, dafi er — am Widerstand
mancher Kollegen — diese Entwicklung ahnte, aber sich nicht mehr ernstlich
damit auseinandersetzen, auch nicht mehr die erkenntnistheoretische Be-
deutung dieser Wendung iibersehen konnte.

Aber bleiben wir bei der Vorgeschichte der Mengenlehre! Um Cantor zu
wiirdigen, miissen wir dem Werk jenes Forschers gerecht werden, der wenige
Jahrzehnte vor Cantor die Paradoxien des Unendlichen studierte: Bernard
Bolzano.

2. Bernard Bolzano

A. Kolman, der Biograph Bolzanos (1781-1848), schreibt dem Prager Theo-
logen und Mathematiker die Begriindung der Mengenlehre zu. Tatsichlich
finden sich in seinen Paradoxien des Unendlichen [C 6] mancherlei Hinweise
auf mengentheoretische Fragestellungen. Trotzdem: Wir sehen die Ver-
dienste dieses begabten Auflenseiters der mathematischen Forschung auf
anderem Gebiet. Er hat mit seiner Functionenlehre den Grund fiir die mo-
derne Analysis gelegt. In der genannten Schrift findet sich die erste saubere
Definition des Begriffes Stetigkeit:
Nach der richtigen Erkldrung... versteht man unter der Redensart, da8
eine Function f (x) fiir alle Werthe von x, die innerhalb oder auflerhalb
gewisser Grenzen liegen, nach dem Gesetz der Stetigkeit sich dndere, nur
so viel, daB, wenn x irgend ein solcher Werth ist, der Unterschied
f (x + w) — f (x) kleiner als jede gegebene Grofle gemacht werden konne,
wenn man @ so klein als man nur immer will annehmen kann 7).

Wir danken Bolzano weiter den ersten ,Rein analytischen Beweis des Lehr-
satzes, dafl zwischen zwey Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat ge-
wihren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege” 76). Nimmt man
noch hinzu, da in den Paradoxien sich einige gut fundierte Bemerkungen
iiber die Konvergenz von unendlichen Reihen finden (§ 18 und § 32), so ist

) Vgl. z. B. die Briefe 14, 15, 17.
7%5) Zitiert nach A. Kolman: Bernard Bolzano, [C 25], S. 51.
6) Verdffentlicht als Anhang zur Biographie von Kolman.
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schon dadurch seine Bedeutung fiir die Fundierung der modernen Analysis
ausreichend begriindet.

Demgegeniiber erscheinen seine Aussagen iiber mengentheoretische Frage-
stellungen weniger bedeutsam. Es ist das Verdienst der Schrift iiber die
Paradoxien des Unendlichen 77), dafl hier die Hilflosigkeit der Mathema-
tiker auch des 19.Jahrhunderts gegeniiber infinitesimalen Problemen heraus-
gestellt wurde. Bolzano macht hier gute Einwinde gegen einige allzu primi-
tive Auffassungen. So zitiert er (§ 15) die folgende Frage iiber den Begriff
des Unendlichen:

+Wenn jede Zahl,” diirfte man sagen, ,ihrem Begriffe nach eine blof8 end-
liche Menge ist, wie kann die Menge aller Zahlen eine unendliche sein?
Wenn wir die Reihe der natiirlichen Zahlen:

1,2,3,4,5,6,...

betrachten: so werden wir gewahr, da die Menge der Zahlen, die diese
Reihe, angefangen von der ersten (der Einheit) bis zu irgend einer z. B. der
Zahl 6, enthilt, immer durch diese letzte selbst ausgedriickt wird. Somit
muB ja die Menge aller Zahlen genau so grof8 als die letzte derselben
und somit selbst eine Zahl, also nicht unendlich sein.”

Bolzano antwortet darauf mit Recht:

Das Tduschende dieses Schlusses verschwindet auf der Stelle, sobald man
sich nur erinnert, da8 in der Menge aller Zahlen in der natiirlichen Reihe
derselben keine die letzte stehe; dafl somit der Begriff einer letzten (h&ch-
sten) Zahl ein gegenstandsloser, weil einen Widerspruch in sich ein-
schlieBender Begriff sei. Denn nach dem, in der Erklirung jener Reihe (§ 8)
angegebenen Bildungsgesetze derselben hat jedes ihrer Glieder wieder ein
folgendes. Dies Paradoxon wire denn also durch diese einzige Bemerkung
schon als geldst zu betrachten.

Weitere Paradoxien entstehen dann, wenn man die fiir endliche Mengen
giiltigen Gesetzlichkeiten auf unendliche zu iibertragen versucht. Bolzano
registriert nicht nur viele solcher ,,Widerspriiche”, er macht bei der Diskus-
sion dieser Probleme auch einige wichtige Bemerkungen iiber die Eigen-
schaften unendlicher Mengen. Mit den Ausfiithrungen im § 20 seiner Schrift
kommt er tatsichlich in die Nahe der Uberlegungen, die spiter das Funda-
ment der Cantorschen Mengenlehre bilden. Es heifit dort:

77) Diese Schrift wurde nach dem Tode des Verfassers 1850 von F. Prihonsky her-
ausgegeben. Er sagt im Vorwort, da er das ,nicht immer lesbare, hier und da
sogar incorrecte Manuscript” verbessert habe. Man kann die Mdglichkeit nicht
ausschlieSen, da diese ,Verbesserung” nicht immer im Sinne des Autors lag.

62



zwei Mengen, die beide unendlich sind, kénnen in einem solchen Verhilt-
nisse zueinander stehen, dal es einerseits moglich ist, jedes der einen
Menge gehorige Ding mit einem der andern zu einem Paare zu verbinden
mit dem Erfolge, dal kein einziges Ding in beiden Mengen ohne Verbin-
dung zu einem Paar bleibt, und auch kein einziges in zwei oder mehreren
Paaren vorkommt; und dabei ist es doch andererseits moglich, daB die
eine dieser Mengen die andere als einen bloflen Theil in sich faBt, so daf
die Vielheiten, welche sie vorstellen, wenn wir die Dinge derselben alle
als gleich, d. h. als Einheiten betrachten, die mannigfaltigsten Verhiltnisse
zu einander haben.

Zur Begriindung gibt Bolzano ein Beispiel einer eineindeutigen Abbildung
der beschriebenen Art. In der modernen Sprache kénnen wir seine Ausfiih-
rungen so darstellen: Er bildet das Intervall [0; 5] durch die Funktion
y:y =22 x auf das Intervall [0;12] ab, stellt also damit eine umkehrbar

eindeutige Zuordnung zwischen einer unendlichen Menge und einer diese
echt umfassenden Menge her.

Die Einsicht, daf das moglich ist, ist die wichtigste Erkenntnis iiber unend-
liche Mengen, die wir vor Cantor registrieren kénnen. Erst Georg Cantor
hat aber die Mgglichkeit solcher Zuordnungen benutzt, um mit Hilfe des
Begriffes der Michtigkeit (oder Kardinalzahl) Unterscheidungen unter den
mancherlei Typen des Unendlichen zu schaffen. Man kann Bolzano als einen
der Begriinder der modernen Analysis ' bezeichnen; der Aufbau einer
Mengenlehre ist aber erst Georg Cantor gelungen.

Seine Theorie (von der wir in den Kapiteln III und IV erst die Anfangs-
griinde besprochen haben) macht ,aktual” unendliche Mengen zum Gegen-
stand einer mathematischen Theorie. Es gelingen ihm dabei Definitionen,
die man als Verallgemeinerungen des Zahlbegriffs fiir unendliche Mengen
ansehen kann (Kap. VI und VII!).

Damit greift er in einen uralten Streit iiber das Wesen des Unendlichen und
die Moglichkeit seiner Erfassung durch gesicherte Theorien ein. Kann man
unendliche Mengen in actu vorgegeben hinnehmen? Oder muff man sich
(in einer zuverldssigen mathematischen Theorie) auf das Potential-Unendlich
beschrinken, auf die Maglichkeit also, zu einer beliebig grofen und end-
lichen Menge immer noch (ohne Ende) weitere Objekte hinzuzufiigen?

Wir werden noch iiber die verschiedenen Standpunkte der Mathematiker zu
berichten haben. Es ist aber aus dem bisher entwickelten Teil der Cantor-
schen Theorien klar, daf8 er ein Verfechter des Aktual-Unendlichen sein
mufl. Wenn man z. B. das Kontinuum als eine vorgegebene Menge von
Punkten versteht, dann hat man die vorsichtige Haltung aufgegeben, die im
Unendlichen (einer mathematischen Theorie) immer nur die Méoglichkeit
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einer unbegrenzten Vermehrung des Endlichen sieht. Er muff dabei mit
dem Widerstand solcher Kollegen rechnen, die aus den ,Paradoxien” Bol-
zanos den SchluB zogen, daf Vorsicht auch fiir den Mathematiker ein
Zeichen von Weisheit sei.

3. Das Aktual-Unendliche 78)

Im Jahre 1878 erschien die Schrift von C. Gutberlet: Das Unendliche, meta-
physisch und mathematisch betrachtet. Der Verfasser, ein katholischer
Philosoph, ist der Begriinder des Philosophischen Jahrbuches der Gérres-
Gesellschaft. Er sagt im Vorwort seiner Arbeit, daf8 ,eine 15-jahrige gleich-
zeitige Lehrtitigkeit” seine ,Aufmerksamkeit fortwihrend auf die innigen
Beziehungen zwischen Mathematik und Metaphysik hingedringt” habe. Die
Mathematik bot ihm ,ungesucht Beweismittel fiir spekulative Satze”.

Es ist kaum anzunehmen, daf8 die Mehrzahl der zeitgendssischen Mathe-
matiker solche Nutzanwendung ihrer Wissenschaft gebilligt hitte. Die Be-
merkungen iiber das , Unendlich Kleine” (5. 83) lassen auflerdem erkennen,
da der Autor mit der Arbeitsweise der Weierstrafschen Schule nicht ver-
traut war. Trotzdem war diese Schrift fiir Cantor eine willkommene Hilfe
in der Diskussion iiber die Grundlagenfragen, weil Gutberlet das , Aktual-
Unendliche” verteidigte (S. 11-12):

Wenn also behauptet wird: Eine Menge, Ausdehnung, Aufeinanderfolge
kann nicht actual, sondern nur potential unendlich sein, so ist dies ein
Widerspruch, und es miilite vielmehr heifflen: Nur dann kann eine Gréfie
potential unendlich genannt werden, wenn sie eine Grundlage in einem
entsprechenden actualen Unendlichen habe.

Denn warum kann man nach jeder Grinze, die man sich in der unendlichen
Ausdehnung gesetzt hat, immer wieder weiter gehen? Weil hinter jeder
angebbaren Ausdehnung immer noch Ausdehnung ist. Ebenso kann man
iiber jede gedachte Zahl noch eine gréere Menge sich nur deshalb denken,
weil die Menge tatsichlich keine Griinzen, kein Ende hat, also wirklich un-
endlich ist. Der Geist schafft ja beim Weiterdenken keine neue Ausdeh-
nung, keine groBere Menge, sondern erkennt sie blof als objektiv moglich
an... Der Gedanke der unbegrinzten Zuriickschiebbarkeit der Grinzen
wire falsch, wenn nicht etwas im Hintergrund stinde, was thatsichlich und
schon vor unserem Verschieben der Grinze ohne Ende, ohne Grinze wire;
wire solches nicht schon gegeben, so miifite entweder bei jedem neuen
Weitergehen der Geist erst das setzen, machen, was er neu hinzunimmt,
oder was dasselbe ist, da noch eine weitere Realitit denken, wo keine ist.
Beides ist falsch.

78) Vgl. hierzu im Anhang (Nr. 11) die Briefbuchnotiz Canfors aus dem Jahre 1886.
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Gutberlet steht mit dieser Ansicht gegen die Meinung einer Reihe bedeuten-
der Mathematiker. Gaufl z. B. schrieb im Jahre 1831 iiber die Problematik
des Unendlichen 79):

So protestiere ich gegen den Gebrauch einer unendlichen Grée als einer
vollendeten, welches in der Mathematik niemals erlaubt ist.

Der Protest des ,Fiirsten der Mathematiker” diirfte seinen Grund in der
Meinung haben, daf eine gesicherte mathematische Theorie iiber das
(aktual) Unendliche nicht moglich sei und daf jeder Versuch in einem Gewirr
von Widerspriichen enden miisse. Schon Descartes hatte jede Beschiftigung
mit dem Unendlichen abgelehnt mit der Begriindung ):
Nur der, welcher seinen Geist fiir unendlich hilt, kann glauben, hieriiber
nachdenken zu miissen.

Es gab freilich auch angesehene Mathematiker, die anders dachten. Leibniz

schreibt in einem Brief 81):
Je suis tellement pour l'infini actual, qu’au lieu d’admettre que la nature
I’abhorre, comme l'on dit vulgairement, je tiens qu’elle I'affecte partout,
pour mieux marquer la perfection de son auteur. Ainsi je crois quil n’y a
aucune partie de la matiére, qui ne soit, je ne dis pas divisible, mais
actuellement divisée; et par conséquent la moindre particule doit &tre
considérée comme un monde plein d’une infinité de créatures différentes.

Auch Bolzano denkt so. Er hat den ersten Satz dieses Leibniz-Zitates auf den
Titel seiner Paradoxien des Unendlichen gesetzt. Aber vielleicht ist gar nicht
Bolzano, sondern sein Herausgeber Prihonsky fiir dieses Motto verantwort-
lich? Jedenfalls entspricht der Satz von Leibniz durchaus den Ansichten von
Bolzano selbst. Setzt er sich doch (§ 1) das Ziel, ,den Schein des Wider-
spruches, der an diesen mathematischen Paradoxien haftet, als das was er
ist, als bloBen Schein zu erkennen”.

Aber kehren wir zuriick zu Gutberlet! Er verteidigt die Existenz des Aktual-

Unendlichen, lehnt aber doch ab, von unendlichen Zahlen zu sprechen

(S.18):
...daB von einer unendlichen Zahl zu sprechen, sehr incorrekt ist; denn
Zahl bedeutet eine bestimmte angebbare Menge von Einheiten; es ist aber
dem Zusammenhang aller méglichen Einheiten eigen, daf sie nicht in eine
bestimmte Klasse etwa der Tausende, Millionen, gesetzt werden kann.
Man muf also besser unendliche Menge sagen... Denn nur eine Zahl
kann der Rechnung und dem Messen unterworfen werden, nicht aber eine
in jeder Hinsicht unbegrinzte und unbestimmbare Menge.

) Gauf an Schumacher, 12. Juli 1831.
80) Zitat nach Hahn: Gibt es Unendliches? ([D 6] S. 93).
81) Leibniz: Opera omnia studio Ludov. Dutens. Tom. II. part. 1, 5. 243.
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Fiir Cantor war die Schrift des Philosophen eine willkommene Hilfe. Nach
Cantors Tode, im Jahre 1919, hat Gutberlet in der Besprechung eines Buches
iiber seine Partnerschaft mit dem Begriinder der Mengenlehre berichtet 82):

Da er sich wegen dieses kiihnen Unternehmens von allen Seiten angegriffen
sah, suchte er Sukkurs bei mir, dem einzigen, der, wir er glaubte, mit seiner
Auffassung iibereinstimmte. Da er von edler Gesinnung war, teilte er nicht
die Verachtung, mit welcher die ungliubige Wissenschaft die christlichen
Philosophen behandelt. Es war auch nicht die blofe Not, welche ihn zu mir
fiihrte, sondern, wie er sagte, habe er darum eine katholikenfreundliche
Gesinnung, weil seine Mutter katholisch war. Er befragte mich iiber die
Lehre der Scholastiker in betreff dieser Frage. Ich konnte ihn besonders
auf den hl. Augustin und auf den P. Franzelin, den spiteren Kardinal, hin-
weisen. Dieser mein hochverehrter Lehrer verteidigte die aktual unendliche
Menge in der Erkenntnis Gottes, gestiitzt auf die ausdriickliche Lehre des
hl. Augustin, und er war es, der mir den Anstof§ zu jener Schrift gegeben,
und mich bei den heftigen Angriffen damit beruhigte, dafl ich nur die Lehre
des hl. Augustin vortrage. An den Kardinal wandte sich Cantor selbst 8),
und AuBlerungen desselben teilt er, ohne ihn zu nennen, in einem Aufsatze
der ,Zeitschrift fiir Philosophie und philosophische Kritik” mit.

Zwischen den beiden Gelehrten entwickelte sich ein lebhafter Gedanken-
austausch. Cantor besuchte Gutberlet und konnte ihm ,wichtige Aufschliisse
iiber mathematische Verhiltnisse” vermitteln. Cantor war auf ,Succurs”
durchaus angewiesen, aber er stimmte der Schrift von Gutberlet nicht vor-
behaltlos zu. Er war erfreut iiber die Verteidigung des Aktual-Unendlichen,
aber er war nicht einverstanden, wenn er die unendliche ,Zahl” aufgab, um
die unendliche ,Menge” zu retten.

Er findet 8), daB den Gegnern des Transfiniten ,kein gréferer Gefallen ge-
schehen kann als mit dieser Wendung”. Er hebt aber riihmend die (auf
S. 64 zitierten) AuBerungen Gutberlets hervor, die auf die Abhingigkeit
jedes Potential-Unendlichen von einem existierenden Aktual-Unendlich
hinweisen.

Die hier zitierten Bemerkungen Cantors wurden 1887 geschrieben, zu einer
Zeit also, in der seine Theorie der Kardinal- und Ordinalzahlen schon vor-
lag. Es ist durchaus verstindlich (das miiite Cantor doch seinem Partner
zugute halten!), da Gutberlet in den siebziger Jahren eine solche fiir alle
Mathematiker verbliiffende Moglichkeit zur Ausweitung des Zahlbereichs
nicht gesehen hat.

82) Phil. Jahrbuch d. Gérres-Ges. 32, 1919, S. 364 ff.
83) Vgl. z. B. [W] S. 399 ff.
8) [W] S. 394.
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Die (mathematisch nicht besonders ergiebige) Schrift Gutberlets war fiir die
weitere Entwicklung Cantors von groSer Bedeutung: Er fand hier einen
Bundesgenossen, der ihn auf die Auseinandersetzung mit infinitesimalen
Problemen in der Scholastik und in der modernen katholischen Literatur
hinwies. In dem Mafle, in dem seine Schwierigkeiten mit konservativen
Fachgenossen wuchsen, suchte er Kontakt mit katholischen Denkern. Davon
zeugen viele seiner Briefe 8), aber auch seine in manchen Publikationen er-
kennbare Neigung, mathematische Fragestellungen mit metaphysischen zu
verbinden.

4. Kronecker und die Weierstra3sche Schule

Um die wissenschaftliche Haltung Cantors in seinen Reifejahren zu ver-
stehen, mufl man seine Stellung zur Weierstra8schen Schule und zu Kron-
ecker wiirdigen.

Man weif3: Durch Weierstraf und seine Schiiler wurde (etwa im 7. Jahrzehnt
des 19. Jahrhunderts) eine korrekte Begriindung der Infinitesimalrechnung
erreicht, nachdem schon Bolzano wichtige Vorarbeiten geleistet hatte. Erst
jetzt war es mdglich, den ,infinitiren Cholera-Bazillus der Mathematik” 88),
das ungesicherte Rechnen mit ,unendlich kleinen Grélen”, wirksam zu be-
kampfen.

Aber der Berliner Zahlentheoretiker Leopold Kronecker (1823-1891) war
auch mit dem Weierstralschen Anspruch auf wissenschaftliche Strenge noch
nicht zufrieden. Er hielt viele Sitze der Weierstraschen Theorie fiir un-
gesichert und war iiberhaupt gegen den Gebrauch irrationaler Zahlen. Er
spricht immer nur von den ,sogenannten irrationalen Zahlen” und glaubt,
dafl man auf sie verzichten kénne ):
Und ich glaube auch, daf es dereinst gelingen wird, den gesamten Inhalt
aller dieser mathematischen Theorien zu ,arithmetisieren”, d. h. einzig und
allein auf den im engsten Sinne genommenen Zahlbegriff zu griinden,
also die Modifikationen und Erweiterungen dieses Begriffes (namentlich
die Hinzunahme der irrationalen und kontinuierlichen Grélen) wieder ab-
zustreifen, welche zumeist durch die Anwendungen auf Geometrie und
Mechanik veranlafit worden sind.

Es ist verstindlich, da8 Kronecker bei dieser Einstellung die Arbeiten
Cantors ablehnte. Die Gegnerschaft Kroneckers lag wie ein Schatten iiber der -

85) Man beachte die Briefe im Anhang.
86) So schreibt Cantor an Vivanti, vgl. [B 7] S. 505.
87) Kronecker, Werke II1, S. 253.
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Arbeit seiner Reifejahre, und manche Freunde Cantors fiithren seine spite-
ren Depressionen auf diese Spannung mit dem allmichtigen Kronecker
zuriick.
In seinen frithen Jahren stand Cantor fest im Kreis der Schiiler des groflen
Carl Weierstrafi. Besonders enge Freundschaft verband ihn in jener Zeit mit
Hermann Amandus Schwarz. Der spitere Nachfolger von Weierstrafl war
nur zwei Jahre ilter als Cantor. Sie haben beide (Schwarz 1865, Cantor 1867)
in Berlin promoviert und waren dann in Halle titig: Schwarz von 1867-1869
als Extraordinarius, Cantor vom Friihjahr 1869 bis zum Ende seines Lebens
1918.
Als Schwarz 1869 als Ordinarius nach Ziirich berufen wurde, unterhielt er
mit Cantor einen lebhaften Briefwechsel. Eine groflere Zahl seiner Briefe an
den in Halle verbliebenen Freund sind erhalten, leider keine der Antworten
Cantors 88).
In diesen Briefen geht es immer wieder um die Frage, ob der von beiden an-
erkannte Meister Weierstraf ihre Deduktionen fiir streng halte, So heiflt es
am 6. Juni 1870:
Aus Deinem Briefe vom 30'" Mirz entnehme ich mit grofem Vergniigen,
dal Herr Weierstraf Deinen Beweis incl. meinen Beweis des Hiilfssatzes
fiir vollkommen streng anerkannt hat.

Dagegen gelingt es den beiden Weierstraf-Schiilern nicht, die Zustimmung
Kroneckers zu gewinnen. Im gleichen Brief schreibt Schwarz weiter:
Herr Prof. Kronecker erkldrte in seinem an mich gerichteten Briefe
(3./6.70) die Bolzanoschen Schliisse als offenbare Trugschliisse; er sagte,
mein Schwiegervater 8), Borchardt und Heine befinden sich auf seiner
Seite. Es ist mir lieb, daB Du, Thomé und ich auf Weierstrafy’ Seite stehen.
Er zitiert spater noch Kronecker (aus dem genannten Brief) wortlich:
Ich bin sogar iiberzeugt, da man Funktionen wird aufstellen kénnen, die
so unverniinftig sind, daf sie trotz des Zutreffens von Weierstrafy’ Voraus-
setzungen keine obere Grenze haben... All solche allgemeinen Sitze
haben ihre Schlupfwinkel, wo sie nicht mehr gelten ).

88) Die Briefe von H. A. Schwarz fanden sich in einem der beiden erhaltenen Brief-
biicher Cantors. Der Brief vom 25. Februar 1870 (mit dem Beweis des Satzes,
daBl eine Funktion mit der Ableitung O eine konstante Funktion ist) ist in
meinen Denkweisen [B 6] verdffentlicht. Vgl. auch die Briefe 1 und 21 des
Anhangs.

8) E. E. Kummer.

90) Solche ,,Schlupfwinkel” sind bis heute nicht bekannt. Wohl aber gibt es Bei-
spiele von Fillen, in denen die in den Weierstra8schen Beweisen geforderten
Entscheidungen nicht effektiv vollzogen werden kénnen. Vgl. dazu meine
Wandlungen des mathematischen Denkens, [C 31], S. 50 ff.
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David Hilbert hat spiter *) die starre Ablehnung Kronedkers als Dogmatis-
mus bezeichnet. Seinem Miftrauen ist ja in der Tat kaum beizukommen: Er
weist keinen Fehler in den Deduktionen nach und gibt auch keine Funk-
tionen mit ,Schlupfwinkeln” an.

Cantor mufite also mit dem Widerstand Kroneckers rechnen. Um so wich-
tiger war ihm die Partnerschaft von Weierstrafl und die seiner Schiiler.

%) Uber die Grundlagen der Logik und Arithmetik, 1905.
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V1. Kardinalzahlen

1. Definition

In seiner 1874 veroffentlichten Arbeit iiber die Abzihlbarkeit der algebrai-
schen Zahlen spricht Cantor vom Inbegriff (w) dieser Zahlen. In spiteren
Arbeiten nennt er die Objekte seiner Forschung Mannigfaltigkeiten. Die Be-
zeichnung Menge taucht zunichst nebenher auf und steht erst 1885 in der
Uberschrift seiner Arbeit. Spater hat sich diese Bezeichnung durchgesetzt.

Seine zusammenfassende Darstellung Beitrige zur Begriindung der trans-
finiten Mengenlehre (1895 und 1897) beginnt er mit einer Definition des
Mengenbegriffs ([W] S. 282):

Unter einer ,Menge” verstehen wir jede Zusammenfassung M von be-
stimmten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die ,Elemente” von M genannt werden) zu einem
Ganzen.

Schon friiher, 1882, hat er gefordert ([W] S. 150), daf die Menge wohldefi-
niert sein miisse:

Eine Mannigfaltigkeit (ein Inbegriff, eine Menge) von Elementen, die
irgendwelcher Begriffssphire angehéren, nenne ich wohldefiniert, wenn auf
Grund ihrer Definition und infolge des logischen Prinzips vom ausgeschlos-
senen Dritten es als intern bestimmt angesehen werden muf8, sowohl! ob
irgend ein derselben Begriffssphiire angehoriges Objekt zu der gedachten
Mannigfaltigkeit als Element gehort oder nicht, wie auch, ob zwei zur
Menge gehorige Objekte, trotz formaler Unterschiede in der Art des Ge-
gebenseins einander gleich sind oder nicht.

Es ist wohl im Sinne Cantors ®2), wenn wir fordern, da8 die Zusammen-
fassung in jedem Falle ,wohldefiniert” sei in dem eben beschriebenen Sinne.

Es fillt auf, dal der Begriff der Menge sehr weit gespannt ist: Beliebige
»Objekte der Anschauung oder des Denkens” sind als Elemente zugelassen,
wenn die Zusammenfassung nur ,wohldefiniert” und die Elemente , wohl-
unterschieden” sind.

92) Spiter, bei der Diskussion der Antinomien, haben die Vertreter der Mengen-
lehre Wert auf die , Wohldefiniertheit” gelegt, vgl. S. 149.
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Auch R. Dedekind hat den Mengenbegriff (er spricht von ,Systemen”) so
weit gefalt. Er will #3) beweisen, da es unendliche Systeme gibt und zeigt
das an der ,,Gesamtheit S aller Dinge, welche Gegenstand” seines ,Denkens”
sein kénnen,

Wir werden noch ausfiihrlich dariiber sprechen (Kap. XIII und XIV): Die mo-
derne Mathematik lehnt aus gewichtigen Griinden solche allgemeinen Be-
griffsbildungen ab. Wenn man Widerspriiche vermeiden will, mu$8 man die
Méglichkeit der Mengenbildung durch verniinftige Vorschriften ein-
schrinken.

Auch die wichtige Definition des Begriffes Kardinalzahl hat seine Wandlun-
gen durchgemacht. Schon bei Cantor selbst finden wir verschiedene Fassun-
gen der Erklarung.

In der zusammenfassenden Arbeit Beitrige zur Begriindung der transfiniten
Mengenlehre (1895) hei8t es (W] S. 282):

+Michtigkeit” oder ,Kardinalzahl” von M nennen wir jenen Allgemein-
begriff, welcher mit Hilfe unseres aktiven Denkvermégens dadurch aus der
Menge M hervorgeht, daf8 von der Beschaffenheit ihrer verschiedenen Ele-
mente m und von der Ordnung ihres Gegebenseins abstrahiert wird.

Cantor bezeichnet die zur Menge M gehdrende Machtigkeit oder Kardinal-
zahl mit M und erliutert weiter:

Da aus jedem einzelnen Element m, wenn man von seiner Beschaffenheit

absieht, eine ,Eins“ wird, so ist die Kardinalzahl M selbst eine bestimmte
aus lauter Einsen zusammengesetzte Menge, die als intellektuelles Urbild
oder Projektion der gegebenen Menge M in unserem Geiste Existenz hat.

Zwei Mengen haben nach dieser Erklirung genau dann die gleiche Kardinal-
zahl, wenn sie (im Sinne der Definition von S. 35) dquivalent sind. Wir
haben also

M~N&M=N. @)

Nach der hier gegebenen Erklirung der Kardinalzahl als einer Menge von
Einsen ergibt sich eine Aquivalenz zwischen der Menge M selbst und ihrer
Kardinalzahl (W] S. 284):

M~M. (2)

In der spiteren Lehrbuchliteratur iiber die Mengenlehre finden wir meist
jene Definition des Begriffes Kardinalzahl, die Cantor in seiner Rezension

93y Was sind und was sollen die Zahlen?, [C13] S. 14.
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einer Schrift von Frege ([W] S. 441) untergebracht hat. Er nennt da die
Michtigkeit
denjenigen Allgemeinbegriff, unter welchen alle Mengen, welche der ge-
gebenen Menge dquivalent sind, und nur diese, fallen.

Einfacher gesagt: Die Michtigkeit (oder Kardinalzahl) einer Menge M ist die
Menge aller zu M dquivalenten Mengen.

Fiir diese Definition der Michtigkeit %) gilt natiirlich nicht die Aquivalenz (2):

Es gibt ja z. B. unendliche viele Mengen, die drei Elemente haben, also von
der Michtigkeit 3 sind.

Wir werden spiter sehen (vgl. Kap. XIII): Auch diese Definition hat ihre
Tiicken. Es gibt ,zu viele” Mengen, die einer gegebenen Menge dquivalent
sind, und so kann man auch iiber den Begriff der Kardinalzahl in Wider-
spriiche stolpern, wenn man die Mengenbildung nicht in angemessenen
Grenzen hilt. Das kann durch eine geeignete Axiomatisierung der Mengen-
lehre geschehen.

Manche Autoren von Lehrbiichern der Mengenlehre helfen sich dadurch, daf8
sie eine explizite Definition des Begriffes Michtigkeit (oder Kardinalzahl)
vermeiden. Sie sprechen nur davon, daf zwei Mengen ,,von gleicher Mich-
tigkeit”, heien, wenn sie eineindeutig aufeinander bezogen werden kénnen.

Es konnte sein, daf8 der Leser unter diesen Umstinden geneigt ist, den Wider-
sachern Cantors zuzustimmen: Wenn die Begriffsbildungen so oder so nicht
einwandfrei sind, sollte man vielleicht besser den Umgang mit so vagen
Theorien ginzlich vermeiden? Wer so denkt, sei an die Geschichte der Infi-
nitesimalrechnung erinnert. Sie hat heute lingst ihren gesicherten Platz in
der Mathematik, obwohl die , Differentiale” von Leibniz und Newton doch
recht zweifelhafte ,infinitire Bazillen” sind.

Weierstrafd und seine Schiiler haben der Infinitesimalrechnung ein gesichertes
Fundament gegeben, aber man hat schon lange vorher differenziert und inte-
griert in dem richtigen Bewuftsein, daff hinter den so schwierig und wider-
spriichlich zu definierenden Begriffen der Analysis etwas ,Richtiges” steckte.

Ahnlich ist es mit der Mengenlehre. Die ersten Begriffsbildungen hielten
noch nicht jeder Kritik stand. Und doch: Cantor hat uns mit seinen mutigen
Begriffsbildungen ein ,Paradies” erschlossen, aus dem sich (nach einem
Wort von Hilbert) die Mathematiker nicht wieder vertreiben lassen wollten.
Wer — wie Cantor — an dem platonischen Verstindnis vom Wesen der Mathe-
matik festhilt, kann solche Sefhaftigkeit etwa so begriinden: Hier ist die

84) Zur Definition der Kardinalzahl siehe auch Kap. XIV.

72



Vision einer Theorie des Infinitesimalen, der eine ,Wirklichkeit” in der Welt
der Ideen entspricht. Wir miissen nur die richtigen Worte finden, um sie zu
beschreiben.

Der moderne Formalist kann Ahnliches sagen: Hier scheint doch ein Funda-
ment fiir eine wichtige Ausweitung unserer ,formalen Systeme” gegeben zu
sein. Versuchen wir, durch geeignete Axiome die Mengenbildung so zu be-
schrinken, daf8 kein Ungliick passieren kann (daB keine Widerspriiche auf-
treten kénnen).

Tatséchlich ist diese Axiomatisierung inzwischen lingst vollzogen worden.
Darin liegt gewif8 eine Rechtfertigung fiir unseren Versuch, den Begriinder
der Mengenlehre in seinen eigenen Begriffsbildungen zu verstehen.

Wir wollen noch anmerken, daf8 der Vergleich mit der Entstehung der Ana-
lysis nur bedingt berechtigt ist. Der Begriff des Differentials (so wie er bis
um die Mitte des 19.Jahrhunderts verstanden wurde), ist in sich wider-
spruchsvoll. Cantors zweite Definition der Kardinalzahl aber ist vollkommen
einwandfrei, wenn man sich auf bestimmte Klassen von Mengen (z. B.: die
Menge der Teilmengen einer Ebene oder des R,) beschrinkt.

Wir wollen nun die Grundziige der Cantorschen Theorie der Kardinalzahlen
darstellen und folgen dabei im wesentlichen seinen Beitrigen (1895 und
1897), ([W] S. 282 ff.), geben aber auch einige Erginzungen und Verein-
fachungen.

2. Vergleich von Kardinalzahlen

Es seien M und N zwei Mengen (mit den Kardinalzahlen a = Mundb = ﬁ),
die folgende Eigenschaften haben:

1. Es gibt keinen Teil von M, der mit N dquivalent ist.
2. Es gibt einen Teil N; CN, so daff N, ~ M.
Dann heifit a kleiner als b, b gréfer als a, im Zeichen:
a<<b, b>a.
Man beweist leicht:
a<tiN<c=a<c. : (3)
Aus der Definition der <<-Beziehung folgt weiter:
Die drei Aussagen
a<b, a=0, a>0 (4)

schliefen sich gegenseitig aus.
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Damit ist allerdings noch nicht gesagt, dafl irgend zwei Mengen stets (ihrer
Michtigkeit nach) vergleichbar sind, d. h. da8 zwischen ihren Michtigkeiten
genau eine der drei Aussagen (4) giiltig ist. Das wird erst spiter mit Hilfe
des Wohlordnungssatzes bewiesen (Kap. XI).

Dagegen kann man ohne solche Hilfsmittel den zuerst von Bernstein be-
wiesenen Satz %) begriinden:

Ist My eine Teilmenge einer Menge M und N, eine Teilmenge von N,

M, CM,N; CN,
und gelten die Aquivalenzen

M;~N, N,~M (5)
so ist auch M ~ N.

Cantor erwahnt diesen Satz in seinen Beitrigen ([W] S. 285) als eine Folge
des noch nicht bewiesenen Satzes iiber die Vergleichbarkeit von zwei
Mengen. Der Satz kann mit einfachen Mitteln etwa so bewiesen werden:

Nach (5) existiert eine eineindeutige Abbildung der Teilmenge M; von M
auf N. Fiir die Umkehrung dieser Abbildung kénnen wir schreiben:

f:f(N) =M, CM.

Nun ist N; eine Teilmenge von N; sie wird durch f auf eine gewisse Teil-
menge M, C M; CM abgebildet: f (N;) = M, C M; C M. Wir haben dann

M; CM,CM, M, (~Ny)~M. (6)

Der Satz von Cantor-Bernstein wird also bewiesen sein, wenn wir gezeigt
haben:

M M CMYA(My~M)y= M, ~ M. )
Nach (5) folgt ja dann: M ~ N.
Zum Beweis von (7) fithren wir nach Dedekind %) den Begriff der Kette ein:

%) Er wird als Satz von Cantor-Bernstein zitiert.

%) Was sind und was sollen die Zahlen? S. 9; auch in einem Brief an Cantor, [W]
S. 449.
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Definition: Es sei f: f (M) = M’ eine eineindeutige Abbildung einer Menge M
auf einen echten Teil M" CM, A eine Teilmenge von M, f(A,.,) = A,,
v=1,2,3,...,A;= A.Dann heiflit

K(A) = G A=A VA VAU

vy =0

die Kette von A (in bezug auf f) (Abb. 6).

Fa, | A

||
Abb. 6 ‘L_J l

l /.
;] B B
Abb.7 LA VA : :

M

Zum Beweis von (7) setzen wirnun B=M — M;, M = B\U M, (Abb. 7).

Weiter sei

B*=R (B) =

8

B,

]

die Kette von B in bezug auf die Abbildung f: f (M) = M,, also
f(B) = f(Bo) = By, f(By) = By, usf.

Wir konnen dann B* auch so schreiben:

B*=BwB;=Bvw U B, 8)
v=1

B ==B* — B} 8)

Bi= U B, ist nun gewif ein echter Teil von M, und damit auch von M,.
v=1

Deshalb ist

BAB, =@
die leere Menge.

75



Wir definieren nun eine neue Menge C:

C=M-—-B*=M— R(B) (9)
und eine weitere Abbildung g:

_ [f(m) firm€B*,

g (m) {m fiirm € C.
Die durch (10) erklirte Abbildung ist eineindeutig: ist nimlich
my == m,, my € B¥,my € B¥, s0 ist g(my) = f(my) =F f(my) = g (mz). Wir
haben daher g(m,;)=F g(m,), da die Abbildung f nach Voraussetzung ein-

eindeutig ist. Ist dagegen m; € B* m, € C, so ist g(m,) € B¥, dagegen
g (my) ¢ B*. Im Falle m, € C, m, ¢ Cist schlieBlich g (m,) = g (m,) trivial.

Untersuchen wir nun die Abbildung g! Es ist
8(B) = g(By) = By, g(By) = By, usf,,

(10)

also

g (B*) = By*.
Wegen g (C) = C haben wir dann (bei Beachtung von (8) und (9)):

g (M) =B;\wC=B;w (M —B*

=B UM=—[BUB)=M—B =M,

Esist also g (M) = M;, also M ~ M.
Um die Bedeutung des Aquivalenzsatzes von Cantor-Bernstein zu wiirdigen,
wollen wir die Kombinationsmoglichkeiten der Aussagen iiber die Aquiva-

lenz zwischen einer Menge M und den Teilmengen N’ einer anderen Menge N
(bzw. zwischen N und den Teilmengen M’ C M) zusammenstellen:

N ist einer Teilmenge N ist keiner Teilmenge
M’ CM dquivalent M’ CM équivalent
M ist einer Teilmenge = = | = = =
N'CN iquivalent M~N,M=N [1] | M<N 12
MistkeinerTeilmenge| = = =1 | Mund N sind nicht —
N’CN iquivalent N<M 3] vergleichbar 4]

Die Aussagen @ und @ ergeben sich aus der Definition der <<-Beziehung

fiir Michtigkeiten; | 1] ist eine Folge des eben bewiesenen Satzes.

Wir werden spiter zeigen, daf8 der Fall E nicht moglich ist: Irgend zwei
Mengen sind stets vergleichbar. Aber das folgt erst aus dem Wohlordnungs-
satz (Kap. XI).
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3. Arithmetik der Kardinalzahlen
Es seien A und B durchschnittsfremde Mengen mit den Michtigkeiten

a=Aundb=B.
Dann ist die Summe a + b die Kardinalzahl der Vereinigungsmenge A\ B:
a+tb=AUB, A~B= Q. (11)

Da es beim Michtigkeitsbegriff nicht auf die Ordnung der Elemente an-
kommt, ist offenbar

at+b=>b+a (12)
und

at+@O+c¢)=(@+b)+c (13)

Zur Definition des Produkts von Kardinalzahlen fiihrt Cantor die Verbin-
dungsmenge ([W] S. 286) ein. Wir sprechen heute meist vom Kartesischen
Produkt. Es seien M und N Mengen mit Elementen m und n: M = {m},
N = {n} (nach der Cantorschen Schreibweise [W] S. 282 ff.) #7). Dann heifit
die Menge der (geordneten) Paare

MXN={(m,n)}
das Kartesische Produkt ?8) der Mengen M und N. Dabei durchlaufen m und
n alle Elemente der Mengen M bzw. N.
Ersetzt man M und N durch dquivalente Mengen M’ bzw. N”:
M~M, N~N,
50 ist offenbar
M XN ~MXN.

Diese Tatsache rechtfertigt die Definition Cantors fiir das Produkt von
Michtigkeiten:

a-b=AXB, a=A, b=B. (14)

97) Cantor benutzt hdufig die Bezeichnung M = {m} fiir eine Menge M. m ist da-
bei eine Variable fiir die Elemente von M. Daneben schreiben wir auch
A= {2,3} fiir die Menge, die genau die beiden Zahlen 2 und 3 als Elemente
umfaBt und M = {m/R (m)} fiir die Menge aller Elemente m, fiir die die Aus-
sage R (m) richtig ist.

98) bei Cantor: die Verbindungsmenge M - N.
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Fiir die so definierten Summen und Produkte gelten offenbar die folgenden
Rechenregeln:
a*b=">b-q,
(@a-®)-c=a-(d-0), (15)
a-(b+c)y=a-b+a-c
Das distributive Gesetz fiir Kardinalzahlen folgt aus der leicht zu begriin-
denden Aquivalenz

AX (BUC)~ (AXB)U(AXC), (fir BAC= Q).

Wir definieren nun die Potenzierung fiir Kardinalzahlen. Es sei (B| A) die
Menge der Funktionen f, die die Menge B in die Menge A abbilden. Der
Definitionsbereich fiir diese (eindeutigen, aber nicht notwendig eineindeuti-
gen) Funktionen ist die Menge B, der Bildbereich eine Teilmenge der
Menge A. Es miissen nicht alle Elemente von A als Bilder vorkommen;
deshalb sprechen wir von einer Abbildung in die Menge A (nicht: auf A).

Eine Funktion dieser Art nennt Cantor eine Belegung der Menge B mit
Elementen der Menge A ([W] S. 287).

Ersetzt man A und B durch dquivalente Mengen A’ und B, so ist offenbar

(B] A) ~ (B'| A).
Die Michtigkeit der Menge (B| A) ist also durch die Michtigkeiten der
Mengen B und A festgelegt. Das rechtfertigt die Definition:

a®=(B[A), a=A4, b=B. (16)
Man schreibt heute oft AB statt (B | A). Mit dieser Bezeichnungsweise wird
aus (16):

ab = AB, (16)
Betrachten wir als erstes Beispiel zunidchst zwei endliche Mengen
A= {ay, a5, a3} und B= {by, by}. Endliche Mengen sind genau dann dqui-
valent, wenn die Anzahl ihrer Elemente gleich ist. Ihre Kardinalzixhl ist die
énzahl n der Elemente. Wir haben daher in unserem Beispiel A=q=3,
B=b=2.

Wieviele Moglichkeiten gibt es, den Elementen by, b, von B eine Zahl a € A
zuzuordnen? Offenbar je drei. Insgesamt haben wir also 3 - 3 =9 ,Belegun-
gen” der Menge B mit Elementen der Menge A. Es sind dies die Mengen der
Paare

f;w = {(bll a#); (b2l uv)}/ /4 = 11 21 31; Y= 11 21 3-
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Nach (16) bzw. (16") ist auch
ad=(BJA)=AB=32=09,

Zu (A | B) = BA dagegen gehdren 23 = 8 Funktionen. Man kann sie so dar-
stellen:

g@" = { (all be); (u2/ bo); (“3: bt) }l
0=1,2;,06=1,2; t=1,2.

Nehmen wir uns jetzt ein Beispiel vor, bei dem eine unendliche Menge auf-
tritt! Es sei B= N die Menge der natiirlichen Zahlen, A = {0, 1} eine Menge
von der Midhtigkeit 2. Zur Bezeichnung von Michtigkeiten unendlicher
Mengen benutzte Cantor das hebriische ¥; insbesondere wird die Michtig-
keit von N (und damit die Michtigkeit aller abzdhlbaren Mengen) mit ¥,
bezeichnet.

AN = 2%

ist dann die Michtigkeit der Funktionenmenge {f} = (N | A) = AN, deren
Funktionen jedem Element von N entweder die Zahl 0 oder die Zahl 1 zu-
ordnen. Nun ist die Menge der Elemente n € N, zu denen der Funktions-
wert 0 gehort, eine (nicht notwendig echte, moglicherweise auch leere) Teil-
menge von N. Umgekehrt definiert jede Teilmenge N” C N eine Funktion f
auf N:

f(n)z{o firn €N/,

1 firné¢N".

Die Menge aller Funktionen {f} = AN kann also eineindeutig der Menge
aller Teilmengen von N zugeordnet werden. (Man beachte, da es zu jeder
Teilmenge N° C N eine Komplementirmenge N — N’ = N” gibt, aber auch
zu jeder Funktion f eine ,Komplementirfunktion” g: g(n) =1 — f(n), die
genau den Elementen von N” die 0 zuordnet.)

2% ist also die Michtigkeit der Menge aller Teilmengen von N, und ent-
sprechend ist 2% die Michtigkeit der Menge aller Teilmengen einer Menge A
mit der Michtigkeit a.

Bevor wir aus dieser Bemerkung weitere Folgerungen ziehen, wollen wir
noch einige Rechenregeln fiir die Potenzen von Kardinalzahlen notieren:

ab,at: ab‘i"tl (173)
a¢- b= (a- D)5, (17b)
(ab)¢ =qb-c. (17¢)
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Wir geben die Beweise ) fiir die beiden ersten dieser Formeln. (17 a) ist
gleichbedeutend mit der Aussage
(B] 4) X (C| A) ~ (B C| A)

fiir durchschnittsfremde Mengen Bund C: B~ C = Q.

Es sei nun f eine Funktion aus der Menge (B \w C | A). Ihr Definitionsbereich
ist die Vereinigungsmenge B\ C. Man kann sie zerlegen in zwei Funktio-
nen fp und fc, die auf den Mengen B und C erklirt sind und dort mit f iiber-
einstimmen. Jedem f ist auf diese Weise ein Paar (fg, f¢) zugeordnet. Um-
gekehrt kann man jedem Paar ({3, f¢) eine Funktion f fiir die Vereinigungs-
menge B\ C zuordnen; es ist einfach

_[fe(x) furx€B,

f@) { fo(x) firx€C.

Aus dieser eineindeutigen Zuordnung
f «> <f B, f C>

folgt aber, da die Mengen (B\'C|A) und (B|A) X (C|A) &dquivalent
sind. Das ist aber die Aussage von (17 a).

Die Formel (17 b) ist gleichbedeutend mit
(ClAXB)~ (C|A) X (C| B)

oder auch

(A X B)C = AC X BC.

Es sei nun f ein Element von (A X B)€; die Bildwerte dieser Funktion sind
geordnete Paare, die zu A X B gehtren. Wir bezeichnen sie durch

fe)=<g(c), h(c)), c€C, glc) € A, h(c)€ B.

Damit ist das Element f € (A X B)C einem Paar von Funktionen (g, h),
also einem Element von A€ X BC zugeordnet. Offenbar ist die Zuordnung
eineindeutig, und damit ist (17 b) bewiesen.

Der dhnlich zu fithrende Beweis von (17 c) sei dem Leser iiberlassen.

Aus der Definition der Potenz fiir Kardinalzahlen ergeben sich einige Aus-
sagen iiber Ungleichungen, deren Beweis sich unmittelbar aus der Erklirung
der <-Beziehung fiir Michtigkeiten ergibt:

0, <e=>0,* < ab, (18)
a, <a,=b% < b%. (19)

) Cantor teilt diese Formeln ohne Beweise mit.
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4, Beispiele

Notieren wir zunichst einige Formeln fiir die Michtigkeiten endlicher oder
abzihlbarer Mengen, die man leicht durch Konstruktion der entsprechenden
Abbildungen beweisen kann.

N+ n=w+¥%=2¥, (20)

No* No = ¥, (21)
Zum Nachweis von (21) geht man von zwei abzihlbaren Mengen

A={ay, a8 ...}, B={by, by, by, ...}

aus und ordnet die Paare c,, = (4,, b,) des Kartesischen Produkts A X B in
ein quadratisches Schema

v ¢ ¥ ¥

€11 C12 Ci3 C1g - - -
C21 Cap Cog Coq ..
Cgy Cgo C.
31 C32 Csg Caq (22)
Ca1 Cqp Cy3 Cy4 - .-

Man kann nun die Paare c,, = (4,, b,) diagonal 1) abzihlen unter Beach-
tung der Pfeile am Schema (22):

C11s C12/ C21, C13s Co/ - - -
Die Menge der Paare ist also auch von der Michtigkeit ¥%,, und damit ist (21)
bewiesen.

Bezeichnen wir die Michtigkeit des Kontinuums 1) mit X, so haben wir
nach Kapitel III:

N> N, (23)
Weiter ist

NER =% Ntn=¥, (24)
und

N R=2N (24")

100) Dieses auch von Cantor benutzte ,Diagonalverfahren” geht schon auf Cauchy
zuriick. Es ist zu unterscheiden vom eigentlichen ,Cantorschen Diagonalver-
fahren”, das zum Beweis des Teilmengensatzes benutzt wird (S. 85).

101) 2, B. die Machtigkeit des Intervalls [0, 1] bzw. (0, 1) in der Menge der reellen
Zahlen. Vielfach schreibt man auch ¢ statt ¥; bei Cantor ([W] S. 289) steht o.
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Zur Begriindung von (24) benutzt man ein Verfahren, das Cantor schon in
seinem Beweis in Crelles Journal 84 (vgl. Kap. Il S. 36) niitzlich war.

Es sei ] = [0; 1] ein Repréasentant der Michtigkeit ¥, {a,} eine nicht zu ]
gehorende Folge reeller Zahlen, {b,} eine Teilfolge von ], schlieflich
J* =7 —{ba}.
Dann ist (man beachte (20)!)

]U{an} =Jrv {bn}u {an} ~J*v {bn} =],

und daraus folgt die erste Gleichung (24). & + n = % wird dhnlich begriindet.
Den Beweis fiir (24") kann man z. B. durch eine Projektion fiihren, die eine
Strecke von der Linge 2 auf eine Strecke der Lange 1 abbildet (Abb. 8).

14 ()
Abb. 8

0

1 2

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir die wichtige Formel
2% =N, (25)

Wir hatten bereits festgestellt (S.79), daf 2®0 die Michtigkeit der Menge
aller Teilmengen von N ist. Wir beachten jetzt, dafl sich jede reelle Zahl x
des Intervalls [0, 1] auf mindestens eine, héchstens zwei Weisen in der Form

x=l21)+%f—)+%(f—)+... (26)

darstellen 148t, wobei f(v) gleich 0 oder 1 ist. Zu den Zahlen des Typs
x=(2m+1) 27" gehéren nimlich zwei Dualbriiche (26), zu den iibrigen
Zahlen des Intervalls [0, 1] genau eine. Wir haben z. B.

S T L AT . I

4 2 2% 2 2% 728 267 25 "7
Die Menge der Dualbriiche (26) ist von der Michtigkeit 2¥0; denn f (») ist ja
eine Funktion, die den natiirlichen Zahlen » die Bildwerte 0 oder 1 zuordnet,
also die Elemente der Menge {0, 1}. Wir wollen diese Briiche jetzt einein-
deutig einer gewissen Zahlmenge zuordnen. Jede nicht abbrechende Reihe
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(26) soll der reellen Zahl zugeordnet sein, die sie darstellt. Jede (nichtver-
schwindende) endliche Summe des Typs

N
1
S
z’l’
v=1
aber sei der rationalen Zahl S + 1 zugeordnet. Wir haben dann z. B.
1 1 3 1 1 3
- o, T+oe 41
2 +Zaz”<_)4 2tz t
oy

Die Menge der so erhaltenen Bilder ist die Vereinigungsmenge des Intervalls
[0, 1] und einer gewissen abzihlbaren Menge: [0, 1] \{¢,}. Es gilt daher die
Gleichung

2% =3+,

zwischen den Kardinalzahlen. Daraus folgt aber nach (24) die behauptete
Gleichung (25).

Cantor weist in seinen Beitrigen vom Jahre 1895 ([W] S. 288) darauf hin,
dafl man aus (25) und (20) leicht die frither mit wesentlich mehr Miihe be-
wiesene Aquivalenz zwischen der Menge der Punkte eines Quadrats und der
der Punkte einer Strecke gewinnen kann. Es ist ja

N-N=2%.2% =2M T ¥ =¥ =y,
allgemein %" = X.
Aus ¥, - ¥y = ¥, schliefllich kénnen wir (unter Benutzung von (18)) noch

wNo=y (25)
ableiten. Es ist doch

0¥ = (2%) N — 2N No =y,
Wir wollen abschliefend die Ergebnisse der Rechenoperationen a + b, a - b,
ab fiir die bisher behandelten Michtigkeiten zusammenstellen. 0 ist die

Michtigkeit der leeren Menge @), n die der endlichen Menge mit n Ele-
menten.

Die meisten der in den Tabellen notierten Aussagen sind begriindet worden.
Fiir die fehlenden seien die Beweise dem Leser iiberlassen. In der Tabelle
fiir a® tritt freilich eine Kardinalzahl f auf, die bisher noch nicht definiert
wurde. Das geschieht im folgenden Abschnitt (S. 86).
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84

a-+b

ab

N 0 1 n Ny
0 0 1 n N,
1 1 2 1+n %
m m m+1 | m+n EN
%, Ny 8, %y N,
N N N N N
N 0 1 n ¥
0 0 0 0 0
1 0 1 n Ny
m 0 m m-n No
Ny 0 N Ny Ny
N 0 N N N
N 0 1 n Ny
0 1 0 0 0
1 1 1 1 1
m 1 m m" N
Ny 1 %N, ¥, %
N 1 N N b




5. Das Cantorsche Diagonalverfahren

Fiir die moderne Grundlagenforschung ist das sogenannte Cantorsche Dia-
gonalverfahren eine besonders bedeutsame Schluweise. Cantor hat damit
den wichtigen Teilmengensatz bewiesen, aber spiter hat das Diagonalverfah-
ren auch in der Theorie der Entscheidungsverfahren Anwendung gefunden.

In seinen Zeitschriftenaufsitzen finden wir diese Schlu8weise nur an einer
Stelle ausgefiihrt ([W] S. 279 f.), nicht einmal in seiner allgemeinen Form.
Cantor bewies an dieser Stelle, da8 die Menge der Teilmengen eines Inter-
valls immer von hoherer Michtigkeit ist als die Menge selbst. Er bemerkt am
31. August 1899 in einem Brief an Dedekind ([W] S. 448), daB8 sich dieses
Verfahren ohne weiteres auf beliebige Mengen A von der Michtigkeit a
zum Beweis der Ungleichung

20>q (27)
benutzen lasse.

Wir fithren den Beweis entsprechend dieser Bemerkung Cantors allgemein
und beweisen damit seinen

Teilmengensatz:

Fiir jede Menge A ist die Menge X (A) der Teilmengen von héherer Miichtig-
keit als die Menge selbst.

Man erkennt leicht, daB fiir endliche Mengen von der Michtigkeit n die An-
zahl der Teilmengen 102) gleich 2" ist, und in der Tat ist ja

2">n (27°)
fiir alle natiirlichen Zahlen .

Ist a die Michtigkeit der gegebenen Menge A, so ist 2¢ die der Menge aller
Teilmengen von A: Nach den Bemerkungen von S. 78 ist ja 2¢ die Michtig-
keit der Menge F (A) aller Funktionen f, die den Elementen 4 € A die
Bilder 0 oder 1 zuordnen. Jede solche Funktion bestimmt eine Teilmenge
A" C A, fiir deren Elemente 4’ f(a') = 0 gilt. Umgekehrt gehort zu jeder
solchen Teilmenge A’ eine Funktion f, die gerade fiir alle a’ € A" den Wert 0,
sonst aber in A den Wert 1 annimmt. Die Menge ¥ (A) aller Teilmengen
von A ist also zu der genannten Funktionsmenge § (A) iquivalent und hat

102) Man beachte, dal die leere Menge und die Menge selbst dabei mitgezihlt
werden.
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auch die Michtigkeit 2%, Nun kann man jedem Element 4 € A eine Funk-
tion f(® zuordnen, fiir die

o )= |

0 firx=a,

1 firx=Fa

gilt.

Zwischen A und dieser Teilmenge unserer Funktionenmenge besteht eine

eineindeutige Zuordnung. Deshalb ist die Michtigkeit von T (A) gewif} nicht
kleiner als die von A. Wir wollen zeigen, daf sie auch nicht gleich sein kann:

Angenommen, es gibe eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Elemen-
ten a € A und den Funktionen f. Dann kénnte man jedes a der zugehdrigen
Funktion als Index beigeben und die eineindeutige Zuordnung so be-
schreiben:

af, a€A, f.€FA. (28)
Dann ist aber auch
g:8(x)=1—fz(x) (x €A (29)

eine Funktion unserer Menge § (A). Sie ist ja fiir alle x (x € A) erklirt und
nimmt nur die Werte 1 oder 0 an. Sie ist aber gewif nicht gleich einer Funk-
tion fg. Fiir das Argument x = g hitten wir sonst

g (a)=1—fa(a) = fa (a).
Das ist, da fq (4) nur O oder 1 sein kann, ein Widerspruch. Eine Zuord-
nung (28) kann es also nicht geben, und deshalb gilt die behauptete Un-
gleichung (27). Ist insbesondere a = % die Michtigkeit des Kontinuums, so
haben wir nach (27)

f=2%>x (30)

Dabei ist f die Kardinalzahl der Menge F aller Funktionen f (y = f (x)), die
fiir 0 £ x < 1 erklirt sind und den reellen Zahlen dieses Intervalls die Funk-
tionswerte 0 oder 1 zuordnen. Diese Kardinalzahl f tritt schon in der Tabelle
fiir ab (S. 84) auf. Es gilt danach 103)

f=2"=n"=&oﬂ=!§".

Der Cantorsche Teilmengensatz erschlieBt die Méglichkeit, zu jeder Menge M
eine Menge von héherer Méchtigkeit zu bilden. Die ersten Untersuchungen
iiber die Aquivalenz von Mengen fiihrten zu der Einsicht, da8 sehr ver-

\

103) Nach (17) und (18) ist ja
2N SN = aN = (%)Y =M ¥ ¥,
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schiedenartige Mengen im Sinne der Cantorschen Definition ,von der
gleichen Michtigkeit” sind: die natiirlichen Zahlen, die rationalen, die alge-
braischen Zahlen. Dann wieder waren die Kontinua verschiedener Dimen-
sion von der gleichen Michtigkeit. Hier kénnte der Verdacht naheliegen,
daB die Cantorsche Methode der eineindeutigen Zuordnung ein zu grobes
Verfahren sei, um ,Ordnung” zu schaffen im Bereich der unendlichen
Mannigfaltigkeiten. Es zeigt sich nun, daf die Theorie der Kardinalzahlen
zwar vielen verschiedenen Mengen die gleiche Michtigkeit zuordnet, aber
doch auch die Méglichkeit schafft, Unendlichkeiten von immer hoherer Mich-
tigkeit zu produzieren: Man kann zu jeder Menge die der Teilmengen bilden
und dieses Verfahren beliebig oft fortsetzen. Auf diese Weise entsteht jenes
,Paradies”, aus dem Hilbert sich nicht durch die Bedenklichkeiten von
Kronecker und seinen Anhingern vertreiben lassen wollte 194).

Eine Variation des hier geschilderten ,Diagonalverfahrens” dient heute
meist dazu, um die Nichtabzihlbarkeit des Kontinuums besonders elegant
zu beweisen 1%5), Seine SchluBweise kann aber auch benutzt werden, um
nicht entscheidbare Probleme anzugehen 199),

Cantor hat mit verschiedenen Methoden bewiesen, daf das Kontinuum von
héherer Michtigkeit ist als die Menge der natiirlichen Zahlen: > ¥,.

Es liegt die Frage nahe, ob ¥ die kleinste Michtigkeit ist, die grofer ist als
%,. Wir kénnen auch so fragen: Gibt es eine Michtigkeit ¥¥, fiir die die Un-
gleichungen

N> NF >N (31)
erfiillt sind?

Das ist das sogenannte Kontinuumproblem, das Cantor zum ersten Male im
Jahre 1884 in einer seiner Arbeiten erwihnt ([W] S.192). Er hofft, diese
offene Frage schon bald durch einen strengen Beweis beanworten zu kdnnen.
Die Cantorsche Vermutung lautet, daff es keine Michtigkeit ¥* zwischen %
und ¥, geben kann.

Wir werden iiber dieses Problem noch mehrfach zu sprechen haben. Dies sei
vorausgeschickt: Es ist Cantor trotz ernstester Bemiihungen nicht gelungen,
seine Vermutung zu beweisen.

104) Math. Ann. 95,1926, S. 161-190.

105) Vgl. z. B. Meschkowski: Wandlungen des mathematischen Denkens, [C 31]
S. 31.

108) Meschkowski a. a. O., S. 100 ff.
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6. Endliche Kardinalzahlen

Wir haben bisher die Mengenlehre als einen Versuch verstanden, mit den
Problemen des Unendlichen fertig zu werden. Dabei wurde die iibrige Mathe-
matik als ,bekannt” voraussetzt; insbesondere der Umgang mit den
natiirlichen Zahlen. Nur nebenher sprachen wir gelegentlich von ,endlichen
Mengen”, solchen Mengen also, denen eine natiirliche Zahl als Anzahl (oder:
Kardinalzahl im Sinne Cantors) zugeordnet werden konnte. Das eigentliche
Interesse galt jenen Mengen, die keine solche endliche ,,Anzahl“ hatten.

Im § 5 seiner Beitrige vom Jahre 1895 gibt Cantor eine eigene Theorie der
endlichen Kardinalzahlen. Er geht von einer Menge E, = (g,) mit einem ein-
zigen ,Ding” aus und definiert die 1 als die Kardinalzahl dieser Menge. Ist
e, ein weiteres Ding, so kann man es mit e, zu einer Menge

E; = (ey, &)
vereinigen, der die Kardinalzahl ,Zwei”, im Zeichen 2, zukommt, usf.

Auf diese Weise entsteht die Reihe endlicher Kardinalzahlen, von denen
u. a. die folgenden Sitze bewiesen werden kénnen:

A. DieGlieder der unbegrenzten Reihe endlicher Kardinalzahlen 1,2, 3, . . .,
v, . .. sind alle untereinander verschieden.

B. Jede dieser Zahlen v ist gréfer als die ihr vorangehenden und kleiner als
die auf sie folgenden.

C. Es gibt keine Kardinalzahlen, welche ihrer Gréfe nach zwischen zwei be-
nachbarten v und v + 1 ligen.

D. Die Menge aller endlichen Kardinalzahlen ist eine transfinite Menge.
Ihre Kardinalzahl (%) ist die kleinste Kardinalzahl, die gréfer als jede
endliche Kardinalzahl ist.

Beim Beweis der Sitze A-C benutzt Cantor das Prinzip der vollstindigen
Induktion.

E. Zermelo, der Herausgeber der Werke Cantors, nennt deshalb die hier ent-
wickelte Theorie ,,an modernem MafBstabe gemessen, wenig befriedigend”
([W] S. 352). Er vermifit eine scharfe begriffliche Definition der endlichen
Mengen und vermutet, da8 eine solche Definition erst auf einer héheren
Stufe der Theorie, nimlich mit Hilfe der Wohlordnung, méglich ist.

Diese Kritik ist gewifs berechtigt. Trotzdem: Wir wollten den Cantorschen
Ansatz zu einer Theorie der endlichen Mengen nicht totschweigen, weil auch
an dieser Stelle der Weitblick des Forschers deutlich wird: Die Mengenlehre
ist heute mehr als nur ein ,Spezialgebiet” der Mathematik, das sich mit den
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besonders umfinglichen Studienobjekten des Forschers befalt. Nach einer
modernen Konzeption ist Mathematik Mengenlehre 197), und es ist danach
moglich, auch den Begriff der natiirlichen Zahl aus den Axiomen der
Mengenlehre zu deduzieren. Dann wird freilich das Prinzip der Induktion zu
einem beweisbaren Satz (vgl. Kap. XIII). Der § 5 der Cantorschen Arbeit
zeigt, daf8 er etwas von dieser Deutung seiner Theorie vorausgesehen hat.

Ubrigens findet sich unter den Cantorschen Sitzen iiber endliche Mengen
auch der folgende ([W] S. 295):

Jede endliche Menge E ist so beschaffen, daf sie mit keiner ihrer Teilmengen
dquivalent ist.

Diese Eigenschaft kann auch zur Definition der Endlichkeit benutzt werden.
So finden wir zuerst bei Dedekind in seiner Schrift Was sind und was sollen
die Zahlen? die folgende Erkldrung (S. 13):

Ein System S heifit unendlich, wenn es einem echten Teile seiner selbst &hn-
lich 198) jst; im entgegengesetzten Falle heilt S ein endliches System.

Schlieen wir das Kapitel iiber die Kardinalzahlen mit einer Anekdote, die
Bernstein 199) berichtet.

Dedekind duferte, hinsichtlich des Begriffes der Menge: er stelle sich eine
Menge vor wie einen geschlossenen Sack, der ganz bestimmte Dinge ent-
halte, die man aber nicht sehe, und von denen man nichts wisse, auer dafl
sie vorhanden und bestimmt seien. Einige Zeit spiter gab Cantor seine Vor-
stellung einer Menge zu erkennen: Er richtete seine kollossale Figur auf,
beschrieb mit ethobenem Arm eine grofartige Geste und sagte mit einem
ins Unbestimmte gerichteten Blick: ,Eine Menge stelle ich mir vor wie
einen Abgrund.”

Dieser Satz Cantors leuchtet ein, wenn man sich um ein Verstindnis fiir die
Tatsache bemiiht, daf man zu jeder Menge immer wieder eine Menge von
hoherer Machtigkeit definieren kann.

107) Vgl. Kap. XV!
108) Bei Dedekind steht dhnlich fiir den Cantorschen Begriff dquivalent.
109) Becker: Grundlagen, [C 4] S. 316.
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VII. Ordnungszahlen

1. Ahnliche Mengen

Man kann die Menge der rationalen Zahlen zwischen 0 und 1
R(0;1)= {E/pew/\q € N/\p<q}
q

abzihlen, indem man sie nach wachsenden Nennern, bei gleichem Nenner
nach wachsenden Zihlern ordnet: :

1 1 21 3 1 2 3 41

—————— S =, =, = 1
2'3’3"4’4’5'5’5’5"6"’ @

Bezeichnet man die n-te Zahl dieser Reihe mit r,, so ist fiir die Menge
R (0; 1) = {rn) eine Ordnungsrelation << definiert durch 119)

n<rm firn<m, )
Dabei gilt fiir die durch << beschriebene Ordnungsrelation:

a<<b & (b<a),
a<bNb<<e = a<ec

Ist eine Menge M durch eine Ordnungsrelation << (fiir die die ,,Ordnungs-
axiome” (3) gelten) geordnet, so bezeichnen wir die Menge mit dieser Ord-
nung durch [M, <].

Es ist durchaus mdglich, die gleiche Menge auf verschiedene Arten zu ordnen.
So ist z. B. unsere Menge R (0; 1) auch durch die gewdhnliche fiir alle ratio-
nalen Zahlen geltende <-Beziehung geordnet. Offenbar gelten auch fiir
diese Ordnung die Aussagen (3). Wir haben also zu unterscheiden zwischen

[R(0;1),<] und [R (0; 1), <].

Diese beiden , Ordnungstypen” sind durchaus verschieden. Von der Ord-
nung << (fiir R (0; 1)) kann man z. B. sagen:

Es gibt ein erstes Element (ndmlich r; = 1}).

3)

10) g < b lies: avor b.
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Jedes Element hat in bezug auf die Ordnung—< einen wohlbestimmten un-
mittelbaren Nachfolger, jedes von r, verschiedene Element hat genau einen
unmittelbaren Vorginger 111),

Diese beiden Sitze gelten nicht fiir [R (0; 1), <]. Fiir diese Ordnung haben
wir aber:

Zwischen irgend zwei Elementen von [R (0; 1), <] liegt immer noch ein Ele-
ment der Menge.

Zwischen den rationalen Zahlen a und b (a<<b) liegt z. B. die Zahl
c=#% (a+Db);esistja

a<lc=1%(a+b)<b.
Dieser Satz wiederum ist nicht richtig fiir den anderen Ordnungstypus:
Zwischen r, und r, +, gibt es z. B. kein Element r, mit r, <7, <#,4,.

Georg Cantor hat frithzeitig die Bedeutung des Ordnungsbegriffes fiir seine
Mengenlehre erkannt. Zur Definition des , Ordnungstypus” fithrt Cantor
die dghnlichen Abbildungen ein:

Zwei geordnete Mengen [M,<Jund 112) [N, <<-] heifen ihnlich, wenn man
sie so eineindeutig aufeinander abbilden kann, daf die Ordnungsbeziehung
erhalten bleibt.

Das heifit: Sind m und m* irgend zwei Elemente von M mit m<m* und
gibt es eine eineindeutige Abbildung von M auf N

¥+
m«>n, m*<>n*, ...,

derart, daf mit m << m* stets n <. n* gilt, so heifen die beiden Mengen
dhnlich, im Zeichen

M, <]=[N,<<].

Offenbar ist z. B. [R (0; 1),<<] der Menge der natiirlichen Zahlen mit der
gewthnlichen Ordnung, [N, <], dhnlich: [R (0,1),<]= [N, <]. Um das
einzusehen, braucht man ja nur

h <> n

zuzuordnen.

1) g heiBit unmittelbarer Vorginger von b, wenn a~<<b gilt und kein ¢ € M mit
a<c<bexistiert. b ist dann der unmittelbare Nachfolger von a. Fiir
[R (0; 1),<<] ist r, - unmittelbarer Vorgénger vonr,.

12) <. steht fiir irgendeine (moglicherweise von <C verschiedene) Ordnung.
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Zwei dhnliche Mengen heilen auch von gleichem Ordnungstypus. Den zu M
gehorenden Ordnungstypus M 113) definiert Cantor ([W] S. 297) so:

Unter Ordnungstypus verstehen wir den Allgemeinbegriff, welcher sich aus
M ergibt, wenn wir nur von der Beschaffenheit der Elemente m abstrahieren,
die Rangordnung unter ihnen aber beibehalten.

Danach kann man sich ([W] S.297) unter dem Ordnungstypus M selbst eine
geordnete Menge vorstellen, deren Elemente ,lauter Einsen sind, die die-
selbe Rangordnung untereinander haben wie die entsprechenden Elemente
von M, aus denen sie durch Abstraktion hervorgegangen sind“.

Diese Vorstellung der geordneten ,Einsen” erscheint wenig gliicklich. Spiter
hat Cantor selbst (in einem Brief an Dedekind, [W] S. 444) eine andere Defi-
nition gegeben:

Er nennt den Typus ,den Allgemeinbegriff, unter welchem sie sowohl, wie
auch nur noch alle ihr ihnlichen geordneten Mengen stehen”.

In der modernen Literatur beschrinkt man sich heute meist auf die Aus-
sage, dafl dhnliche Mengen auch ,Mengen von gleichem Ordnungstypus”
heiflen 114).

Cantor bezeichnet die Ordnungstypen unendlicher Mengen mit griechischen
Buchstaben, die zugehérigen Kardinalzahlen durch Uberstreichen. So ist z. B.
® der Ordnungstypus der Menge N der natiirlichen Zahlen, % der der
Menge R der rationalen Zahlen, jedesmal in der ,natiirlichen” Ordnung
durch das Zeichen <<. Wir haben dann also

ﬁ=w, 1\7=5=&m

E=17, E=n=ﬂo.

Zu jeder Ordnungsbeziehung a<<b kann man die inverse Ordnung b~<<.a
definieren:

b<<.a&ea<<b.

113) M steht bei Cantor fiir den Ordnungstypus, M fiir die Machtigkeit der Menge
M. Er fiigt nicht das Zeichen<< zu. Auch wir werden, wenn keine Miverstind-
nisse zu befiirchten sind, bei der Bezeichnung einer geordneten Menge hiufig
darauf verzichten, das Zeichen fiir die Ordnungsrelation anzugeben.

114) Es liegt natiirlich nahe, so zu definieren: Der Ordnungstypus einer geordneten
Menge ist die Menge aller dhnlichen Mengen. Gegen solche allgemeinen Be
griffsbildungen bestehen aber dhnliche Bedenken wie gegen die ,Menge aller
dquivalenten Mengen”. Vgl. dazu Kap. XIII ff.
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Auf diese Weise gewinnt man zu jedem Ordnungstypus « den inversen *a.
Zu w gehért z. B. *w, der Ordnungstypus der negativen ganzen Zahlen.

Irgend zwei geordnete endliche Mengen von gleicher Anzahl (Kardinalzahl)
sind stets dhnlich. Man kann sie ja entsprechend ihrer Ordnung aufeinander
beziehen. Es seien z. B. die beiden Mengen

M;=1{p,a,gt 2z} und My=1{5,3,4,1,2} (4)
gegeben. Thre Ordnung sei durch die Darstellung (4) festgelegt:
p<a<g<t<z, 5<3<4<1<2.
Sie sind dhnlich, denn wir kénnen ja zuordnen:
pe5, a3, g4, tel, ze2

Es ist am einfachsten, wenn man die Kardinalzahl 5 der beiden Mengen M,
und M, auch als ihren Ordnungstypus bezeichnet. Die Zahl 0 gilt dabei als
Ordnungstypus der leeren Menge ¢.

2. Arithmetik der Ordnungstypen

Auch fiir die Ordnungstypen kann man eine Addition und eine Multiplika-
tion definieren.

Es seien o und f die Ordnungstypen der disjunkten geordneten Mengen
AundB,x=A, 8=B, ANB= (. Dann kann in der Vereinigungsmenge
A\ B eine Ordnung definiert werden durch folgende Vorschriften:

1. Sind a,, a, Elemente von A und by, b, Elemente von B, so gilt fiir A\_ B:
a, << a, und by <<b,, wenn diese Relationen in A bzw. in B richtig sind.

2. Esista<<b fiirallea € A, b € B.

Mit diesen Festsetzungen wird A\~ B zur geordneten Menge, und ihr Ord-
nungstypus heifft « + f:

«+p=A+B=AB.
Betrachten wir als erstes Beispiel zwei endliche Mengen,
A=1{1,2,3,4,5}, B={6,7}.
EsistdannA+B=5+2=B+A=2+5:
{1,2,3,4,5} +16,7) =11,2,3,4,5,6,7) =7,
{6,7)+11,2,3,4,51=16,7,1,2,3,4,5} =7.
Offenbar gilt fiir alle endlichen Ordnungstypen das kommutative Gesetz
A+B=B+A=a+p=f+a (5)
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Fiir unendliche Mengen gilt (5) im allgemeinen nicht. So ist z. B.
1+o={+N

der Ordnungstypus der Menge
My=1{a,1,2,3,4,...}.

Sie ist offenbar zur Menge N der natiirlichen Zahlen dhnlich, denn wir kon-
nen ja zuordnen:

a1, 12, 2<3,...

Die Menge M, = {1, 2, 3,4, ..., a} hat dagegen den Ordnungstypus w + 1.
Sie ist gewif8 nicht zur Menge N der natiirlichen Zahlen hnlich. Gibe es
nimlich eine die Ordnung erhaltende eineindeutige Abbildung zwischen
M, und N, so miifite die Zuordnung ja beginnen: 1 <> 1, 2<>2, 3<3,...
Es gibe dann kein Bild fiir a.

Wir haben deshalb
1to=0Fw+1.

Fiir Ordnungstypen gilt also im allgemeinen nicht das kommutative Gesetz
der Addition. Dagegen ist die Addition assoziativ, wie man leicht aus der
Summendefinition begriinden kann:

at(Bty)=(+p)+r (16)

Die Multiplikation von Ordnungstypen begriindet Cantor ([W] S. 302) so:

Aus zwei geordneten Mengen M und N mit den Typen & und g 1d8t sich
eine geordnete Menge S dadurch herstellen, da8 in N an Stelle jedes Ele-
mentes n eine geordnete Menge Mp, substituiert 115) wird, welche denselben
Typus « wie M hat, also

Mﬂ =«
und daf iiber die Rangordnung in S folgende Bestimmungen getroffen
werden:

1. Je zwei Elemente von S, welche ein und derselben Menge M, angehéren,
behalten dieselbe Rangbeziehung wie in My,

2. je zwei Elemente von S, welche zwei verschiedenen Mengen My, und
My, angehoren, erhalten in S die Rangbeziehung, welche n; und n, in N
haben.

115) Das bedeutet: An die Stelle jedes Elementes n € N setze man alle Elemente
einer geordneten Menge My, nicht M, selbst. Die Mengen My werden dabei
als paarweise elementefremd vorausgesetzt.
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Der Ordnungstyp von S hingt offenbar nur von den Ordnungstypen & und 8
ab. Deshalb kann Cantor definieren:

«-B=S5. )

Man erkennt leicht, daf fiir die so definierte Multiplikation von Ordnungs-
typen das assoziative und das distributive Gesetz gelten:

(- p)-y=0a-(B-7), (8)

a-Bry)=apta-y )
Dagegen ist auch die Multiplikation im allgemeinen nicht kommutativ.
Soistz.B.2- @ von @ - 2 verschieden. Es sind z. B.

{a,, a5, a5,...}, {by, by, by, ...}
zwei Mengen vom Ordnungstypus w; man hat dann

2'w= {al, bll as, bg, ag, bs, .o -},
aber
w-2={a;, aya,..., by, by by, ...}.

3. Die Ordnungstypen 7 und &

Von besonderem Interesse sind die Ordnungstypen % und . % ist der Typus
der Menge R der rationalen Zahlen, @ der des 11%) Linearkontinuums, beide
Male fiir die ,,natiirliche” Ordnung durch <.

Uber den Ordnungstypus 7 hat Cantor den folgenden bemerkenswerten
Satz bewiesen:

Es sei [N, <<] eine geordnete Menge, die folgende Eigenschaften hat:
1. M=,

2. [M,=<] hat kein erstes und kein letztes Element,

3. [M,<<] ist iiberall dicht.

Dann hat [, <<] den Ordnungstypus .
Zum Beweis dieses Satzes brauchen wir fiir die Menge R neben der natiir-
lichen Ordnung noch die, die wir bei der diagonalen ,, Abzdhlung” von R er-

halten. Dazu benutzt man ein Anordnungsschema fiir die rationalen Zahlen,
wie es dhnlich schon beim Beweis der Formel (VI 21) verwendet wurde.

148) @ ist bei Cantor eingefiihrt als der Ordnungstypus der Menge der reellen
Zahlenxmito < x < 1.
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Zihlen wir zunichst die rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 ab, diesmal
(vgl. (1)!) aber unter Einschlu$8 der 1; dann schreiben wir die Folgen ratio-
naler Zahlen darunter, die durch Addition von £ 1, + 2, £ 3,... entstehen:

v ¢ ¢ ¢

1 1 2
1 - - Z
2 3 3
3 4 5
2 - =
2 3 3
0 1 2 1 (10)
2 3 3
5 7 8
3 = =
2 3 3

Durch diagonale Abzihlung von (10) (nach den beigegebenen Pfeilen) ent-
stehtdie Folge Ry = {r,} (» =1, 2, 3,...) mit
4

1 3 2
r1=11 "2:2‘1 r}l:zl r4=§l r5=51 ro_or r7=§, rﬂ—g

R

Als ein Beispiel fiir eine Menge [, <] mit den im Cantorschen Satz gefor-
derten Eigenschaften wollen wir die geordnete Menge [M, <] der rationalen
Zahlen zwischen 0 und 1 heranziehen:

M, <] = [{x/0<x<1Ax € R},<].

Die Menge M kann man (nach (1)) abzihlen und man erhilt so eine Folge
M, = {m,, my, my, ...} mit

1 1 2 1 3 1
My M M g M L M M= o
2 3
M=o, my=o,
Wir haben zu zeigen, daf8
M <I~[R <] (11)

ist fiir alle Mengen [M,<<] mit den Eigenschaften 1., 2., 3., insbesondere
also fiir [M,<]= [M,<]. Da die Menge I von der Michtigkeit ¥, ist,
kann man sie abzihlen, und wir wollen die entstehende Folge mit M be-
zeichnen: M© = {m@, m@, m®,, . .}.
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Zur Herstellung der Ahnlichkeitsabbildung beginnen wir mit der Zu-
ordnung

m <> r,. (12)
Durch m® wird nun die Menge M — {m@} in zwei Teilmengen zerlegt,
nimlich in die Menge der Elemente, die vor, und die Menge der Elemente,
die hinter m(@ stehen. In jeder dieser beiden Teilmengen gibt es ein Element

mit kleinstem Index. Wir nennen es m(*) bzw. m(%), Dann ist natiirlich einer
dieser beiden Indizes gleich 2.
Entsprechend gibt es in der Menge R zwei Elemente mit kleinstem Index,
fiir die
Toy <1y <Thy
gilt. Einer dieser beiden Indizes b, bzw. b, ist wieder 2.
Wir ordnen nun die so festgelegten Elemente einander zu:
m@) <> ry,, ,
m(a) <> Tb,- (12)
Fiir die verbleibenden Elemente m € It gibt es nun vier Méglichkeiten der
Ordnungsbeziehung zu den schon festgelegten Elementen (Abb. 9):

Abb. 9 @ t @ t @ —+ ®

mfa) m® o)
1. m <<m@,
2. m&) <<m - mW,
3. m) <m~m),
4. m@) <m.

Wir suchen nun die Elemente mit kleinstem Index, fiir die die Mbglich-
keiten 1., 2., 3. oder 4. erfiillt sind und bezeichnen sie mit m(@), m(a), m@),
m(as),

Fiir die Menge R nehmen wir die entsprechende Fallunterscheidung vor und
bestimmen die Elemente mit kleinstem Index: 7sg, ts4, 755, 7be. Jetzt kénnen
wir die Zuordnung (12) bzw. (12") erweitern:

M) <>y, v=13,4,5,6. (12")

Das Verfahren kann nun ad inf. fortgesetzt werden: Man bestimmt jeweils
die Elemente mit kleinstem Index, die vor, hinter bzw. zwischen den bereits
zugeordneten liegen 117).

117) Hier werden die Eigenschaften 2. und 3. von [}, <] benutzt.

7 Meschkowski, Cantor 97



Durch dieses Verfahen werden tatsachlich alle Elemente der Mengen Mt bzw.
R erfaflt. Es sei namlich m® das Element mit kleinstem Index, das beim
kten Zuordnungsschritt noch nicht erfaft wurde. Dann kommt es mit Sicher-
heit beim nichsten Schritt an die Reihe: m® muf ja in eines der Intervalle
fallen, die durch die bereits zugeordneten Elemente gebildet werden. Und es
ist weiter das Element mit kleinstem Index in diesem Intervall.

Damit ist eine die Ordnung erhaltende Zuordnung zwischen den Elementen
von [M,<]und [R,<] hergestellt, also die Ahnlichkeitsaussage (11) be-
wiesen.

Wir notieren noch den Anfang der Zuordnung fiir unsere Beispielmenge
M, <]:

1 N 1 1
m1=~2-<—>r1-—1, mz—gerg—z, Mg = —<>13=2,
1 1 2 2 3 3
M= <>y ==, M= > ==, Mg= —<>1;=
4 4 4 31 7 5 7 31 8 5 5 2/
3 —
m5=z‘_’rlo—3;

Als Anwendung des eben bewiesenen Satzes kénnen wir die folgenden Aus-
sagen festhalten:

7 ist der Ordnungstypus der Mengen aller reellen algebraischen Zahlen in
ihrer ,natiirlichen” Anordnung.

7 ist der Ordnungstypus der Menge aller algebraischen Zahlen eines offenen
Intervalles (a; b) (a € R, b € R) in ihrer ,natiirlichen” Anordnung.

Das folgt sofort aus der Tatsache, da8 fiir diese Mengen die fiir [}, <] an-
genommenen Voraussetzungen erfiillt sind.

Weiter gelten fiir den Ordnungstypus 7 die folgenden Rechenregeln:

ntn=n, (13)

n n=mn (14)
atmn)-n=mn (15)
mt1)-n=mn (16)
1+n+1)-n=n. 17)
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Der Beweis dieser Formeln ergibt sich aus der Tatsache, dal die links vom
Gleichheitszeichen stehenden Ordnungstypen zu Mengen gehéren, die ab-

zdhlbar und in sich dicht sind und kein kleinstes und kein gréites Element
haben.

(13) kann z. B. so gedeutet werden: Die offenen Intervalle 118) (0,1) und
(1,2) sind vom gleichen Ordnungstypus wie die Vereinigungsmenge
(0,1) (1, 2). AuBerdem ist natiirlich (0, 2) = 7. Es gilt weiter

*n=n; (18)

dagegen sind die Ordnungstypen 1+, n+1, n-5, 1+ 5+ 1 unter sich
und von 7 verschieden.

Fiir den Ordnungstypus @ des abgeschlossenen Intervalles [0,1] in der
Menge der reellen Zahlen hat Cantor den folgenden Satz bewiesen:

Ist eine geordnete Menge [, <] perfekt und enthilt ' sie eine abzihlbare
Teilmenge S, die in [W, <] iiberall dicht 11?) liegt, so ist M = 6.

Man charakterisiert heute das Linearkontinuum meist mit Hilfe von Begriffs-
bildungen, die den Dedekindschen Schnitt 120) benutzen.

4. Wohlgeordnete Mengen

Wir haben es bereits im Kapitel iiber die Topologie gesagt: Nicht nur das
Finden und Beweisen mathematischer Sitze ist ein Ausweis von schopferi-
scher Fihigkeit. Auch das geschickte Definieren ist eine bedeutsame Leistung.
Selbst wenn man grofSe Worte sparsam zu verwenden geneigt ist, darf man
die Begriffsbildung der ,wohlgeordneten Menge” eine geniale Leistung
Cantors nennen. Sie erschlof8 die Mglichkeit, eine Ubersicht iiber die Typen
transfiniter Mengen zu gewinnen.

Wir geben die Definition der wohlgeordneten Menge in einer modernen
Fassung 12!).

118) Hier sind die Intervalle in der Menge R der rationalen Zahlen (geordnet nach
der Relation <) gemeint.

119) Man beachte die Definition in Kap. IV!

120) Nzheres z. B. bei Fraenkel: Abstract set theory, [C 15] 5. 156 ff.

121y Cantor definiert ([W] S.312) etwas anders und gewinnt dann, als einen be-

weisbaren Satz, die Aussage: Jede Teilmenge einer wohlgeordneten Menge hat
ein erstes Element.

Auch die spiteren Definitionen dieses Abschnitts gehen in ihrer sprachlichen
Formulierung nicht immer auf Cantor zuriick.
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Definition I:
Eine geordnete Menge M heifit wohlgeordnet, wenn jede nicht leere Teil-
menge von M ein erstes Element hat.

Danach ist z. B. jede geordnete endliche Menge und jede Menge vom
Typus w wohlgeordnet, nicht aber die Mengen vom Typ *w. In der Menge N
der natiirlichen Zahlen hat jede Teilmenge gewiS8 ein kleinstes Element; fiir
dieMenge der negativen ganzen Zahlen (in ihrer ,natiirlichen” Ordnung) gilt
das aber nicht.

Die geordneten Mengen vom Typ 7 sind nicht wohlgeordnet; so hat z. B. die
Menge aller positiven rationalen Zahlen (r > 0) kein kleinstes Element.

Man kann aber fiir die Menge R der rationalen Zahlen noch eine andere
Ordnung definieren. Man kann sie abzihlen (vgl. 5. 27) und gewinnt damit
in der Darstellung

Roy={ry, 15,15, ...}
eine neue Ordnung (r,<r,, wenn » <), die den Charakter einer Wohlord-
nung hat.
Es ist weiter sofort ersichtlich, daf8 alle geordneten Mengen vom Typ 1 + w,
2+ w,..., o+ w,o+w+ w,...wohlgeordnet sind.
Satz 1

In einer wohlgeordneten Menge hat jedes Element (mit Ausnahme eines
etwa vorhandenen letzten Elementes) einen unmittelbaren Nachfolger.

Zum Beweis unseres Satzes sei m ein beliebiges Element der wohlgeordneten
Menge M, M,, die Menge aller auf m folgenden Elemente. Es gilt also
x € M, genau dann, wenn x € M und m < x erfiillt ist. Wenn m nicht das
letzte Element von M ist, ist My, nicht leer und hat nach Definition I ein
erstes Element b. Dann ist m~b, und es gibt kein y € M mit m<{y<b.
b ist daher der unmittelbare Nachfolger von m.

Man kann aber nicht behaupten, daf in einer wohlgeordneten Menge jedes
Element einen unmittelbaren Vorginger haben muf. In der wohlgeordneten
Menge

{a,, a5, as,...; by, by, by, ...}
vom Typ w + w hat z. B b, keinen unmittelbaren Vorginger.
Definition 11

Eine Teilmenge A einer geordneten Menge [M, <] heifit ein Anfang, wenn
sie mit jedem Element a € A auch alle Elemente b € M mit b<a enthiilt:

(@€ AN (b <a)]= (b € A).
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Speziell heifit ein Anfang
Ac={x/x E MAx<c}
einer geordneten Menge [M, <] ein Abschnitt.

In einer wohlgeordneten Menge M ist jeder Anfang A ein Abschnitt: Die
Komplementirmenge B= M — A mu£ ja ein erstes Element haben; dann ist
A = A;der durch ¢ bestimmte Abschnitt.

Betrachten wir als Beispiel die Menge
1
M={1% =}, n=1,23,... (19)
n

M sei durch die iibliche <C-Relation geordnet, ist dann aber nicht wohl-
geordnet. Die Teilmenge M; = {m/m € MA m>>1} hat kein erstes Ele-
ment. Die Teilmenge M, = {m/m € M A m< 1} ist ein Anfang, aber kein
Abschnitt. Fiigt man zu M noch die Zahl 1 hinzu, bildet man also die Menge

M; =M {1},

so wird M, zu dem durch das Element 2 = 1 von M, bestimmten Abschnitt A,
der geordneten (aber nicht wohlgeordneten) Menge M;.

Als ein weiteres Beispiel nennen wir noch die Menge G der ganzen Zahlen.
Sie ist nicht wohlgeordnet, aber jeder (von G verschiedene) Anfang ist ein
Abschnitt.

SchlieBlich betrachten wir noch die Menge
P=A{ry,te,13...; 1+r,1+ry,..;2+r,2+r...; ...} (20

der positiven rationalen Zahlen. r, (v =1, 2, 3, ...) hat dabei dieselbe Be-
deutung wie in der Abzihlung (1). P ist wohlgeordnet, vom Typus
otototot...

5. Elementare Eigenschaften der Ordnungszahlen

Fiir die Ordnungstypen der wohlgeordneten Mengen fithrt Cantor eine be-
sondere Bezeichnung ein:

Definition I11

Der Ordnungstypus einer wohlgeordneten Menge heifit eine Ordnungs-
zahl 122),

So sind z. B. w, w + 1, 1 + w, w + w Ordnungszahlen, nicht aber *w und 7.
122) syn.: Ordinalzahl.
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Die Bezeichnung Ordnungszahlen wird sich dadurch rechtfertigen, da
zwischen den Ordnungszahlen eine (durch das Zeichen <C zu bezeichnende)
Ordnungsrelation besteht. Stellen wir zunichst (immer nach dem Vorbild von
Cantor) fest:

Definition IV
Fiir die Ordnungszahlen « und B der wohlgeordneten Mengen A und B gilt
o< B, wenn A einem Abschnitt von B dhnlich ist. )

Zur Rechtfertigung dieser Erkliarung beweisen wir zunichst

Satz 2
Keine wohlgeordnete Menge ist einem ihrer Abschnitte dhnlich.

Das heifit also: Eine Ordnungszahl « ist niemals kleiner als «:

1 (e<a). (21)
Nehmen wir an, es gibe eine die Ordnung erhaltende Abbildung von A auf
einen Abschnitt Az, x € A:

Az={yly=1(a) Na € A}.

Dann ist jedenfalls f (x)<<x, da ja alle Elemente von A; nach Definition II
vor x liegen. Die Menge

B={b/b € ANf(b)< b}

ist dann nicht leer und hat als Teilmenge einer wohlgeordneten Menge ein
erstes Element c. Wir haben dann also

d=f()<c (22)

und c ist das (nach der Ordnung durch <) erste Element mit dieser Eigen-
schaft.

Wenden wir jetzt die Abbildung f auf 4 an. Dann ist doch wegen (22)

fA@=f()<fl)=4,

da ja f die Ordnung erhilt. Wir haben also f (d) <<d, d<Cc. Da aber ¢ das
erste Element mit der Eigenschaft f (c)<Cc sein sollte, ist das ein Widerspruch.
Eine die Ordnung erhaltende Abbildung von A auf einen Abschnitt A; kann
es nicht geben, und damit ist (21) bewiesen.

Als Zusatz kénnen wir noch notieren:

Irgend zwei verschiedene Abschnitte einer wohlgeordneten Menge sind nicht

dhnlich.
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Besonders wichtig fiir die Theorie der Ordnungszahlen ist nun

Satz 3

Von zwei nicht dhnlichen wohlgeordneten Mengen A und B ist entweder A
einem Abschnitt von B oder B einem Abschnitt von A éihnlich.

Es seien A, und Bp die durch die Elemente a bzw. b (a € A, b € B) bestimm-
ten Abschnitte der Mengen A bzw. B.

Die beiden wohlgeordneten Mengen A und B haben nach Definition I je ein
erstes und nach Satz 1 auch ein zweites Element. Wir nennen sie a,, a, bzw.
by, bs. Dann sind gewiff die aus je einem Element bestehenden Ab-
schnitte Aq, und By, einander dhnlich:

Aa,‘, = {al} ~ {bl} = Bb.. (23)
Daraus folgt, da88 die durch
C={x/V (A = By)} (24)
y

definierte Menge C nicht leer ist. Nach Satz 2 ist der zu A; gehérende Ab-
schnitt By (oder: der zu B, gehtrende Abschnitt A;) eindeutig bestimmt. Die
durch

fry=f@ (25)
gegebene Funktion ist daher eineindeutig.

Wir wollen nun zeigen: Die Menge C ist ein Abschnitt von A oder die ganze
Menge A selbst.

Es sei namlich z <{x, z € A, x € A. Dann bildet die durch (25) gegebene Ab-
bildung den Abschnitt A; auf den Abschnitt A, ab, also auch z (es ist ja
z-<x) auf ein gewisses w € By, w<{y. Diese die Ordnung erhaltende Ab-
bildung f bildet dann auch die Abschnitte A, und By, (A; C Az, B C By) auf-
einander ab:

(f)

A; <> By,

Das heifit aber: Jedes z<< x, x € A, x € A, bestimmt einen Abschnitt der
durch f unter Erhaltung der Ordnung auf einen Abschnitt B, von B ab-
gebildet wird. z gehért also zu C. Deshalb ist C tatsichlich ein Abschnitt
von A oder aber die ganze Menge A selbst.

Die durch f gegebene Bildmenge von C bezeichnen wir mit f (C) = D. D ist
dann ein Abschnitt von B oder die Menge B selbst. Fiir die Mengen C und D
sind nun die folgenden 4 Aussagen denkbar:
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1. C=A, D=B.
2. C=A:(£ € A), D=B.
3.C=A D=B,(y € B).

4. C=A;, D=B,, (£ € A, 7 € B).

Der Fall 1. scheidet aus, weil A und B nicht dhnlich sein sollten. Wir wollen
zeigen, dafl auch der Fall 4. nicht méglich ist. Man kann ja in diesem Fall die
Abbildung f auch noch fiir die Elemente £ und 7 definieren:

n=f().
Sind & und 5’ die unmittelbaren Nachfolger von & und 7, so ist damit eine
Zuordnung der Abschnitte Ag und B, erreicht: B,r = f (Ay). Dann gehort
aber auch noch £ zu Menge C. Die Annahme C = A; war also falsch.

Aus Satz 3 ergibt sich sofort der folgende Zusatz:

Satz 3a
Fiir die Ordnungszahlen & und B von zwei wohlgeordneten Mengen A und B
gilt genau eine der drei Aussagen

a<lf, a=p, a>p. (26)
Schliefllich notieren wir noch eine Folgerung fiir die Michtigkeiten wohl-
geordneter Mengen:
Satz3b
Wohlgeordnete Mengen sind hinsichtlich der Michtigkeiten stets vergleich-
bar.
Das heift: Fiir wohlgeordnete Mengen A und B kann der beim Beweis des
Cantor-Bernstein-Satzes (S.76) diskutierte Fall der Nichtvergleichbarkeit
(Fall 4.) nicht eintreten. Ist A <<B, so ist eine eineindeutige Abbildung von A
auf eine Teilmenge von B gesichert. Wir haben deshalb A < B. Wir miissen
das Gleichheitszeichen zulassen, weil es ja auch noch eine eineindeutige (die

Ordnung nicht erhaltende!) Abbildung von B auf A geben kann. Das zeigt
das Beispiel der Ordnungszahlen w und w + 1. Es ist o <<w + 1, aber die

entsprechenden Michtigkeiten sind gleich: = w + 1.
Diese Bemerkung macht die Bedeutung des Begriffes ,Wohlordnung” klar:

Wenn es gelinge zu zeigen, da§ man jede Menge ,wohlordnen” kann, so
kénnte man aus dem eben notierten Zusatz die wichtige Folgerung ziehen:

Irgend zwei Mengen sind hinsichtlich ihrer Michtigkeit stets vergleichbar.

Wir werden iiber das Problem der ,,Wohlordnung” beliebiger Mengen noch
ausfiihrlich zu sprechen haben. Zunichst ziehen wir aus unseren Ergebnissen
eine andere Folgerung:
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Satz 4 (Prinzip der transfiniten Induktion)

Es sei M eine wohlgeordnete Menge und A (m) eine fiir alle m € M erkliirte
Aussagenfunktion. Es mége gelten

AlxEMy= A (x))= A (y) (27)
Dann gilt A (m) fiir allem € M.

Zum Beweis dieses Prinzips definieren wir die Menge Z der Elemente m € M,
fiir die A (m) nicht gilt. Wenn Z nicht leer ist, hat Z als Teilmenge einer
wohlgeordneten Menge ein erstes Element, etwa y. Dann gilt A (m) fiir alle
m des Abschnitts My, nach (27) also auch fiir y selbst. y ist also nicht das
erste Element der Menge Z. Aus diesem Widerspruch folgt, da Z die leere
Menge ist. A (m) ist also tatsichlich fiir alle m € M richtig.

Ist m speziell die Menge N der natiirlichen Zahlen, so folgt aus Satz 4 das
klassische Prinzip der vollstindigen Induktion. Das Prinzip der transfiniten
Induktion ist also eine Verallgemeinerung dieses bekannten Beweisverfah-
rens der klassischen Arithmetik auf wohlgeordnete Mengen. Es ist ein wich-
tiges Hilfsmittel in der modernen Beweistheorie geworden 123).

6. Mengen von Ordnungszahlen

Die Ordnungszahlen sind spezielle Ordnungstypen (vgl. Definition III). Es
gelten also fiir die Ordnungszahlen die fiir die Typen in Abschnitt VII 2 ab-
geleiteten arithmetischen Rechengesetze. Wir werden sie im folgenden er-
ginzen, soweit das notwendig werden wird. Zunichst wollen wir einen
Limes-Begriff fiir Ordnungszahlen einfiihren.

Es sei G die Vereinigungsmenge einer Folge elementefremder wohlgeord-
neter Mengen:

GC=GOLUGUGB ...
Die entsprechfnden Ordnungszahlen seien «, (»=1,2,3,...), bzw.
o, = G0), 8 = G. Wir setzen

Bi=atost+...Ta
und haben dann offenbar

Bos1>>Bu B> P

fiir alle Nummern ».

123) Das Prinzip der transfiniten Induktion stammt nicht von Cantor. Es wurde
zunichst von Gentzen in seinem Beweis fiir die Widerspruchsfreiheit der
Zahlentheorie benutzt. Siehe dazu z. B. Kleene: Introduction to Metamathe-
matics, [C 24].

105



Es sei nun g’ eine beliebige Ordnungszahl, die kleiner als § ist: " <. Dann
ist §’ gleich der Ordnungszahl eines Abschnittes G, der Menge G. x mufl
aber nach der Definition von G einer der Mengen G®) angehéren, etwa der
Menge G™. Dann ist

B <p<p
fiir v > n + 1. Das heif3t aber: g ist die kleinste Ordnungszahl, die grifer ist
als alle Ordnungszahlen B,. Dieser Sachverhalt rechtfertigt die folgende
Definition V

Die kleinste Ordnungszahl, die gréfer ist als alle Ordnungszahlen einer auf-
steigenden Folge {B,} (B,+1>> B), heifit der Limes von {B,}:

g =lim §,. (28)
Es ist danach z. B.
o =limn. (29)

n-—> oo
Cantor hat sich besonders eingehend mit jenen Ordnungszahlen beschiftigt,
die — wie w — zu Mengen von der Michtigkeit ¥, gehren.
Definition VI

Die endlichen Ordnungszahlen heifien die Zahlen der 1. Zahlenklasse, die
Ordnungszahlen von wohlgeordneten Mengen von der Michtigkeit %,
heiflen die Zahlen der 2. Zahlenklasse. Die entsprechenden Mengen bezeich-
nen wir mit Z; bzw. Z, = Z (%,).

Nach (29) gehort jede Ordnungszahl, die kleiner als w ist, zu einer endlichen
Menge. Deshalb ist w die kleinste Ordnungszahl von Z (%,).

Satz 5

Die Menge M («) aller Ordnungszahlen, die kleiner als « sind, ist wohl-
geordnet und hat die Ordnungszahl o.

Fiir endliche Ordnungszahlen ist die Giiltigkeit dieses Satzes sofort ein-
leuchtend. Nach Abschnitt VII 1 sind ja die Ordnungszahlen (Ordnungs-
typen), die kleiner als n sind, gerade die Zahleno0,1,2,...,n— 1.

Zum Beweis des Satzes 5 fiir transfinite Mengen gehen wir aus von einer
Menge A mit der Ordnungszahl «; 7 (a) sei die Ordnungszahl des Ab-
schnitts Ag.

Wir behaupten: Die Funktion
: a—~1 (a) (30)

stellt eine Ahnlichkeitsabbildung zwischen A und M (&) her. Ist ndmlich
a'<<a, so ist Ay ein Abschnitt von Ag, und deshalb ist nach Definition
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7 (a') <7 (a). Andererseits ist jedes Element f der Menge M («) auch ein
Bild eines Elementes a’ € A. Als Element der Menge M («) ist ja § eine Ord-
nungszahl, die kleiner ist als « : # <<«. Nach Definition der <{-Beziehung ist
dann aber f die Ordnungszahl eines Abschnitts A,+ der Menge A, also
=1 ().
Satz 6
Jede Menge @ von Ordnungszahlen ist durch die <<-Beziehung wohl-
geordnet.
Wir haben zu zeigen: Jede nicht leere Menge von Ordnungszahlen hat eine
kleinste Ordnungszahl.
Es sei « irgendein Element der Menge ®@. Wenn « richt schon selbst das
kleinste Element von @ ist, so ist der Durchschnitt @ ™M («) nicht leer und
als Teilmenge der wohlgeordneten Menge M («) selber wohlgeordnet. § sei
die kleinste Ordnungszahl dieser Menge. Dann ist § auch die kleinste Zahl
der Menge @. Wire es nicht so, so miifite es ja eine Ordnungszahl 8, <p
geben, die zu & — M (&) gehort. Eine nicht zu M («) gehtrende Ordnungs-
zahl ist aber nicht kleiner als &, und wir hitten

Pr=a>p> Py
Aus diesem Widerspruch folgt, daf8 § auch das kleinste Element von @ ist;
@ ist daher wohlgeordnet.
Satz7
Zu jeder Menge @ von Ordnungszahlen gibt es eine Ordnungszahl, die
grofer ist als jede Ordnungszahl dieser Menge. ’
Falls die Menge & ein maximales Element y hat, so ist y + 1 eine Ordnungs-
zahl, die groBer ist als alle Elemente von @. Wenn es ein solches Element
nicht gibt, so betrachten wir die Menge 124)

Y=UM («).

acd

Offenbar ist @ eine Teilmenge von ¥. Es sei nun f die Ordnungszahl von ¥':

p=".
AuBerdem ist 125) = M (f). Wir haben deshalb ¥ =M (). § ist also
grofer als alle Elemente von ¥ und damit auch grofer als alle Elemente
von @.

124) Die Vereinigungsmenge S = UB, einer Menge von Mengen B, (wobei der
a€A
Index a einer Menge A angehort) ist so definiert:

xCS5&V@cANXCB)).
a

125) Man beachte Satz 5!
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Es gibt also in jedem Fall eine Ordnungszahl, die grofer ist als alle Ord-
nungszahlen der gegebenen Menge @.

Die Theorie der Kardinalzahlen schuf die Moglichkeit (vgl. Abschnitt VI 5!),
Mengen von immer héherer Michtigkeit zu bilden. Es zeigt sich nun, daf8
auch die Theorie der Ordnungszahlen Ahnliches leistet. Wir haben hier sogar
den Vorteil, da8 wir eine Menge mit einer Michtigkeit ¥, gewinnen, von der
wir zeigen kénnen, dafl kein ¥* zwischen ¥, und ¥, liegen kann. Beweisen
wir zunichst

Satz 8
Die Menge Zy = Z (%) der Zahlen der zweiten Zahlenklasse ist nicht abzéihl-
bar 128),

Nach Satz 7 gibt es eine Ordnungszahl §, die grofer ist als jedes Element
von Z (¥,). Es sei y die kleinste Ordnungszahl mit dieser Eigenschaft. Eine
solche Zahl muf} es geben: Wenn nicht schon § diese Eigenschaft hat, dann
kann man den Abschnitt M (8) betrachten und in dieser wohlgeordneten
Menge die Teilmenge der Ordnungszahlen, die gréfer als alle Zahlen von
Z (%) sind. Diese Teilmenge hat ein kleinstes Element y. Dann ist M (y)
gleich der Vereinigungsmenge der Zahlen der ersten und der zweiten Zahlen-
klasse:
M@p)=2Z,Z,

Z, ist abzdhlbar; wire auch Z, = Z (¥,) abzihlbar, so wire es auch die Ver-
einigungsmenge M (y). Nach Satz 5 hat M (y) aber die Ordnungszahl y, die
grofer als alle Zahlen von Z, ist. Da die Ordnungszahlen aller abzihlbaren
Mengen zu Z, gehoren, kann M (y) nicht abzihlbar sein. Also ist es auch
Z (%) nicht.

Satz 9
Die Kardinalzahl

¥ = Z(=No)
ist die kleinste Kardinalzahl, die gréfer als %, ist.
Nehmen wir an, es gibe eine Kardinalzahl #* mit der Eigenschaft

N <wF <N, (31)
Nach Definition der Relation << fiir Kardinalzahlen miifite es dann eine Teil-
menge von Z,\U Z, geben, die die Michtigkeit ¥* hat. Als Teilmenge einer
wohlgeordneten Menge wire sie wohlgeordnet und hitte eine Ordnungs-
128) Vgl. Definition VI.
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zahl, die kleiner als die von Z (¥,) sein miifite. Sie wire dann aber gleich
einer Zahl aus Z, oder Z,. Eine Menge mit einer solchen Ordnungszahl ist
aber héchstens abzihlbar.

Wir konnen Satz 9 benutzen, um dem Kontinuum-Problem (vgl. S. 87)
eine neue Fassung zu geben. Wir wissen jetzt, daff 8, die kleinste Michtig-
keit groBer als 8, ist. Die Kontinuum-Hypothese Cantors kann jetzt so for-
muliert werden:

Ist ¥y die Michtigkeit der Menge der natiirlichen Zahlen, ¥, die der Zahlen
der zweiten Zahlenklasse, ¥ die des Kontinuums, so gilt

2% ==y, (32)

Es ist Cantor trotz vieler Bemiithungen #7) nicht gelungen, die Vermutung
%N = ¥, zu beweisen.

Es liegt nahe, die Definition immer neuer Michtigkeiten mit Hilfe von
»~Zahlenklassen” fortzusetzen: Man kann zeigen, daf8 die Menge Z (¥,) aller
Ordnungszahlen, die zu Mengen von der Michtigkeit ¥, gehdren, von einer
Michtigkeit ¥, ist, und es gibt keine Michtigkeit ¥’ zwischen den beiden.
Die Fortsetzung dieses Verfahrens fithrt zu einer aufsteigenden Folge von
Michtigkeiten. Cantor fiihrt seine ,Beitridge zur Begriindung der transfiniten
Mengenlehre” ([W] S. 282-351) zwar nur bis zu den Zahlen der ,zweiten
Zahlenklasse”, aber in einem Brief an Dedekind 128) vom 28. Juli 1899
schreibt er iiber die ,, wohlgeordnete Folge von Michtigkeiten” ([W] S. 442)

...Sie wissen, daB ich schon vor vielen Jahren zu einer wohlgeordneten

Folge von Michtigkeiten oder transfiniten Kardinalzahlen gelangt bin, die

ich die , Alephs” nenne:

No, N, Mo, ..., NOo ...

¥, bedeutet die Michtigkeit der im gebriuchlichen Sinne ,abzihlbaren”
Mengen, ,ist die nichstgréfere Kardinalzahl. ¥, dann die darauf folgende
usf. ¥, ist die auf alle %, nédchstfolgende (d. h. nichstgroBere) und gleich

lim %,

usw. ¥ > @

Er hat auch im Kreise von Kollegen iiber diese Reihe seiner , Alephs” be-
richtet. Es ist recht eindrucksvoll, was G. Kowalewski in seiner Biographie
dariiber schreibt 12). Der 21 Jahre jiingere Mathematiker hat Cantor bei

127) Vgl. dazu Kap. IX 3!

128) Er hat schon 1883 in den Math. Ann. ([W] S. 200) von der ,3. Zahlenklasse”
gesprochen.

129) G. Kowalewski: Gestalt und Wandel ([B 4] S. 201).
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jenen Treffen kennengelernt, die die Mathematiker aus Halle und Leipzig
um die Jahrhundertwende vierzehntigig abwechselnd in Halle und in Leip-
zig veranstalteten. Als Kowalewski etwa 50 Jahre spiter seine Lebens-
erinnerungen schrieb, berichtet er mehrfach von den Leistungen Cantors.
Von dem ,liickenlosen Aufstieg” von Michtigkeiten in der Reihe der Alephs
sagter:

Diese Maichtigkeiten, die Cantorschen Alephs, waren fiir Cantor etwas

Heiliges, gewissermaflen die Stufen, die zum Throne der Unendlichkeit,

zum Throne Gottes emporfiihren. Seiner Uberzeugung nach waren mit
diesen Alephs alle iiberhaupt denkbaren Michtigkeiten erschipft.

Cantor bezeichnet das System aller Alephs mit dem hebriischen Buch-
staben N (Taw). Um zu beweisen, dafl jede Michtigkeit gleich einem Ele-
ment von N ist, hat man nur zu zeigen, daB jede Menge wohlgeordnet wer-
den kann 13%). Wir werden iiber den zuerst von Zermelo gegebenen Beweis
des ,,Wohlordnungssatzes” noch berichten (Kap. XI).

Es bleibt weiter noch die Frage offen, wie denn die mit X bezeichnete
Michtigkeit des Kontinuums (S. 8) in die Reihe der Alephs eingeordnet wer-
den kann. Cantor kiindigt schon 1883 in den Mathematischen Annalen
([W] S.192) den Beweis dafiir an, daf8 8 = ¥,, also gleich der Machtigkeit
der ,zweiten Zahlenklasse” ist. Dieser Beweis ist aber nicht erbracht
worden 131),

130) Cantor will ([W] S. 447) die Tatsache, daf8 mit den Alephs alle Machtigkeiten
erfafit sind, aus der ,Inkonsistenz” von N begriinden. Vgl. dazu Kap. X (Anti-
nomien).

131) Vgl. dazu die Arbeiten von Cohen, Kap. XIV!
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VIII. Mathematik und Metaphysik bei Georg Cantor

1. Das Transfinite
Wir haben bisher die Cantorsche Theorie als eine mathematische Disziplin

dargestellt, die der exakten Wissenschaft eine ,neue Provinz” erschlossen
hat: die mancherlei Arten von unendlichen Mengen, unter denen seine Be-
griffsbildungen (Kardinalzahl, Ordnungszahl) sinnvolle Unterscheidungen

ermoglichen.

Um aber den Begriinder der Mengenlehre wirklich zu verstehen, miissen wir
wissen, daf8 nach seiner Auffassung die Mengenlehre ,in ihren Principien
durchaus zur Metaphysik” gehort. So schreibt er am 1. Februar 1896 an den
Pater Thomas Esser 152)

Die allgemeine Mengenlehre, welche Thnen sowohl in der Schrift ,Zur
Lehre des Tranfiniten” wie auch in dem ersten Artikel der begonnenen
Arbeit ,Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre” in ihren
Principien entgegentritt, gehort durchaus zur Metaphysik. Sie iiberzeugen
sich hiervon leicht, wenn Sie die Kategorien der Kardinalzahlen und des
Ordnungstypus, diese Grundbegriffe der Mengenlehre, auf den Grad ihrer
Allgemeinheit priifen und auSerdem bemerken, dafl bei Thnen das Denken
vollig rein ist, daf der Phantasie nicht der geringste Spielraum eingerdumt ist.
Hieran wird durch die Bilder nichts geindert, deren ich mich gelegentlich,
wie es alle Metaphysiker thun, zur Klarlegung metaphysischer Begriffe be-
diene, und auch der Umstand, da8 die unter meiner Feder noch entstehende
Arbeit in mathematischen Journalen herausgegeben wird, modificirt nicht
den metaphysischen Charakter und Inhalt derselben.

In den ,Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten” ([W] S. 378) unterscheidet
er das Aktual-Unendliche nach drei Beziehungen:

erstens sofern es in der hochsten Vollkommenheit, im véllig unabhingigen,
auBBerweltlichen Sein, in Deo realisiert ist, wo ich es Absolut Unendliches
oder kurzweg Absolutes nenne; zweitens sofern es in der abhingigen,
kreatiirlichen Welt vertreten ist; drittens sofern es als mathematische
Grofle, Zahl oder Ordnungstypus vom Denken in abstracto aufgefafit wer-
den kann. In den beiden letzten Beziehungen, wo es offenbar als be-
schridnktes, noch weiterer Vermehrung fihiges und insofern dem Endlichen
verwandtes A.-U. sich darstellt, nenne ich es Transfinitum und setze es dem
Absoluten strengstens entgegen.

132) Der ganze Brief ist verdffentlicht in [B 7].
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Es konnte sein, daf ein moderner Leser dieser Zeilen das unbehagliche Ge-
fithl gewinnt, daB er mit dieser SchluBweise Cantors ins Mittelalter zuriick-
versetzt wird. Wir meinen: Wer die Denkweise der modernen Mathematik
wiirdigen, wer den Sinn des modernen Formalismus verstehen will, mu8 die
Gedankenwelt des 19. Jahrhunderts kennen. Cantor ist vielleicht einer der
letzten, gewi8 aber einer der bedeutendsten Vertreter des an Plafon orien-
tierten Denkens. Man vergibt sich nichts, wenn man dem genialen Begriin-
der der Mengenlehre auch einmal in seinen philosophischen Uberlegungen
nachgeht. Vielleicht werden wir bald an den Punkt kommen, wo wir ihm
nicht mehr folgen kénnen. Aber wir haben dann im Gesprich mit dem revo-
lutioniren und doch der Tradition so eng verbundenen Denker einiges dazu
gelernt.

Dabei darf es uns nicht verdrieBen, da8 Cantor nicht nur die Mathematiker,
sondern auch Philosophen und Theologen vergangener Jahrhunderte zitiert.
Im 19. Jahrhundert (in dem ja der Begriff der ,allgemeinen Bildung” geprigt
wurde!) wohnten die verschiedenen Bereiche der Wissenschaften enger bei-
einander als heute. Und so wurde auch gelegentlich versucht, die Mathematik
einzubauen in ein grofles System wissenschaftlicher Forschung, die noch nach
dem fragte, ,,was die Welt im Innersten zusammenhalt”.

Die Frage nach dem Aktual-Unendlichen war schon Jahrhunderte vor Cantor
von Philosophen und Theologen gestellt worden. Wir haben schon im Ab-
schnitt IV 4 iiber das Kontinuum einige Proben friihen Philosophierens iiber
die Problematik des Unendlichen gegeben. Cantor sagt mit Recht in seiner
Kritik an Thomas von Aquino (S. 113), daf die Aussagen des Kirchenvaters
doch nur dokumentieren, da man ,der Sache nicht auf den Grund gekom-
men war”. Das kann man im wesentlichen auch iiber die iibrigen friithen
Auferungen iiber infinitesimale Probleme sagen, die Cantor mit liebevoller
Griindlichkeit in seinen philosophischen Schriften zusammentrigt 133).

Das nur ,in Deo” realisierte ,Absolut Unendliche” wird von Cantor nur
deshalb zitiert (S. 111), um die Berechtigung eines mathematischen Kalkiils
des Transfiniten sicherzustellen. Von Theologen und Philosophen war ge-
legentlich die Ansicht vertreten worden, da das Unendliche seinem Wesen
nach ,unteilbar” und folglich ,unveridnderlich und immerwihrend” (Niko-
laus von Cues) sei, daff man es auch nicht vermehren kénne und es deshalb
dem ,Grund aller Dinge, Gott”, vergleichbar sei. Cantor trigt dieser Auf-
fassung Rechnung, indem er die Kategorie des ,Absolut Unendlichen”

183) In seinen Briefbiichern finden sich viele Zusammenstellungen von Aulerungen
antiker Philosophen, von Kirchenvitern, Mathematikern usw. iiber Probleme
des Unendlichen.
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gelten 148t, sie aber deutlich gegen das ,Transfinite”, das , Aktual Unend-
liche” abgrenzt, das allein Gegenstand seiner Forschung sein soll.

Wir wollen darauf verzichten, die Stimmen fiir und wider das Aktual-Un-
endliche aus Cantors philosophischen Arbeiten zu zitieren 134). Es geniigt,
wenn wir Cantors zusammenfassende Replik auf die mancherlei Einwinde
gegen eine Theorie des Aktual-Unendlichen zitieren ([W] S. 371-372):

Alle sogenannten Beweise wider die Méglichkeit actual unendlicher Zahlen
sind, wie in jedem Falle besonders gezeigt und auch aus allgemeinen
Griinden geschlossen werden kann, der Hauptsache nach dadurch fehlerhaft
und darin liegt ihr ngdtov Yevdog, daf sie von vornherein den in Frage
stehenden Zahlen alle Eigenschaften der endlichen Zahlen zumuten oder
vielmehr aufdringen, wihrend die unendlichen Zahlen doch andrerseits,
wenn sie iiberhaupt in irgend einer Form denkbar sein sollen, durch ihren
Gegensatz zu den endlichen Zahlen ein ganz neues Zahlengeschlecht consti-
tuiren miissen, dessen Beschaffenheit von der Natur der Dinge durchaus
abhiingig und Gegenstand der Forschung, nicht aber unserer Willkiihr oder
unserer Vorurteile ist.

Cantor fiigt dieser Stellungnahme einen Hinweis auf Pascal hinzu: Er habe
das ,Bedenkliche, wenn nicht Widersinnige” der gegen das Aktual-Unend-
liche gerichteten Deduktionen wohl erkannt. Aber auch er schitzt ,den
menschlichen Geist hinsichtlich seiner Auffassungskraft des Actual-Unend-
lichen zu gering”. Alle Einwinde gegen das Aktual-Unendliche, ob sie nun
von Kirchenvitern wie Thomas von Aquino stammen oder von hervor-
ragenden Mathematikern wie Gauf, schiebt Cantor beiseite mit dem Hin-
weis, daf er ja eine fundierte Theorie des Unendlichen geschaffen habe, die
frithere Denker fiir unméglich hielten.

Interessant ist seine Bemerkung in dem Brief an den Kardinal Franzelin
([W1]5S. 399 f), daB

die Griinde, welche in dieser Frage im Verlauf zwanzigjihriger Forschung,
ich kann sagen, wider Willen, weil im Gegensatz zu von mir stets hoch-
gehaltener Tradition von innen her sich mir aufgedringt und mich ge-
wissermaflen gefangen haben, stirker (sind) als alles, was ich bisher da-
gegen gesagt fand.

Er ist sich der Bedeutung seiner Arbeiten auch durchaus bewuft. In seinem
Nachla8 findet sich eine (undatierte) Notiz seine. Sohnes Erich:

Papa antwortete mir vor vielleicht 58 Jahren auf meine Frage betr. die Be-
deutung seiner Arbeiten etwa: ,So lange Mathematik wissenschaftlich be-
trieben wird, werden meine Lehren von Bedeutung sein.”

134) Vgl. aber die Zitate in Kapitel V.
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Cantor hat immer wieder betont, dal seine Arbeiten nicht nur der Mathe-
matik angehoren, sondern dariiber hinaus fiir die Metaphysik von Bedeutung
sind. In dem auf S. 111 zitierten Brief an Pater Thomas Esser spricht er 1%5)
von dem ,unzerreifflbaren Band, das die Metaphysik mit der Theologie ver-
bindet”. Auf diese Weise wird die Mengenlehre eingeordnet in einen groflen
Zusammenhang, und Kowalewski diirfte Cantor schon richtig verstanden
haben, wenn er (vgl. S.110) die Reihe der Alephs als die ,Stufen zum
Throne Gottes” (in der Cantorschen Konzeption) bezeichnet.

2. Cantors Ontologie

Aber was bedeutet es, wenn Cantor seiner Mengenlehre metaphysischen
Charakter zuspricht? Besser noch als seine publizierten Schriften gibt dar-
iiber ein Blatt aus dem Nachlaff Auskunft, ein mit Bleistift geschriebener Ent-
wurf zu einer Arbeit ,Uber den Zusammenhang der Mengenlehre mit der
Arithmetik” von Georg Cantor in Halle (Saale). Diese offenbar 13%) aus dem
Jahre 1913 stammende Notiz ist anscheinend nie weitergefiihrt worden. Es
heift da:

Ohne ein Quentchen Metaphysik 148t sich, meiner Uberzeugung nach, keine
exacte Wissenschaft begriinden. Man entschuldige daher die wenigen
Worte, welche ich im Eingang iiber diese in neuerer Zeit meist so verpénte
Doctrin zu sagen wage. Metaphysik ist, wie ich sie auffasse, die Lehre vom
Seienden, oder was dasselbe bedeutet vom dem was da ist, d. h. existirt,
also von der Welt wie sie an sich ist, nicht wie sie uns erscheint. Alles was
wir mit den Sinnen wahrnehmen und mit unserm abstracten Denken uns
vorstellen ist Nichtseiendes und damit hochstens eine Spur des an sich
Seienden.

Da8 aber ein Seiendes ist, wird von uns nicht durch abstractes Denken er-
kannt, vielmehr wird es an uns selbst empfunden und wir sind damit des
Seienden ohne einen Beweis dafiir nétig zu haben, vollkommen sicher. Wir
sind, da wir existieren, also giebt es ein Seiendes. Nicht nur wir sind da,
auch andere von uns verschiedene Seiende sind da, wir leben zusammen
und machen eine Welt aus, deren Teile alle miteinander in Verkehr stehen.
Wer dies zu leugnen wagt, ziehe sich in sein eignes Selbst zuriick und sehe
zu, wie weit er damit komme.

Jedes Seiende kann Gegenstand unsres Denkens sein. Dann nennen wir
es ein Ding, und alles Nichtseiende, das Gegenstand unseres Denkens ist,
nennen wir ein Unding (non ens). So bin ich ein Ding, und jeder andre
Mensch ist auch ein Ding.

135) Der Brief ist ganz verdffentlicht in [B 7].

136) Eine auf gleichem Papier mit gleichem Bleistift geschriebene Notiz ist datiert:
3. Juni 1913.
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Diese Sitze werden die Zustimmung aller jener Denker finden, die heute
mit Heidegger die ,Seinsvergessenheit” des modernen Menschen beklagen.
Aber was hat denn nun eine mathematische Theorie wie die Mengenlehre
iiber das ,Sein” auszusagen? In seiner Arbeit ,Uber die verschiedenen
Standpunkte in bezug auf das aktuelle Unendliche” ([W] S. 370-376) spricht
Cantor von der Méglichkeit, das Aktual-Unendliche sowohl in abstracto wie
in concreto zu bejahen oder zu verwerfen. Das sind vier Moglichkeiten der
Kombination (und fiir jede gibt es Verfechter!). Cantor rechnet sich zu denen,
die das Aktual-Unendliche ,sowohl in concreto, wie auch in abstracto” be-
jahen ([W] S. 373). Er ist vielleicht ,der zeitlich erste, der diesen Standpunkt
mit voller Bestimmtheit und in all seiner Konsequenz vertritt”. Er ist aber
sicher, dafi er ,nicht der letzte sein werde, der ihn verteidigt!”

Der Glaube an das Aktual-Unendliche in concreto: Das bedeutet die Uber-
zeugung, daf aktual-unendliche Mengen in der Wirklichkeit vorkommen.
Wir haben schon im Abschnitt iiber das Kontinuum (IV 4) darauf hin-
gewiesen, daf§ Cantor die Menge der Atome im Weltall fiir abzihlbar hielt,
den ,Atheratomen” aber die Michtigkeit der 2. Zahlklasse zusprach.

Noch ausfiihrlicher entwickelt Cantor seine Ansichten iiber die Atomistik
und insbesondere iiber die Michtigkeit der in der Natur auftretenden Men-
gen von Atomen in seinem Brief an Mittag-Leffler vom 16. November 1884.
Eristim Anhang (Brief Nr. 10) im Auszug wiedergegeben 137),

Dieser Brief ist ein Zeugnis dafiir, wie griindlich sich in den letzten 80 Jahren
unsere Einsichten iiber die Struktur der Materie gewandelt haben. Weder
das, was Cantor verteidigt, noch das, was er bei den Vertretern der ,,chemi-
schen Atomistik” oder der konventionellen ,Punktatomistik” angreift, ent-
spricht modernen Auffassungen. Die ,Atherhypothese” ist lingst auf-
gegeben, und jeder Schiiler erfihrt heute im Gymnasium gesicherte Ergeb-
nisse iiber die Dimensionen des Atoms und seines Kerns.

Die von Weierstraf und Mittag-Leffler in jenen Jahren bewiesenen Sitze der
Funktionentheorie gelten heute noch wie damals, und auch der Cantorsche
Beweis fiir die Nichtabzihlbarkeit des Kontinuums ist heute ein gesichertes
Ergebnis der Forschung, aber die ,Hypothesen” iiber den Aufbau der Materie
sind liangst {iberholt. Was fiir die Sitze der Mathematik gilt, kann natiirlich
auch fiir die Ergebnisse exakter experimenteller Forschung in Anspruch ge-
nommen werden. Das Fallgesetz von Galilei gilt (innerhalb der Fehler-
grenzen) heute so wie vor Jahrhunderten, und die effektiven Forschungs-

137) Der hier wiedergegebene Auszug des (recht langen) Briefes vom 16. November
1884 enthilt gerade jene Teile, die bei Schénflief [B 12] (Acta Math. 50) nicht
gebracht werden.
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ergebnisse der Experimentalphysiker des 19. Jahrhunderts werden auch heute
nicht bestritten.

Die mancherlei verallgemeinernden ,Hypothesen” aber haben sich nur allzu
oft als unzulissige Verallgemeinerungen erwiesen. Aus guten Griinden ver-
zichtet heute die moderne Physik auf ontologische Aussagen. Jordan
spricht 138) von ,einer klirenden Reinigung unseres Aussagensystems von
metaphysischen, das Wesen und die Leistungsfihigkeit des wissenschaft-
lichen Denkvermdgens verkennenden Aussagen”. Das Elektron z. B. ist fiir
den modernen Physiker eine ,Struktur”, die zur Beschreibung von Mef-
ergebnissen zweckmifig ist. Die metaphysische Frage, was es ,,in Wirklich-
keit” sei, liegt so sehr abseits von dem Problemgebiet des Physikers, daf er
besser auf mifSverstindliche Bezeichnungen der Umgangssprache verzichtet.
Das Elektron ist deshalb (fiir den vorsichtig formulierenden Physiker) kein
»,Ding”. Das bedeutet nicht, daf jede ,Realitdt” der physikalischen Objekte
geleugnet wird. Man will sich nur im Bereich der exakten Forschung nicht
mit ungesicherter Ontologie belasten 139).

Auch die moderne Mathematik hat allen Grund, skeptisch gegeniiber ontolo-
gischen Aussagen iiber die Grundbegriffe zu sein. Fiir die am Denken Platons
orientierten Mathematiker waren ja die Sitze der Geometrie Aussagen iiber
die Welt der Ideen. Und es gab natiirlich nur einen solchen ,Ideenhimmel”,
in dem die Punkte, Geraden, Kreise usw. zu Hause waren. Wo sollte man da
nichteuklidische Geometrien unterbringen? Die Tatsache, daf die Lobat-
schewskysche Geometrie ebenso in sich widerspruchsfrei gegeben ist wie die
euklidische, fiihrte zu einem Umdenken iiber die Fundamente der Geometrie.
Die 1899 erschienenen Grundlagen der Geometrie von Hilbert sind ein Mark-
stein in dieser Entwicklung zu einem mathematischen Formalismus, der auf
ontologische Aussagen verzichtet und in dem die mathematische ,Existenz”
eines Systems durch seine Widerspruchsfreiheit gesichert ist.

Es scheint, dal Cantor wenig Anteil an dieser Entwicklung der geometrischen
Grundlagenprobleme genommen hat. Wir finden jedenfalls in seinen Ver-
offentlichungen und in den erhaltenen Briefen keinerlei Hinweis auf eine
Auseinandersetzug mit der neuen Konzeption der Geometrie, die doch auch

138) Jordan: Die Physik des 20. Jahrhunderts, Braunschweig 1949, S. 134.

13%) Das ist die Auffassung, die March, Jordan und viele andere moderne Forscher
vertreten. Es gibt auch (besonders bei den durch den dialektischen Materialis-
mus beeinfluBten Physikern) abweichende Standpunkte. Siehe dariiber z. B.
Meschkowski: Das Christentum im Jahrhundert der Naturwissenschaften,
Miinchen 1961, S. 35 ££.
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seine Auffassung vom ontologischen Fundament der Mathematik beriihren
mufte 149),

Aber lassen wir die Geometrie beiseite: Wie will Cantor gesicherte Aus-
sagen machen iiber das ,Seiende”, von dem in seinem Manuskript (S. 114)
die Rede ist? Wo ist das ,,Quentchen Metaphysik”, das exakte Wissenschaft
begriinden kann? Er bezeichnet in seinem Brief an Mittag-Leffler vom
16. November 1884 seine Theorien ausdriicklich als Hypothesen, und wir
miissen heute sagen, da8 diese Hypothesen nicht haltbar sind.

Reidemeister hat von Platon einmal gesagt, da8 iiber seinem Denken ,der
Glanz des Seins” liege. Das kann man auch von der Ideenwelt des Begriin-
ders der Mengenlehre sagen. Er war in diesem Sinne Platoniker: Er hatte
eine ontologische Fundierung der Mathematik, und sie war ihm (wie dem
griechischen Denker) ,Wecker der Erkenntnis” in der Weise, daf§ aus der
Einsicht in die mathematischen Gesetzlichkeiten metaphysische Erkenntnisse
gewonnen werden konnten.

Wir konnen heute Cantor auf diesem Wege nicht mehr folgen. Daf} seine
Ontologie ungesichert ist, ist ein Grund fiir unsere Skepsis. Die Einsichten
aus der Moglichkeit von Antinomien in der Mengenlehre kommen dazu.
Davon wird noch zu reden sein (Kap. X).

3. Das ,,Unendlich-Kleine”

In Cantors spiteren Schriften, vor allem aber in vielen seiner Briefe 1),
finden wir immer wieder kritische AuSerungen gegen die Einfiihrung des
»,Unendlich-Kleinen”. Cantor beansprucht, die Berechtigung des ,Aktual-Un-
endlichen” in der Mathematik begriindet zu haben, aber er polemisiert heftig
gegen den ,infinitiren Cholera Bacillus der Mathematik” 14%), wie er ihn in
den Schriften einiger seiner Zeitgenossen findet.

Tatsichlich lag im 19. Jahrhundert fiir viele Mathematiker ein mystisches
Dunkel iiber den Fundamenten der Infinitesimalrechnung. Die 8. These von
Kummer (S. 59) erkldrt ja den Begriff des Differentials fiir in sich wider-
spruchsvoll: , Differentiale sind Grofen, und sie sind es nicht”.

140) Es scheint aber, daB er nicht (wie Platon) an die Realitit der ,Ideen” glaubte.
In einem spiteren Manuskript (1913) bezeichnet er die mathematischen Ab-
straktionen als ,,Undinge”, zum Unterschied von den ,Dingen”, die entweder
Lfiir sich da” sind oder doch ,da sein” kénnen.

141) Giehe z. B. den Brief Nr. 12 an Goldscheider im Anhang oder den an Vivanti
vom 13. Dezember 1893, der in [B 7] verdffentlicht ist.

42) So in dem Brief an Vivanti [B 7] S. 504 ff.
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In der Schrift von Gutberlet iiber ,Das Unendliche” findet sich iiber das
Differential dx die folgende Bemerkung (5. 83).

Daraus folgt mit Nothwendigkeit, dass dx Etwas sein und gleichzeitig
Nichts sein muss; eine Gréle und 0. Dies ist aber nur méglich, wenn es
in einer Beziehung Etwas und in einer anderen Nichts ist. Denn unter der-
selben Beziehung Etwas sein und Nichts sein ist gegen das oberste Denk-
gesetz, wovon die Nothwendigkeit und Gewissheit aller Erkenntnisse ab-
hingt. Wenn aber Etwas nicht in derselben Beziehung Etwas und Nichts
sein kann, so kann Etwas, was schlechthin Nichts, d. h. unter jeder Riick-
sicht 0 ist, niemals einer Grésse gleich sein.

Auch die meisten zeitgendssischen Lehrbiicher der Differentialrechnung
waren nicht in der Lage, Klarheit iiber den Begriff des Differentials zu
schaffen. Die Weierstraf8schen Verfahren hatten sich ja so schnell nicht durch-

gesetzt.

Einige Autoren versuchten, den Umgang mit dem ,Unendlich-Kleinen” ein
wissenschaftlich gesichertes Fundament zu geben. Hier ist z. B. Thomae’s
»~Abriff einer Theorie der complexen Functionen und der Thetafunctio-
nen 43) zu nennen, mit dem sich Cantor ausfiihrlicher auseinandersetzt. Er
zitiert weiter O. Stolz und P. Du Bois-Reymond 144), die die Berechtigung
aktual-unendlichkleiner Grofen aus dem Archimedischen Axiom (und der
Méglichkeit seiner Negierung) ableiten wollten.

Cantors Gegenthese lautet 145) ;

Von Null verschiedene lineare Zahlgréfen (d. h. kurz gesagt, solche Zahl-
gréfen, welche sich unter dem Bilde begrenzter geradliniger stetiger Strek-
ken vorstellen lassen), welche kleiner wiren, als jede noch so kleine end-
liche Zahlgréfe, giebt es nicht, d. h. sie widersprechen dem Begriff der
linearen Zahlgrife.

Sein Beweis ist in Briefen an Goldscheider (Anhang Nr.12) und (gleich-
lautend) an Weierstra enthalten.

Die Wiirdigung dieser Cantorschen Uberlegungen ist aus einem doppelten
Grunde schwierig: Er will Schliisse mit Hilfe ,,gewisser Sitze der transfiniten
Zahlenlehre” ziehen, die er nicht explizit erwihnt. Und dann ist bei Cantor
(wie bei den meisten seiner Zeitgenossen) das axiomatische Fundament
seiner Uberlegung nicht recht deutlich. Was sind die genauen Voraussetzun-
gen, die er fiir seine ,linearen ZahlgréBen” macht? Der Herausgeber seiner

143) Halle 1870, 2. Aufl. 1873.
144) [W] S. 408.
145) [W] S. 407.
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»Gesammelten Abhandlungen”, Ernst Zermelo, will die Cantorschen Uber-

legungen nicht gelten lassen. Er sagt dazu in seiner Anmerkung [W] 5.439:
Die Nicht-Existenz ,aktual-unendlichkleiner GréBen” 148t sich ebensowenig
beweisen wie die ,Nicht-Existenz” der Cantorschen Transfiniten, und der
FehlschluB ist in beiden Fillen ganz der nimliche, indem den neuen Gréfen
gewisse Eigenschaften der gewthnlichen ,endlichen” zugeschrieben werden,
die ihnen nicht zukommen kénnen. Es handelt sich hier um die sogenannten
ynichtarchimedischen” Zahlensysteme, deren Existenz heute als einwand-
frei nachgewiesen betrachtet werden kann.

Wenn Zermelo Recht hitte mit seinem Einwand gegen Cantors Uberlegun-
gen, konnte man dem Begriinder der Mengenlehre den Vorwurf nicht er-
sparen, daf8 er gegen seine eigenen Grundsitze verstoSen habe. In seiner
Auseinandersetzung mit Kronecker 148) hat er den schénen Satz gesagt: ,Das
Wesen der Mathematik liegt in ihrer Freiheit.” Er hat fiir seine Forschungs-
arbeit diese Freiheit gefordert. Sollte er sie nicht auch denen zugestehen, die
der Mathematik eine neue Welt des ,Unendlich-Kleinen” erschliefen
wollen?

Es wird niitzlich sein, wenn wir zunichst an einem modernen Beispiel ein
,nichtarchimedisches System” kennenlernen. Zermelo hat auf die Bewer-
tungstheorie in der modernen Algebra hingewiesen !47) und zitiert das
damals (1930) gerade erschienene Buch ,Moderne Algebra” von B. van der
Waerden. Wir wollen fiir unsere Uberlegungen ein von Schmieden und Laug-
witz 148) definiertes nichtarchimedisches System heranziehen, um zwischen
die Null und die positiven reellen Zahlen ,unendlich-kleine Gréfen” einzu-
schieben. Ein ,erweiterter Zahlbereich” wird durch die Folgen reeller Zahlen

R={r, 15,14 ...}
definiert. Zur Abkiirzung schreiben wir R = {r,, } und erkliren weiter: fiir
R={rm},S5={sn}:

R=S&S rm=1sn (fiirallem),

R>5& rn>sp (firallem),

R+S={rm+sn}, @
R ¢ M = { Ym Sm }.

Die reellen Zahlen 7 selbst konnen als Folgen
r={rr,r,1...} (2)

in den neuen Zahlenbereich eingebettet werden.

148) Vgl, [W] S. 182.
147) [W] S, 439.
148) MZ 69, 1958, S. 1-39.
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Wichtig fiir unsere Uberlegungen ist nun der Begriff ,,unendlich grof” bzw.
,unendlich klein” fiir die ,Zahlen” R:

Eine Zahl R heifit unendlich grof gegen die Zahl S, im Zeichen R > S oder
S <R (S unendlich klein gegen R), wenn alle Zahlen v, € Rund s, € S
nicht negativ sind und

rm>n:sp, 3)
ist fiir jede natiirliche Zahl n und alle m = m(n).
Eine Zahl R > 1 heifit auch (ohne Bezug auf die 1) unendlich grofs, eine Zahl
R’ € lentsprechend unendlich klein. Fiir unsere Zwecke ist es am einfach-

sten, wenn wir uns auf die Menge R* der positiven Zahlen (2), die Zahl
0=1{0,0,0,...}und die Folge U der Zahlen

1 1 1
u,={§,§,3,...} r=1,23,...) (4)
beschrinken.
In der Vereinigungsmenge 149)
M={o}wU\WR* (5)
kénnen wir dann eine Ordnung durch folgende Vorschrift einfiihren:
r<s,wennr <s,r€R*,s€R™+;
U, <<r fiir alle Nummern » und alle r>0. (6)
o<<U, <U, fiiry < v
Nach der Definition von < ist auSerdem
oU, KU, L )

fiir v<<»" und (beliebig kleine) positive Zahlen r. Auf diese Weise ist tat-
sichlich zwischen die Null und die positiven reellen Zahlen eine Folge ,un-
endlich kleiner” Zahlen eingeschoben. Das ,Archimedische Axiom” ist also
fiir unsere Menge M nicht erfiillt.

Aber damit ist Cantor nicht widerlegt! Er spricht in seiner Gegenthese
(S. 118) ausdriicklich von ,solchen Zahlgréflen, die sich unter dem Bilde
begrenzter, geradliniger, stetiger Strecken darstellen” lassen. Hilbert hat in
seinen ,Grundlagen der Geometrie” bewiesen !59), daf8 die Axiome der

149) Wir beschrinken uns auf diese Teilmenge der Halbordnung {R}, weil sie
leicht geordnet werden kann.

180) Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl., 1909, S. 31.
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Stetigkeit unabhingig sind von den iibrigen. Man kann also sehr wohl eine
»nichtarchimedische” Geometrie definieren. Aber darum geht es hier nicht.
Cantor fordert ja Stetigkeit. Das bedeutet nicht unbedingt, daf er das Axiom
iiber die MeBbarkeit (Hilberts 1. Stetigkeitsaxiom) voraussetzt. Leider war
es in den Tagen Cantors noch nicht iiblich, das axiomatische Fundament der
vorgelegten Deduktionen prizis anzugeben. Was ist also eine stetige
Strecke? Wir kénnen heute die Geometrie mit einem Stetigkeitsaxiom auf-
bauen !51), das man etwa so formulieren kann:

Jede Gerade hat die Dedekind-Eigenschaft.

Das heifit: Jeder Dedekindscher Schnitt ist so beschaffen, daf entweder a
Unterklasse kein grifites oder die Oberklasse kein kleinstes Element hat.
Geht man davon aus, dann ist der folgende Satz beweisbar: Jede Strecke ist
durch jede beliebig vorgegebene Mefstrecke mefbar. Bei diesem Aufbau der
Geometrie ist damit tatsichlich ,,das sogenannte Archimedische ,Axiom” gar
kein Axiom, sondern ein aus dem linearen GroBenbegriff mit logischem
Zwang folgender Satz”, wie Cantor ([W] S. 409) bemerkt.

Aber Cantor geht es gar nicht um Elementargeometrie. Der Ort, an dem die
»unendlich-kleinen Groéfen” hausen, ist die Infinitesimalrechnung. Man hat
mehrfach versucht, die vagen Aussagen iiber die Differentiale zu einer
Theorie des ,Unendlich-Kleinen” zu verdichten, die etwa ein Gegenstiick zu
Cantors Theorie der transfiniten Zahlen sein konnte. Hier erhebt sich sein
Widerspruch 152), Er bestreitet die Moglichkeit, bei den iiblichen Voraus-
setzungen iiber ,lineare ZahlgréBen” die Differentiale als ,aktual-unendlich-
kleine” Groen zu deuten und damit die Infinitesimalrechnung zu begriinden
Fraenkel weist (in seiner Abstract Set Theory, S.122 £.) mit Recht darauf
hin, daR es bisher niemandem gelungen sei, den Rolleschen Satz (oder
ein anderes Theorem der Infinitesimalrechnung) durch nichtarchimedische
Groensysteme zu begriinden. Hier hat sich die von Cauchy und Weierstraf
begriindete ,Grenzmethode” bewahrt; hier kommt man (das betont auch
Cantor immer wieder) 15%) mit den , Potential-Unendlichen” aus.

Fraenkel deutet Cantors Meinung so: Er hielt die ,,unendlich-kleinen Gréfen”
tiir ,steril und nutzlos”, nicht fiir in sich widerspruchsvoll. Tatsichlich spricht
Cantor oft von ,papiernen Grofien” 14), aber — das wollen wir erginzen — er

151) Siehe z. B. Meschkowski: Grundlagen der euklidischen Geometrie. S. 83.
152) In mehreren seiner Briefe.
153) Vgl. den Briefanhang, Nr. 11.

154) Vgl. den Brief an Vivanti vom 13. Dezember 1893. Er ist abgedruckt in [B 7]
S. 504 ff,
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hielt doch mindestens einige der damals vorliegenden Versuche fiir anti-
nomisch. So heiflt es in seinem Brief an Vivanti vom 13. Dezember 1893:

Bin ich also im Unrecht, wenn ich die Thomae-Du Bois-Stolzschen infini-

tiren Ordnungsgréfen auf eine Stufe mit dem kreisférmigen Quadrat und
dem quadratformigen Kreis stelle?

Was wiirde Cantor zu den hier (S.119) definierten nicht-archimedischen
Groflen sagen? Es konnte durchaus sein, daf8 er sie als ,papierne GroSen”
abzulehnen geneigt wire. Aber — er war ja ein redlicher Mann! — durch ein
privatissimum mit Herrn Laugwitz wiirde er sich gewif8 davon iiberzeugen,
daf diese ,unendlich kleinen Groflen” fiir die Fragen der (Cantor ja nicht
erschlossenen) modernen Analysis von realer Bedeutung sein kénnen.

Wir haben die Stellung Cantors zum ,Unendlich-Kleinen” in das Kapitel
»~Mathematik und Metaphysik” aufgenommen. Tatsichlich ging es Cantor
immer auch um ontologische Fragestellungen: Die aktual-unendlichen
Groflen existieren, auch in der Natur, die papiernen unendlich kleinen
nicht 195).

4. Die Religion Cantors

Unter den Mathematikern der verschiedenen Epochen hat es Fromme und
Spotter gegeben, Theisten, Deisten und Atheisten. In der Wiirdigung der
wissenschaftlichen Leistung eines Vertreters der exakten Wissenschaften
wird man in vielen Fillen die Stellung zur Religion als eine ,perstnliche”
Angelegenheit ansehen und sie gar nicht oder nur am Rand erwihnen.

Man wird Cantor nicht gerecht, wenn man ihn ,nur” als Mathematiker sieht.
In seiner umfangreichen Bibliothek (fiir die er viel Geld ausgab) fanden sich
zahlreiche philosophische und theologische Werke. Sie zeugen davon, daf8
er seine mathematischen Forschungen in eine Gesamtschau der Welt ein-
bauen wollte.

Bei der Beschiftigung vor allem mit den Briefen Cantors fillt die Ge-
schlossenheit seines Weltbildes auf: Die Mengenlehre und dariiber hinaus
die Prinzipien der Mathematik und der Naturwissenschaft gehdren zur Meta-
physik, weil sie es mit der Ontologie zu tun haben. Die Metaphysik aber ist
eine Hilfswissenschaft der Theologie. Lesen wir dazu Stellen aus seinem
Brief an Pater Esser vom 1. Februar 1896:

Dafl unsere Erdrterungen sich der Hauptsache nach auf philosophischem
Gebiet bewegen werden, war von vornherein auch meine Meinung. Indem

155) Vgl. den zitierten Brief an Vivanti [B 7] S. 506. Eigenartig ist dagegen seine
Theorie der “punctférmigen” Atome, vgl. den Briefanhang. Nr. 10.
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muf ich, um MiBverstindnisse und Uberraschungen von Anfang an auszu-
schlieBen zunichst auf zweierlei aufmerksam machen: erstens auf das un-
zerreifbare Band, das die Metaphysik mit der Theologie verbindet;
indem einerseits Letztere gleichsam der Leitstern ist, nach dem sich erstere
in ihren Bahnen richtet und von welchem sie Licht erhilt, wenn die natiir-
lichen und ordindren Leuchten versagen; andererseits bedarf die Theologie
zu ihrer wissenschaftlichen Entwicklung und Darstellung der gesamten
Philosophie, die also im Dienstverhiltnis zu jener steht. Daraus folgt
dreierlei: a), daf bei einer metaphysischen Discussion unvermeidbar auch
die Theologie gelegentlich mitspricht; b), daf jeder wirkliche Fortschritt in
der Metaphysik auch die Hiilfsmittel der Theologie selbst verstirkt oder
vermehrt, ja unter Umstinden sogar dazu fijhren kann, daf Glaubens-
geheimnisse zu tieferen, gehaltvolleren symbolischen Einsichten kommt
als es vorher zu erwarten oder zu ahnen war. Es folgt dies auch unmittel-
bar aus einer Stelle der Const. dogm. de fide cathol., Sessio III, S. Dec.
Conc. Vatic. Cap. I, wo es von Gott heifit: ,Super omnia, quae praeter
ipsum sunt et concipi possunt, ineffabiliter excelsus” 156).

Jede Erweiterung unserer Einsicht in das Gebiet des Creatiirlichm&glichen
mufl daher zu einer erweiterten Gotteserkenntnis fiihren 1%7).

Die Begriindung der Prinzipien der Math. und der Naturwiss. fillt der
Metaphysik zu; sie hat daher jene als ihre Kinder sowohl wie auch als
Diener und Gebhiilfen anzusehen, die sie nicht aus dem Auge verlieren
darf sondern stets zu bewachen und controllieren hat und wie die in einem
Apiarium residierende Bienenkénigin Tausende von fleifigen Bienen in den
Garten hinausschickt, damit sie iiberall aus den Blumen Saft aussaugen und
ihn dann gemeinsam und unter jhrer Aufsicht in kstlichen Honig ver-
arbeiten, die ihr aus dem weiten Reiche der korperlichen und geistigen
Natur die Bausteine zur Vollendung ihres eigenen Palastes herbeibringen
miilten.

158) Das ist der Schluf8 des ersten Satzes aus dem Caput I der Lehrentscheidung
des Vaticanischen Konzils iiber den Glauben, getroffen in der 3.Sitzung,
Stelle: Acta Sanctae Sedis 5, pag. 462 (1869): Constitutio dogmatica de fide
catholica, Sessio III Sancti Oecumenici Concilii Vaticani, Caput 1. Dieses
Kapitel beginnt so: Sancta catholica et apostolica Romana Ecclesia credit et

confitetur, unum esse Deum verum et vivum.... qui... (praedicandus
est) ... super omnia, quae praeter ipsum sunt et concipi possunt, ineffabiliter
excelsus.

Die stilistischen Unklarheiten dieses Briefabschnittes erkliren sich aus der
Tatsache, da88 wir hier die Entwiirfe Cantors aus seinem Briefbuch zitieren.

157) Eine Randbemerkung auf dieser Seite in Cantors Entwurf ist nicht eindeutig
in den Text eingeordnet. Er will an irgendeiner Stelle in Klammern ein-
schieben: (Unter Vorbehalt der Unterwerfung vor der unfehlbaren Entschei-
dung der Kirche).
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Bei dieser Auffassung iiber das Verhiltnis von Mathematik, Metaphysik
und Theologie ist es nur folgerichtig, wenn Cantor die Reihe seiner Alephs
(nach dem Bericht von Kowalewski) als ,etwas Heiliges” ansah, als ,die
Stufen, die zum Throne Gottes emporfiihren”. Eine Wiirdigung des Lebens-~
werkes von Georg Cantor kann deshalb seine Religiositdt nicht iibersehen.
Cantors Vertrautheit mit den Kirchenvitern, der Scholastik, sein Bemiihen,
mdglichst nicht gegen die Grundlinien der katholischen Theologie zu ver-
stoflen 158), seine sehr ausgedehnte Korrespondenz mit katholischen Theo-
logen: das alles ist erstaunlich, wenn man bedenkt, daf Cantor doch (wie
sein Vater) der evangelischen Kirche angehérte.

Die Tatsache, da8 seine Mutter katholisch war, kann kaum als eine aus-
reichende Erklirung fiir diese Entwicklung gelten. Sie hat ihren Grund wohl
vor allem darin, dafl er bei katholischen Denkern (vor allem bei Gutberlet
und Jeiler 1%9) so viel Verstindnis fiir seine metaphysisch fundierte Theorie
des Aktual-Unendlichen fand.

1891 berichtet er noch (in einem Brief an Mrs. Pott) sehr erfreut iiber die
Konfirmation seiner &ltesten Tochter Else in der lutherischen Kirche
St. Laurenti 1%%). Einige Jahre spdter schreibt er an Hermite (21. Januar 1894)
iiber seine Stellung zur Religion:

Metaphysik und Theologie haben, ich will es bekennen, meine Seele in
solchem Grade ergriffen, daf ich verhiltnisméig wenig Zeit fiir meine
erste Flamme iibrig habe.

Wire es nach meinen Wiinschen vor fiinfzehn, ja sogar noch vor acht Jahren
gegangen, so hitte man mir einen groferen mathematischen Wirkungs-
kreis, etwa an der Universitit Berlin oder G&ttingen gegeben und ich wiirde
vielleicht meine Sache nicht schlechter gemacht haben als die Fuchs, Schwarz,
Frobenius, Felix Klein, Heinrich Weber etc. Allein nun danke ich Gott, dem
Allweisen und Allgiitigen, daB er mir die Erfiillung dieser Wiinsche fiir
immer versagt hat, denn so hat er mich gezwungen durch ein tieferes Ein-
dringen in die Theologie Thm und seiner heiligen-rémisch-katholischen
Kirche zu dienen, als ich es nach meinen wahrscheinlich schwachen mathe-
matischen Kriften durch die ausschliefliche Beschiftigung mit der Mathe-
matik hitte tun kénnen.

158) Man beachte z. B. seinen Brief an Kardinal Franzelin, [W] S. 399 £, aber auch
die Zitate auf S. 111.
159) Vgl. die Briefe 14, 15 und 17 des Anhangs.

16%) Interessant ist, dafs die Tochter selbst dieser kirchlichen Feier viel kritischer
gegeniiberstand als ihre Eltern. Sie hatte (vgl. [B 9]) Skrupel und erwog den
Verzicht auf die Konfirmation. Nur die Riicksicht auf ihre Eltern hielt sie von
diesem Schritt ab.
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So erstreckt sich meine durchaus irenische universelle und cosmo-politische
Téthigkeit schon seit Jahren hauptsichlich nach zwei Richtungen. Erstens
wirke ich nach Kriften auf die Geistlichkeit 1%!) mit der ich innigst be-
freundet bin 1%2) und zwar handle ich da nach den Worten: ,Ihr seid meine
Lehrer in der Religion und Theologie, ich Euer dankbarer Sohn und Schiiler.
Von Euch und Eurem guten Willen hingt es allein ab, ob ich Euer Lehrer
werde in den weltlichen Wissenschaften und so eine goldene Briicke schlage
von Euch zu uns, von uns zu Euch.” Zweitens wende ich mich an den Kreis
der gebildeten Laien, ohne Zelotismus und frei von Ostentation, mit der
nothigen Auswahl, Vorsicht und Klugheit, um sie von den grassierenden
Verirrungen des Skeptizismus, Atheismus, Materialismus, Positivismus,
Pantheismus etc. abzubringen und sie allmihlich dem allein vernunft-
gemifBien Theismus wieder zuzufijhren. ..

Die (von ihm selbst im Briefbuch durchgestrichenen, also wohl nicht in die
Reinschrift aufgenommenen) Funoten deuten darauf hin, daf er inzwischen
Arger mit den Theologen seiner Kirche gehabt hat.

Vernunftgemiifler Theismus: Das ist seine Konzeption. Und wir finden in
seinen Briefen immer wieder Versuche, mathematische Deduktionen auszu-
weiten zu ,Beweisen” fiir metaphysische oder theologische (,kritische”)
Thesen.

So setzt sich Cantor ein fiir die (die biblische Schépfungsgeschichte bestiti-
gende) Auffassung, dal die Welt einen Anfang in der Zeit gehabt habe. Er
spricht (in einem Brief an A. Schmid vom 5. August 1887) von dem ,mon-~
strosen Ungedanken einer unendlichen verflossenen Zeit”. , Unzihlig viele
krankhafte Erscheinungen der neueren Zeit und ihrer Wissenschaft” hingen
damit zusammen. Freilich: Den iiblichen ,Beweis”, dafl es ja ein Aktual-
Unendlich iiberhaupt nicht geben kénne (und deshalb auch nicht eine ,seit
Ewigkeiten” bestehende Welt), kann der Begriinder der Mengenlehre nicht
anerkennen. So geht es nicht, aber er deutet doch an, daf ein ,Beweis” fiir
die Endlichkeit der Welt gewiff moglich sei. In der Nachschrift zu einem Brief
an Dr. Kerry in StraSburg vom 8. Mirz 1887 heift es dazu:

Wenn hier gesagt wird, dal ein mathematischer Beweis fiir den zeitlichen
Weltanfang nicht gefiihrt werden kénne, so liegt der Nachdruck auf dem
Wort ,mathematischer”, und so weit stimmt meine Ansicht mit der von
St. Thomas iiberein, Dagegen diirfte gerade auf Grund der wahren Lehre
vom Transfiniten ein gemischter, mathematisch-metaphysischer Beweis des

161) Dahinter durchstrichen: natiirlich nur auf die katholische.

162) Dahinter durchstrichen: Die protestantische ist viel zu hochmiithig, um von
mir Belehrung annehmen zu wollen.
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Satzes wohl zu erbringen sein und insofern weiche ich allerdings von
St. Thomas ab, der die Ansicht vertritt (S. th. q 46, a. 2 concl.):

Mundum non semper fuisse, sola fide tenetur, et demonstrative probari
non potest.

Die Tatsache, daf heute moderne astrophysikalische Theorien tatsachlich mit
einem zeitlichen ,,Anfang” unseres Kosmos rechnen, wird man kaum als eine
Bestitigung von Cantors angekiindigtem ,gemischten, mathematisch-meta-
physischen” Beweis fiir die Endlichkeit der Zeit werten konnen. Hier steht
offenbar der Wunsch am Anfang aller Uberlegungen, das geschlossene
wchristliche” Weltbild ins 20. Jahrhundert hiniiber zu retten.

Aus diesem Eifer ist auch die Heftigkeit seiner Polemik gegen Haeckel zu
verstehen, wie sie sich in dem Brief an Loofs (Anhang Nr. 18) dufert. Es
ist ja durchaus verstindlich, dafl ein christlich orientierter Denker Haeckels
»~Weltrithsel” ablehnt. Aber man ist doch betroffen iiber die Heftigkeit von
Cantors Polemik. Es gab manche fromme Zeitgenossen Cantors, denen
Haeckel und Nietzsche arg zu schaffen machte, die aber doch wenigstens die
Frage stellten, ob denn nicht doch das kirchliche Denken des 19. Jahrhunderts
zu eng war, um den Fragestellungen der Zeit gerecht zu werden. Nicht so
Georg Cantor. So revolutionir er in seinen mathematischen Ideen war, so
konservativ scheint er in Fragen der Religion und der Weltanschauung zu
sein.

Wir werden es noch sehen: Dieses Festhalten an den klassischen Lehren des
Christentums ist bei Cantor nicht einfach Autorititsgliubigkeit oder gar be-
quemer Verzicht auf eigenes Nachdenken. Er glaubt an eine dem denkenden
Menschen durchschaubare von Gott geschaffene Welt. Seine Auffassung
deckt sich oft, aber nicht immer mit der der grolen Konfessionen.

Aber sie fiigt sich zusammen mit seinen mathematischen Forschungen. Er
will seine ,,Mengenlehre” benutzen, um das christliche Weltbild (wie er es
sah) zu stiitzen. So hofft er, daf seine ,Auffassung der Dinge” den ,Irrtum
des Pantheismus” iiberwinden kénne.

In seinem Brief vom 22.Januar 1886 an den Kardinal Franzelin schreibt
er von seinem ,Kampf mit den meisten” der ,modernen Philosophen-
schulen”:

Kein System ist weiter von meinen Hauptiiberzeugungen entfernt als der
Pantheismus, wenn ich vom Materialismus absehe, mit dem ich durchaus
keine Gemeinschaft habe. Vom Pantheismus glaube ich jedoch, dass er
vielleicht nur durch meine Auffassung der Dinge ganz iiberwunden werden
konnte. Hierbei sei mir gestattet, an einen der geistvollsten Pantheisten,
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den deutschen Dichter Joh. Wolfgang Géthe zu erinnern, der kurz vor
seinem Ende, an seinem letzten, zweiundachtzigsten Geburtstag, 28. Aug.
1831 folgende Worte schrieb:

»Lange hab’ ich mich gestrdubt,
Endlich geb ich nach:
Wenn der alte Mensch zerstaubt, wird der neue wach. -
Und so lange Du dies nicht hast,
Dieses: Stirb und werde!
Bist Du nur ein triiber Gast,
Auf der dunklen Erde.”

Diese von Cantor zitierten Verse stammen aus einem Eintrag in ein
Fremdenbuch der Massenmiihle bei Elgersburg (unweit Ilmenau). Sie wurden
(der letzten vier Verse wegen, die aus dem 1814 geschriebenen Gedicht
«Selige Sehnsucht” stammen) in theologischen Werken von Usteri und
Riitenick als von Goethe stammend zitiert.

Tatsichlich sind die ersten Zeilen eine Dichtung des Leipziger Psychiaters
Heinroth; sie finden sich in den unter dem Pseudonym , Treumund Wellen-
treter” verffentlichten Gesammelten Blittern, Bd. 1, Leipzig 1818, S. 143.

Cantor ist also hier das Opfer eines — verstindlichen — Irrtums 163).

Man wiirde aber Cantor Unrecht tun, wenn man seine religiose Haltung als
gedankenlos konservativ und autorititsgldubig hinstellen wiirde. Dafiir
zeugt schon sein schwierig zu beschreibendes Verhilinis zu den christlichen
Konfessionen. In seiner umfangreichen Korrespondenz mit katholischen
Theologen finden sich so viele devote Auflerungen 184) iiber die katholische
Kirche, daf man vermuten konnte, er wolle konvertieren. Tatsichlich ist ihm
das mindestens von dem Kardinal Franzelin ziemlich unverbliimt nahege-
legt worden. So heifit es in seinem Schreiben an Cantor vom 26. Januar
1886 165) ;
...Was Sie iiber Ihre Stellung zum Katholizismus schreiben, war mir
einestheils sehr erfreulich, besonders wenn ich bedenke, in welcher Um-
gebung Sie sich befinden; aber auf der andern Seite kann ich Ihnen nicht
verhehlen, wie schmerzlich es mir ist, daf8 Sie auSer dem Mutterhause sich
zu befinden das Ungliick haben. Fiir Ménner von Ihrer Stellung ist das
Nachdenken iiber die wichtigste und fiir die Ewigkeit entscheidende An-
gelegenheit der Religion nothwendig . . .

163) Jch danke diese Aufklirung iiber das angebliche Goethe-Zitat Herrn Kollegen
Alfred Kelletat.

164) Beispiele findet man z. B. in [B 7].
165) Abschrift im Briefbuch Cantors.
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Aber Cantor wahrt seine Unabhingigkeit. An Mrs. Pott schreibt er am
7. Mirz 1896, daB ,in religiosen Fragen und Beziehungen” sein , Standpunct
kein konfessioneller” sei. Er behauptet sogar, keiner der bestehenden orga-
nisierten Kirchen anzugehéren. Dieser Satz ist wohl nicht so zu verstehen,
dafl Cantor aus der evangelischen Kirche ausgetreten sei. Dafiir gibt es jeden-
falls keinerlei Zeugnisse. Er hat mit dieser Bemerkung seine absolute theo-
logische Unabhingigkeit ausdriicken wollen.

Ein bemerkenswertes Zeugnis fiir diese Unabhingigkeit ist eine kleine
Schrift Cantors aus dem Jahre 1905, die sich in keinem der ilteren Verzeich-
nisse seiner Verdffentlichungen findet. Wir entdeckten sie als Anlage zu
einem Sammelband der Schriften Cantors zum Bacon-Problem, der aus der
Privatbibliothek von Georg Wissowa stammt und jetzt der Universitits-
bibliothek Halle gehért.

In diesem Privatdruck [A 39] ,Ex Oriente Lux” nimmt er zu ,wesentlichen
Puncten des urkundlichen Christentums” Stellung.

Es geht um die Frage der Abstammung Jesu und das Dogma der Jungfrauen-
geburt. Er lehnt diese damals jedenfalls von beiden Konfessionen vertretene
Lehre ab und kommt auf Grund einer Untersuchung der neutestamentlichen
Aussagen zu dem Ergebnis, da8 Joseph von Arimathia der leibliche Vater
Jesu sei.

Es ist kaum anzunehmen, daf die Kirchenhistoriker seine Thesen akzep-
tieren werden. Aber seine kleine Schrift ist doch ein Beleg fiir die Unbefan-
genheit, mit der er anerkannten Lehrmeinungen entgegentritt. Er verficht
einen rationalen Theismus und steht mit evangelischen und katholischen
Theologen gegen die ,Irrlehren” von Haeckel und Nietzsche, die ,Verderber
der Jugend”. Aber er behilt doch seinen eigenen Standort und erwartet, daf8
seine Thesen , wie mit einem wuchtigen Hiebe alle theologischen Richtungen
der Gegenwart” treffen werde. Er will damit ,aufs Tiefste die bestehenden,
sich gegenseitig anfeindenden kirchlichen Organisationen” erschiittern.

Es bleibt aber bis zum Ende der Tage auf einem unerschiitterlichen Fels,
Christo selbst, ruhend, die unsichtbare Kirche, welche er gegriindet hat,
bestehen. Er ist ihr Oberhaupt, das keinen Statthalter auf Erden braucht.

Das ist eine deutliche Absage an den Katholizismus.

Nimmt man noch Cantors eifernde Stellungnahme zum Bacon-Problem
dazu 19%), so wird deutlich, dag er nicht nur auf dem Gebiet der Mathematik
ein eigenwilliger Denker war. Vielleicht darf man es so sehen: Durch den
ihm aufgezwungenen Kampf fiir seine Welt des Transfiniten war er im

168) Vgl. Kap. XIII.
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Widerstand gegen eine Mehrheit seiner Zeitgenossen geiibt. Es kam ihm nun
nicht mehr darauf an, auch auf dem Gebiet der Theologie oder der Philo-
sophie ein Auflenseiter zu sein.

Da wir uns heute die Cantorsche Auffassung iiber eine wissenschaftlich
fundierbare Metaphysik kaum noch zu eigen machen, werden wir ihm auch
in der Verteidigung seines Weltbildes kaum folgen kénnen. Aber das wollen
wir doch in dem Abschnitt iiber die Religiositit Cantors betonen: Er war ein
redlicher Mann, der seiner Uberzeugung lebt und — von wem kann man das
sagen! — auch in dem Sinne Christ war, daf er seine Fehler und Irrtiimer
zugestehen konnte. Davon zeugt unter anderem das, was Kowalewski 167)
iiber seine Erfahrungen mit , dem beriihmten Schpfer der Mengenlehre” zu
berichten weif.

Ist mit diesen Feststellungen nun das letzte Wort zur Religiositiat Cantors
gesagt? Das Auftauchen der Antinomien in der Mengenlehre (Kap. X) war
ja ein schwerer Schlag fiir die Anhinger der platonischen Denkweise in der
Mathematik. MufSte da nicht auch die Hoffnung auf eine rationale Fundie-
rung des Theismus ins Wanken kommen? Davon soll noch am SchluB8 des
Kapitels X iiber die Antinomien die Rede sein.

167) [B 4], S. 208 ff. Vgl. auch S. 142 f.
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IX. Cantor und seine Kollegen

1. Schwarz und Weierstrafl

Nach dem Tode eines groflen Forschers ist es iiblich, seine hinterlassenen
Papiere, aber auch den Briefwechsel mit Kollegen und Freunden zu sichten
und zu sammeln. Manchmal fiihlt sich einer der Erben zur Wahrung des
Nachlasses berufen, in andern Fillen bemiihen sich die wissenschaftlichen
Bibliotheken. Da findet man dann nach Jahrzehnten wichtige, noch unver-
offentliche Dokumente neben alltiglichen Nachrichten und Ansichtspost-
karten verwahrt.

Der Briefwechsel ist dabei besonders aufschluBSreich. Nicht alles kann durch
das Studium nachgelassener Korrespondenzen erhellt werden. Aber in
manchen Fillen werden aus solchem Schrifttum Wiinsche, Ziele und Beweg-
griinde der Wissenschaftler offenbar, die die Zeitgenossen nicht hatten durch-
schauen kénnen.

Aber womit kann man so viel Interesse fiir den personlichen Bereich der
Forscher rechtfertigen? Insbesondere: Haben wir heute ein Recht, den Ge-
lehrtenstreit vergangener Jahrzehnte der Offentlichkeit vorzulegen? Es gibt
ja auch in unseren Tagen noch genug sachliche und persénliche Differenzen
zwischen den Professoren. Sollte man da das manchmal Allzu-Menschliche
vergangener Zeiten nicht lieber ruhen lassen?

Auf diese Fragen hat im Falle Cantor schon A. Schoenfliefl eine Antwort ge-
geben, als er 1927 in den Acta Mathematica, Bd. 50, iiber ,Die Krisis in
Cantor’s mathematischem Schaffen” [B 12] berichtete. Er verdffentlichte da-
mals viele Briefe Cantors aus dem Jahre 1884, als eine Huldigung an den
damals achtzigjahrigen Gésta Mittag-Leffler, der in schwierigen Jahren treu
zu Cantor gestanden hatte. Als ,innersten Grund” fiir die Veroffentlichung
der Briefe iiber den Gegensatz Cantor-Kronecker bezeichnet er die folgende
Uberlegung (a. a. O.5. 14):

Die Briefe stempeln, gerade wegen ihrer Ubertreibungen, das Verhalten
von Kronecker zu Cantor als ein Schulbeispiel dafiir, wie unheilvoll es fiir
den einzelnen und die Wissenschaft ausschlagen kann, wenn neue Gedan-
ken eines Jiingeren an machtvoller Stelle in der Weise abgelehnt und be-
feindet werden, wie es durch Kronedker leider geschehen ist.
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Wir meinen, da8 diese Uberlegungen auch heute noch ihre Giiltigkeit haben.
Es kommt noch dies hinzu: Gerade bei einer so vielseitig interessierten Per-
sonlichkeit wie Cantor kann das Studium seiner Briefe (und das der an ihn
gerichteten Schreiben seiner Kollegen) zum Verstindnis seiner Denkweise
beitragen. Und da mit der Begriindung der Mengenlehre tatsichlich eine
neue Epoche der Mathematik eingesetzt hat (wenn auch das 20. Jahrhundert
keineswegs alle Konzeptionen Cantors iibernommen hat), haben wir das
Recht und die Pflicht, die Gedankenwelt Cantors zu studieren.

Es 148t sich nicht vermeiden, daf dabei auch temperamentvolle und kritische
AuBerungen iiber Zeitgenossen zitiert werden miissen; wir haben aber ver-
sucht, alle nur personlichen Differenzen zwischen den Wissenschaftlern jener
Zeit beiseite zu lassen.

Der Anfang der wissenschaftlichen Laufbahn Cantors war so friedlich: Er
hatte ein gutes Doktorexamen gemacht, sich bald darauf in Halle habilitiert,
er verehrte vor allem seinen Lehrer Weierstrafl und war mit H. A. Schwarz
in Freundschaft verbunden. Seine ersten Arbeiten waren der Zahlentheorie
gewidmet; dann folgten solche Publikationen, die die Weierstrafsche Fun-
dierung der Analysis weiterfithrten. Er arbeitet mit seinem Hallenser

Kollegen Heine gut zusammen und wechselte freundschaftliche Briefe mit
Schwarz in Ziirich.

Einmal kommt es dabei zu einem Mifsverstindnis in einer Priorititsfrage.
Aber das gibt offenbar keinen Anlaf zu einem ernstlichen Zerwiirfnis.
Schwarz schreibt (am 2. Juli 1870) seinem Freunde:

Es tut mir leid, daB Du Dich in Halle so verlassen fiihlst und nun noch

Veranlassung zu finden glaubst, an mir auf einen Augenblick irre zu wer-
den; komm doch in den Ferien her. ..

Spiter ist Cantor an seinem alten Freunde nicht ,fiir einen Augenblick”,
sondern fiir den Rest seines Lebens irre geworden. Wir konnen heute nicht
mehr ausmachen, was der Grund fiir das Zerwiirfnis zwischen den beiden
war.

Wahrscheinlich waren es nicht eigentlich persénliche Differenzen. Es scheint,
da8 sich Schwarz eindeutig auf die Seite der Gegner Cantors in Berlin gestellt
hat. Jedenfalls schreibt Cantor am 1.Januar 1884 an Mittag-Leffler iiber
seine an das Ministerium gerichtete Bewerbung nach Berlin 168):
Sie fassen den Sinn meiner Bewerbung ganz richtig auf; ich habe nicht im
Entferntesten daran gedacht, dass ich jetzt schon nach Berlin kommen
wiirde. Da mir aber daran liegt, nach einiger Zeit hinzukommen und mir
bekannt ist, dass Schwarz und Kronecker seit Jahren fiirchterlich gegen

168) Schoenflief [B 12], S. 3—4.
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mich intriguieren, aus Furcht ich kénnte einmal hinkommen, so habe ich
es fiir meine Pflicht gehalten, die Initiative selbst zu ergreifen und mich an
den Minister zu wenden. Den niichsten Effect davon wusste ich ganz genau
voraus, dass ndmlich Kr. wie von einem Skorpion gestochen auffahren und
mit seinen Hiilfstruppen ein Geheul anstimmen wiirde, dass Berlin sich in
die Sandwiisten Afrika’s, mit ihren Léwen, Tigern und Hy&nen versetzt
glauben wird. Diesen Zweck habe ich, so scheint es wirklich erreicht.

Cantor war also davon iiberzeugt, da Schwarz zu den ,Hiilfstruppen”
seines Widersachers Kronecker gehorte. Und wahrscheinlich hat er durchaus
Grund zu dieser Annahme gehabt. Spiter haben sich die Gegensitze noch
vertieft. Dafiir spricht u. a. der im Anhang wiedergegebene Brief von
Schwarz an Weierstrafl vom 17. Oktober 1887 169),

Wir wissen heute nicht, welches Ereignis den unmittelbaren Anla8 zu jenem
Gesprich auf der Strale in Halle gab. Cantor war ein temperamentvoller
Mann, und es mag sein, daf§ er seine abweichenden Ansichten gelegentlich
etwas drastisch du8erte. Aber er war redlich, und sein Versshnungsversuch
spricht doch fiir ihn.

Bemerkenswert ist nun die Stellungnahme Schwarzens zu der ihm von
Cantor dedizierten Arbeit. Man greift noch einmal zu der hier zitierten , Mit-
teilung zur Lehre vom Transfiniten” in Cantors Werken, um zu sehen, ob
denn diese Schrift wirklich ein so hartes Urteil verdient. Schliellich ist
die Cantorsche Arbeit in einer angesehenen philosophischen Zeitschrift ver-
offentlicht worden, sie wurde (zusammen mit anderen Arbeiten) als Sonder-
druck herausgebracht, und Zermelo hat sie Jahrzehnte spiter in die ,Ge-
sammelten Abhandlungen” ohne kritische Abwertung 17%) aufgenommen.

Von ,Irrationalzahlen” ist in dieser Arbeit ja nicht die Rede; wohl aber wer-
den u. a. Kirchenviter zitiert, um die verschiedenen Standpunkte in bezug
auf das Aktual-Unendliche zu beleuchten. Das ist doch durchaus legitim,
auch wenn wir heute die ,Wissenschaft von den formalen Systemen” ohne
Bezug auf frithe philosophische Versuche aufzubauen pflegen. Cantor sah
noch den Zusammenhang seiner Arbeiten mit den groflen philosophischen
Fragen, und man sollte dem ,jungen Mann” 171) das nicht verargen. Beson-
ders unfreundlich scheint der Vergleich mit Zéllner zu sein, der spiter unter
die Spiritisten ging. Das hat Cantor nicht verdient.

Es ist nicht anzunehmen, daf Cantor diesen an Weierstrafl gerichteten Brief
je gelesen hat. Aber Schwarz diirfte sich auch bei andern Gelegenheiten shn-

169) Brief Nr. 13.
170) Er hat an anderen Stellen gelegentlich Kritik geiibt.
171) Schwarz war nur zwei Jahre élter als Cantor.

132



lich geduBert haben (u. a. gegeniiber franzésischen Mathematikern), und so
mufite Cantor wihrend mehrerer Jahrzehnte seinen friiheren Freund als
einen seiner drgsten Widersacher ansehen.

In den letzten Jahren ihres Lebens freilich haben sie wieder zueinander ge-
funden. Jedenfalls gratuliert Cantor dem Freund seiner Studienjahre zu
seinem 70. Geburtstag und spricht in diesem Brief 172) von einer verschnen-
den Aussprache, die einige Jahre vorher in Berlin stattgefunden hat. So gibt
es wenigstens fiir diesen Streit der Forscher ein gutes Ende.

Hinter den sachlichen Meinungsverschiedenheiten zwischen den Weierstrafi-
Schiilern steckte aber noch ein anderes Problem. Cantor war Professor in
Halle, und er hat immer wieder gewiinscht, einen anderen Wirkungskreis zu
finden. Es war die Rede von einem Ruf nach Miinchen, und Mittag-Leffler
gegeniiber hat er sogar die Bereitschaft geduBert, unter Umstinden ins Aus-
land zu gehen. Am begehrtesten war natiirlich eine Berufung nach Berlin, an
die im 19.Jahrhundert wohl angesehenste Universitit Deutschlands. Eine
solche Berufung hitte auch gewichtige materielle Vorteile gehabt: Cantor
erhielt in Halle 173) ein Gehalt von 4800 Mark, hitte aber in Berlin mehr als
das doppelte bekommen. Und so mu8 er sich eine Reise nach Paris versagen,
weil es ,am Nothigsten” fehlt und sein Gehalt fiir die Ausbildung seiner
sechs Kinder aufgebraucht wird 174).

Wechselnd ist auch die Haltung Cantors zu seinem alten Lehrer Weierstrag.
Noch im Oktober 1884 (Brief Nr. 9) dufert er sich besorgt um seine Gesund-
heit und wiinscht, seinen Einflu in der Berliner Fakultit und in der Aka-
demie (vor allem gegen Kronecker) zu erhalten. Aber er hat doch die Sorge,
daB Weierstrafl zum Lager seiner Gegner gehdrt. So schreibt er an seinen
Freund Mittag-Leffler, der Cantor in seinen Arbeiten zitiert hatte, am
9. September 1884 :
Sehr interessant ist es mir, aus IThrer heutigen Karte zu ersehen, dass IThnen
Thre Arbeit momentan und zunichst in Frankreich nur geschadet hat; weil
Sie darin auf meine Arbeiten recurriren... Ich vermuthe, dass der Ton in
dieser Affdire von Berlin und Géttingen 175) ausgegangen und dass die
guten Franzosen hierbei nur aus Courtoisie einstimmen. Daran diirfte
selbst Weierstra8 nicht unschuldig sein; auch ihm paft es nicht, dass Sie
sich mir in Freundschaft angeschlossen haben.

172) Vgl. den Brief Nr. 21 im Anhang.

173) Vgl. den Brief an Lemoine vom 17. Mirz 1896 [B 7] S. 515 ff. Bei seiner Er-
nennung zum Ordinarius 1879 erhielt er nur (laut Bestallungsurkunde)
3500 Mark Gehalt und 660 Mark Wohnungsgeld.

174) Vgl. den Brief an Hermite, Nr. 16 im Anhang.

175) In Gottingen wirkte damals H. A. Schwarz.
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Aber Mittag-LefFler teilt diese Bedenken nicht, mindestens soweit sie Weier-
strafl angehen. Er schreibt schon am 2. August 1884 an Cantor:

Kronedker est trés irrité contre moi a cause de I'emploie que j’ait fait de vos
théories. Il appelle cela une généralisation stérile. Weierstral au contraire
parait étre content et il veut communiquer le principal de mon mémoire au
seminaire de Berlin. Je tacherai de savoir quelle application il fzra alors de
vos recherches et je vous le communiquerai.

Nach dem Bericht von Schoenflief 176) hat Weierstraff schon friih Interesse
fiir die mengentheoretischen Arbeiten Cantors gezeigt. Lag es an seiner
Krankheit, da8 er sich in spiteren Jahren nicht stirker gegeniiber Kronecker
fiic seinen ehemaligen Schiiler einsetzte? Jedenfalls gesteht Schoenflief
spater 177) zu, daB Cantor sich in seinem Groll auch gegen Weierstraf3 ,nicht
villig getduscht hat” 178),

2. Kronecker
Schoenflief sagt iiber die Stellung Kroneckers zu Cantor 179):

Es iibersteigt nicht das erlaubte Mass, wenn ich sage, dass die Kronedckersche
Einstellung den Eindruck hervorbringen muflte, als sei Cantor in seiner
Eigenschaft als Forscher und Lehrer ein Verderber der Jugend.

Cantor reagierte auf die Angriffe seines friiheren Lehrers manchmal mit
grimmigem Humor 189); spiter aber war er verbittert und verzweifelt. Schon
aus den Briefen von H. A. Schwarz an Cantor aus dem Jahre 1870 liest man
immer wieder den Kummer dariiber heraus, da8 Kronecker ihre und die
Weierstraf8schen Deduktionen fiir ,nicht streng” hielt. Bei dieser Einstellung
war es zu erwarten, daf er die auf Erfassung des Aktual-Unendlichen gerich-
teten Versuche Cantors nicht schitzen wiirde. Aber er attackierte Cantor
nicht in offener Feldschlacht: Er bezeichnete nicht die Stellen seiner Arbeiten,
die (nach seiner Ansicht) fehlerhaft waren; er nannte nicht explizit die Be-
griffsbildungen, die (nach seiner Auffassung) aus dem einen oder andern
Grunde unzulissig waren. Er verletzte Cantor durch kritische Bemerkungen
vor Kollegen und sogar vor Studenten.

Es scheint, da88 vor allem im Friihjahr 1884 Cantor durch Berichte iiber die
Gegnerschaft Kroneckers getroffen wurde. Er war in dieser Zeit auf das

17) [B 11].

177) Actam. 50, S. 1.

178) Vgl. aber die Bemerkung Cantors in einem Brief an W. H. Young, S. 176.
179) Actam. 50, S. 2.

180) Vgl, das Zitat auf S. 132.
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AuBerste angespannt durch seine rastlosen Versuche, das Kontinuum-
problem zu lgsen 181). Nur die Familienmitglieder eines intensiv forschenden
Mathematikers kénnen ermessen, wie der Kampf um ein ungel6stes Problem
einen Menschen beanspruchen kann. Und nun kam fiir Cantor noch der Be-
richt iiber die ,Intrigen” aus Berlin dazu. Wir kénnen heute nicht mehr her-
ausfinden, ob die Arbeit am Kontinuumproblem oder der Zorn iiber die
Berliner die auslésende Ursache war: Cantor erlebte im Friihjahr 1884 eine
schwere Depression. Er hatte ja schon als Student gelegentlich Neigung zur
Schwermut gezeigt, die sein Vater durch aufmunternde Briefe 182) zu zer-
streuen suchte. Jetzt, im Alter von 40 Jahren, traf es ihn noch hirter. Das
Friihjahr 1884 muS fiir die Familie Cantor eine bse Zeit gewesen sein: Wir
erfahren aus der Biographie von Else Cantor, daf8 die damals neunjihrige
Tochter betroffen war durch ,die bohrende Angst um das Unbegreifliche im
Wesen des plotzlich erkrankten Vaters” 183),

Im Sommer 1884 entschliet sich Cantor, den Stier bei den Hornern zu
packen: Er schreibt an Kronecker und versucht, mit ihm ins Gesprich zu
kommen. Schoenflief8 vermutet 18¢),
dafl es Familie und Arzt gelang ihm die Meinung einzuflé8en, die nervése
Ersch6pfung beruhe wesentlich auf der iiberstarken und iibertriebenen Ge-

reiztheit, die ihn gegen Kronedker erfiille und an der er sogar selbst schuld
sei, und dass eine Aussshnung die Basis jeder Besserung sei.

Jedenfalls: Cantor schreibt einen ,Versshnungsbrief” 185) und erhilt von
Kronecker umgehend eine wenigstens menschlich befriedigende Antwort. Es
lohnt sich, diesen Brief Kroneckers (er wird hier im Anhang zum erstenmal
verdffentlicht) aufmerksam zu lesen.

Kronecker gibt sich erstaunt iiber die Meinung Cantors, daf ihre person-
lichen Beziehungen in irgendeiner Weise gestort seien. Natiirlich leugnet er
nicht ,die Divergenz in einigen wissenschaftlichen Fragen”, aber solche
Divergenz sei doch kein Grund zu persénlichen Spannungen.

Das klingt freundlich und weise. Aber kann man wirklich erwarten, da die
personlichen Beziehungen nicht berithrt werden, wenn die ,Divergenz” in

181) Vgl. dazu S. 109, aber auch den folgenden Abschnitt iiber Mittag-Leffler.
182) Vgl. S. 2.
16%) [B 9] 5. 27.

184) Man kann jedenfalls Schoenflief darin zustimmen: Der Ton dieses Briefes
unterscheidet sich so von dem seiner iibrigen, daf der Verdacht nahe liegt,
daB ,ein fremder Wille seine Entschliisse richtete und eine fremde Hand die
Feder fiihrte”. ([B 12] S. 8).

185) Er ist veroffentlicht [B 12] S. 10.
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wissenschaftlichen Fragen vor Studenten des Berliner Seminars in einer Form
ausgetragen wird, wie sie Schoenflief beschreibt?

Interessant ist die Bemerkung von Sonja Kowalewsky iiber die Grundlagen-
probleme der Mathematik. Kronecker akzeptiert den Vergleich mit den
Fragen der Religion. Aber: Wenn es wirklich um ,Glauben” geht, ist doch
Toleranz angebracht, Freiheit gegeniiber dem, der anders denkt. Warum also
dann der Arger iiber die Tatsache, daB Mittag-Leffler Ideen von Cantor an-
wendet 188)?

Aber bleiben wir bei den sachlichen Meinungsverschiedenheiten. In dem
Brief Kroneckers wird sein bekannter Standpunkt 1%7) iiber die Bedeutung
der ganzen Zahl deutlich. Er will die Mathematik frei halten von ungesicher-
ten philosophischen Spekulationen und die ganze Mathematik auf der Lehre
von den ganzen Zahlen aufbauen.

Dieser Versuch hat aus der Sicht des 19.Jahrhunderts gewif seine Berechti-
gung. Was damals in manchen , Lehrbiichern” iiber die Analysis geschrieben
wurde, konnte einen klaren Denker schon veridrgern, und es lag der Wunsch
nahe, die in der Theorie der ganzen Zahlen herrschende Klarheit der Begriffs-
bildung und der Aussagen auf alle Bereiche der Mathematik auszudehnen.
Man kann heute riickschauend feststellen, daf die Kroneckerschen Ziel-
setzungen im 20. Jahrhundert die Arbeiten iiber eine ,rekursive Analysis” 188)
(und andere Versuche einer ,konstruktiven” Mathematik) befruchtet haben.
Aber ist das nun die ganze Mathematik? Sind nicht auch Begriffsbildungen
zulidssig und sogar notwendig, die Strukturen anderer Art definieren?

Zugegeben: Die Cantorschen Begriffsbildungen waren manchmal in ihrer
ersten Fassung etwas vage. Aber mufite ein begabter Mathematiker nicht
erkennen, daf8 hier Wege zu neuen Bereichen erschlossen wurden? Auch die
ersten Versuche in der Geometrie waren vor Jahrtausenden ,,unklar”, wenn
man die Maf8stibe der modernen Axiomatik anwendet. Heute, nach weniger
als hundert Jahren, haben wir axiomatisch gesicherte Fundamente der
Mengenlehre und Begriffsbildungen dieser Theorie, die nicht weniger prazis
sind als die der klassischen Disziplinen der Mathematik. '

Aber es geht nicht nur‘um die Problematik des Unendlichen. Durch die Ein-
fithrung des Mengenbegriffs in die moderne Mathematik sind erst die mo-
dernen Strukturtheorien méglich geworden. Wir benutzen heute (neben den

186) Vgl. das Zitat auf S. 134.

187)  Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschen-
werk.”

188) Vgl. dazu z. B. Goodstein: Recursive Analysis, Amsterdam 1961.
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von Cantor eingefiihrten ,geordneten” Mengen) die (endlichen oder unend-
lichen) Halbordnungen und Verbinde. Auch die Menge der natiirlichen
Zahlen bildet einen (besonders einfach zu durchschauenden) Verband. Es be-
steht kein Grund, nur diesen einen Verband in der Mathematik zuzulassen.

Hilbert hat einmal von einem Studenten gesagt, der von der Mathematik zur
Germanistik iiberwechselte: ,Er ist unter die Dichter gegangen. Fiir die
Mathematik hatte er nicht genug Phantasie.” Vielleicht liegt es daran: Cantor
hat mehr schépferische Phantasie als Kronecker?

Cantor war sehr begliickt iiber die versshnliche Haltung Kroneckers, wenn
auch eine Ubereinstimmung in den Grundlagenfragen noch nicht erreicht
war. Er antwortete mit einem Brief, in dem er die Vermutung ausspricht, daf§
nur die ,nicht ganz iibersichtliche Darstellung” seiner Theorien schuld an
dem Mifverstindnis sei (Brief Nr.7) und hoffe auf das verabredete Ge-
sprich. Diese Unterredung kommt im Oktober 1884 zustande, fiihrt aber zu
keiner Anniherung der verschiedenen Standpunkte. Nur fiir kurze Zeit sind
die persénlichen Spannungen beseitigt.

Cantor findet immer wieder Anlaf3, sich iiber seinen ,,Herrn von Méré” zu
drgern. Chevalier de Méré: Das ist ein Spitzname, den Cantor seinem Wider-
sacher Kronecker jetzt gelegentlich in seinen Briefen gibt. Er nimmt damit
Bezug auf einen Streit iiber ein Problem der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
iiber das er selbst in seinen ,Historischen Notizen zur Wahrscheinlichkeits-
rechnung” ([W] S. 359) berichtet:

Ein gewisser Chevalier de Méré, Mann von Ansehen und Geist, will bei
einer das Wiirfelspiel betreffenden Aufgabe die Autoritit des Mathema-
tikers durchaus nicht anerkennen; er hat sich eine andere L&sung in den
Kopf gesetzt und in der Meinung, sie sei die richtige, klagt er die Mathe-
matik Sffentlich an, daf sie sich selbst widerspreche. Es handelt sich um
folgendes. Wenn man mit einem Wiirfel viermal werfen darf, so kann man
mit Vorteil darauf wetten, mindestens einmal die 6 zu werfen. Spielt man
mit zwei Wiirfeln, so findet sich, daf man nicht mit Vorteil annehmen kann,
eine doppelte sechs unter vier und zwanzig Wiirfen zu erhalten. Nichts-
destoweniger verhalten sich beim zweiten Spiel die Zahl 24 zu der Anzahl
der méglichen Fille 36, wie 4 zu 6, d. h. wie beim ersten Spiel die ent-
sprecheriden Zahlen; und dies wollte dem Chevalier nicht einleuchten 19).

189) Die beiden Wahrscheinlichkeiten sind tatsdchlich verschieden. Es ist (w, fiir
das Problem mit einem, w, fiir das mit zweien)

6

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung bestatigt also die ,Erfahrung” des Herrn
von Méré.

5 4 35 24
w;=1— (—) =0,518 > w, =1— (g) =0,491.
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Der Chevalier de Méré darf, wie ich glaube, allen Widersachern der exakten
Forschung, und es gibt deren jederzeit und {iberall, als ein warnendes Bei-~
spiel hingestellt werden; denn es kann auch diesen leicht begegnen, daf
genau an jener Stelle, wo sie der Wissenschaft die tédliche Wunde zu geben
suchen, ein neuer Zweig derselben, schoner, wenn mdglich, und zukunfts-
reicher als alle fritheren, rasch vor ihren Augen aufbliiht, — wie die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung vor den Augen des Chevalier de Méré.

Diese Sitze iiber Herrn von Méré hat Cantor 1873 geschrieben, also noch vor
Veroffentlichung seiner ersten Arbeit zur Mengenlehre. Man kénnte sie
heute als eine prophetische Vision deuten: Was hier iiber den Sieg eines
neuen Zweiges der exakten Wissenschaften iiber die Vorurteile der Zeit-
genossen gesagt wird, ist ja tatsachlich das Schicksal der von Kronecker so
hart bekdmpften Mengenlehre.

Cantor hat sich 1884 dieses Herrn von Méré erinnert, als ihm der Wider-
stand Kroneckers zu schaffen machte. So schreibt er am 2.Januar 1885 iiber
die geplante Weierstraf-Feier in Berlin 199):

Von Frau v. Kowalewski erhielt ich gestern Antwort. .. Sie scheint grosse
Angst zu haben, dass sich an diese Sache Streitigkeiten unter den deutschen
Mathematikern kniipfen, diese Angst ist unbegriindet; ich habe ihr be-
ruhigend geantwortet.

Die Sache liegt ndmlich so, dass ich mit unserem Herrn von Méré nicht gross
anbinde, weil ich mich nicht mit Kleinigkeiten unn&thigerweise abgebe,
und dass er seinerseits sich hiitet, mit mir in offenen Streit zu kommen, weil
er weiss, dass ich beim geringsten Anfang seinerseits mit dem schwersten
Geschiitz hervortreten und mit geschwungenem Pfeil ihn mitten ins Herz
treffen werde; darum ist es viel vorteilhafter fiir ihn, im Dunkeln gleich
einem Maulwurf sowohl Weierstrass und seinen Verehrern und Schiilern,
wie auch mir und der Mengenlehre den Boden zu unterwiihlen.

Ausser uns beiden, dem Herrn von Méré und meiner Wenigkeit giebt es
aber meines Wissens keine Kampflustigen und Sie werden mir daher zu-
geben, dass der Friede im mathematischen Europa z. Z. gesichert ist und
ich bitte Sie, auch ihrerseits die besorgte Frau v. Kow. dariiber zu beruhigen.

Die Friedensaussichten sind aber noch um so grdsser, als ich, wie Sie wissen,
degoutirt von dem persénlichen Getriebe der heutigen Mathematik, nur
noch mit einem Fusse dieses widerliche Territorium beriihre und bald ganz
demselben entfremdet werde; dann mdgen nach Herzenslust die Herren
Geometer von Frankreich, Deutschland, England und Italien um das gol-
dene Kalb unseres Herrn von Méré herumtanzen, ich mach den Zauber
seit Jahren schon nicht mit.

190) Acta math. 50, S. 21-22.

138



Es bleibt dabei: Die sachlichen Gegensitze zwischen Cantor und Kronecker
konnen nicht abgetragen werden, auch nicht durch freundliche Gesten des
attackierten Cantor. Schlieen wir dieses irgerliche Kapitel mit einem Brief-
zitat aus dem Jahre 1891. Am 5. September schreibt Cantor iiber die Vor-
bereitungen zur Tagung der deutschen Naturforscher und Arzte in Halle:

Vor einem halben Jahr habe ich ihm den Erdffnungsvortrag in unserer
mathematischen Section offerirt, und er hat diese Offerte mit grosser Be-
friedigung angenommen.

Nun glaube ich, dass er durch meine Courtoisie bewogen werden wiirde,
wenigstens in diesem Sommer seine Feindseligkeiten gegen mich einzu-
stellen. Allein ganz im Gegentheil! Zufillig erhalte ich in meinen Besitz
eine Nachschrift seiner in diesem Sommersemester iiber den Zahlbegriff an
der Universitdt Berlin gehaltenen 6ffentlichen Vorlesung und habe hier
schwarz auf weiss den Beweis, dass er in der schamlosesten Weise und
ohne jeden Versuch einer wissenschaftlichen Begriindung meine mathema-
tischen Arbeiten vor seinen unreifen urtheilslosen Zuhorern herabgesetzt
hat. Was sagen Sie dazu?

3. Mittag-Leffler

In den fiir Cantor so schweren achtziger Jahren hatte Cantor einen zuver-
ldssigen Freund: Gdsta Mittag-Leffler. Dieser durch seine funktionentheore-
tischen Arbeiten bekannte Forscher verehrte Weierstraf. Er stand natur-
gemif} gegen Kronecker in den Auseinandersetzungen iiber die Grundlagen-
fragen der Analysis. Er zeigte aber auch Verstindnis fiir die Cantorschen
Ideen und hat in einer umfangreichen Arbeit iiber Probleme der Funktionen-
theorie zum erstenmal Sitze von Cantor aus der Theorie der Punktmengen
benutzt (Acta Math. 4).

Mittag-Lefflers Brief von 10. Januar 1883 (Brief Nr. 3 im Anhang) zeugt von
seinem Verstindnis fiir die Cantorschen Ideen. Es wird daraus auch deutlich,
daB sie beide die gleichen Freunde und Gegner haben. Wir wissen heute
nicht mehr, welche Differenzen zwischen Schwarz und Mittag-Leffler be-
standen. Jedenfalls waren sie vorhanden. Wir finden bei Mittag-Leffler
immer wieder kritische Bemerkungen 1?1) iiber den spiteren Nachfolger des
von beiden geschitzten Lehrers Weierstra@ in Berlin.

Cantor und Mittag-Leffler tauschen ihre Fotos aus, und jeder nimmt Teil an
den Familiensorgen des anderen. Cantor berichtet seinem Freunde von seinen
Ideen; er schreibt ausfiihrlich iiber seine Vorstellung von der Struktur der

191) Gjehe z. B. Brief Nr. 3.
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Atome und Michtigkeiten der in der Natur auftretenden Mengen 192), Er
148t Mittag-Leffler natiirlich teilhaben an seinen Auseinandersetzungen mit
Kronecker (Brief Nr. 8). Er schreibt aber auch iiber seine Bemiihungen um
das Kontinuumproblem.

Wir kénnen aus dem Briefwechsel das Durcheinander von vermeintlichem
Erfolg und Enttduschung herauslesen:

1. Am SchluB seiner Arbeit Annalen 23 (eingereicht am 15. November 1883),
[W] S. 244, kiindigt Cantor die Losung des Problems an.

2. In seinem Brief vom 26. August 1884 fegt er den Arger iiber die Aus-
einandersetzung mit Kronecker beiseite durch die triumphierende Nach-
richt von der Lésung des Kontinuumproblems (Brief Nr. 8).

3. Am 14. November desselben Jahres dchreibt er aber:

...als ich in diesen Tagen wieder mich um denselben Zweck abmiihte, da
fand ich was? Ich fand einen strengen Beweis dafiir, dass das Continuum
nicht die Michtigkeit der zweiten Zahlklasse und noch mehr, daf es iiber-
haupt keine durch eine Zahl angebbare Michtigkeit hat.

So fatal der Irrthum, den man so lange gehegt hat, auch sei, die endgiiltige
Beseitigung ist dafiir ein umso grésserer Gewinn.

4. Aber schon am nichsten Tag widerruft er wieder:

Die Griinde, von denen ich Ihnen gestern schrieb, gegen den Satz von der
zweiten Michtigkeit des Linearcontinuums, habe ich heute von neuem
widerlegt; es treten also wiederum alle Griinde dafiir, dass das Continuum
die zweite Michtigkeit hat, unbesiegt in den Vordergrund... ich schicke
Thnen, was ich habe, in kurzer Zeit fiir die Acta.

Es erschien zwar im Jahre 1885 im Band 7 der Acta noch ein Beitrag von
Cantor; er enthielt aber nicht die Lésung des Kontinuumproblems.

Hier ist mit dem Einwand des Lesers zu rechnen, wie denn in einer mathe-
matischen Disziplin ein solches Hin und Her der Aussagen méglich sei. Wer
so argumentiert, iibersieht die Schwierigkeiten, denen der im Alleingang
forschende Mathematiker ausgesetzt ist. Gerade bei Menschen mit produk-
tiver mathematischer Phantasie kann es geschehen, daf} sie in ihren Schliissen
einen wichtigen Gesichtspunkt iibersehen, solange nicht die Theorie streng
formalisiert ist. Wer einen verstindnisvollen Gesprachspartner bei seinen
Untersuchungen hat, wird gegeniiber voreiligen Trugschliissen gesichert

192) Gein Beitrag in Acta 7 ([W] S. 276) enthiilt einige Andeutungen iiber die Miich-
keit von Punktmengen in der Natur. Sie sind aber nicht so ausfiihrlich wie
seine Ausfiihrungen in dem Brief Nr. 10 an Mittag-Leffler.
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sein. Dem Einzelginger kann es heute wie in den Tagen Cantors geschehen,
da8 er sich verirrt.

Jedenfalls bedeutet das bohrende Suchen nach der Losung eines so tief-
liegenden Problems eine den ganzen Menschen beanspruchende schwere Be-
lastung. Schoenfliefl konnte schon Recht haben mit der Annahme, daf} nicht
der Krieg mit Kronecker (wie Cantor selbst annimmt) der entscheidende An-
laB fiir seine Depression war, sondern die Belastungen durch seine wissen-

schaftliche Arbeit.

4. Neue Freunde

In den Jahren seiner Hochstleistung war Cantor ein einsamer Mann. In den
siebziger Jahren war Dedekind, im nichsten Jahrzehnt Mittag-Leffler sein
wichtigster wissenschaftlicher Gesprichspartner. Daneben fand er Interesse
bei einigen philosophisch interessierten katholischen Theologen 1%%) schlief3-
lich auch bei jiingeren Mathematikern wie dem Gymnasiallehrer Goldscheider
in Berlin.

Fast immer aber wohnten seine Partner nicht in Halle, und so war er auf die
Korrespondenz angewiesen. Cantor war ein eifriger Briefschreiber, der oft-
mals, wenn ihn ein Problem besonders bewegte, einen zweiten Brief ab-
schickte, bevor sein Partner iiberhaupt antworten konnte. Man muf die Ge-
duld bewundern, mit der er immer wieder versuchte, die Grundziige seiner
Theorien in einem Brief unterzubringen. Wir haben z. B. einen langen Brief
von Cantor an Goldscheider, in dem er die Anfangsgriinde der Mengenlehre
mit vielen Beispielen auseinandersetzte 19¢),

Was bei einer elementaren Einfiihrung gerade noch gelingen kann, wird un-
moglich bei dem Bericht iiber tieferliegende Ergebnisse. Cantor hat oft ver-
sucht (unter Anpassung an die mathematische Vorbildung seines Partners),
in Briefen auch iiber seine Theorie der Zahlenklassen zu informieren. Da lie8
es sich natiirlich gar nicht vermeiden, da8 er einzelne Schliisse nur sehr
summarisch beschrieb: ,Ich zeige dann, . . .”

Es wire viel einfacher gewesen, wenn er Separate seiner Arbeiten mit-
geschickt oder (wenn die nicht hinreichten) auf seine ausfiihrlichen Publika-
tionen in den Fachblittern hingewiesen hitte. Aber man spiirt beim Lesen
seiner Briefe, wie es iiber ihn kam: Er muflte berichten, darstellen, iiber-
zeugen. Und so gab er z. B. in seinem zweiten Brief an Kronecker (Brief

193) Briefe an Kardinal Franzelin sind im Auszug in seinen ,Werken” abgedruckt.
Wir bringen im Anhang drei Schreiben an Pater I Jeiler.
194) Dieser Brief ist vollstindig in den Denkweisen [B 6] abgedruckt (S. 83-90).
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Nr. 7) einen naturgemif sehr summarischen Bericht iiber die Theorie der
Zahlenklassen, der einen so kritischen Mathematiker wie Kronecker kaum
befriedigen konnte.

Die Anerkennung Cantors kam spit, setzte aber doch noch zu seinen Leb-
zeiten ein. Mittag-Leffler und Poincaré hatten Cantor in wichtigen Arbeiten
iiber funktionentheoretische Fragen zitiert. Auf dem internationalen Kon-
gref in Ziirich im Jahre 1897 hat dann Hurwitz die Bedeutung der mengen-
theoretischen Begriffsbildungen fiir die Funktionentheorie &ffentlich gewiir-
digt. Schoenflie, der damals Zeuge der spiten Anerkennung Cantors war,
berichtet 24 Jahre spiter von ,der glinzenden Genugtuung ..., die Cantor
empfinden muflte”, von dem leuchtenden Glanz seines vollen Auges”.

Ein anderer Mathematiker der jiingeren Generation, der damals von der
Personlichkeit Cantors und von seinem mathematischen Werk fasziniert war,
ist Gerhard Kowalewski. Bei den regelmifligen Treffen der Leipziger und
Hallenser Mathematiker 1%%) hatte er Gelegenheit, Cantor naher kennenzu-
lernen. Er war auch oft zu Gast in seinem Hause und erinnerte sich, 50 Jahre
spiter, noch an die Einzelheiten der Cantorschen Begriffe, Sitze und Deduk-
tionen. Er ist davon so beeindruckt, dafl er wesentliche Teile der Mengen-
lehre (mit Beweisen) in seine Biographie aufnimmt.

Wir erfahren aus dieser Darstellung sogar Neues iiber die Begriffsbildungen

Cantors zu Beginn des 20.Jahrhunderts. Uber die Definition der Michtigkeit

schreibt Kowalewski (S. 202):
Ubrigens kann man diese Michtigkeit, was auch Cantors Gepflogenheit
war, durch die niedrigste oder die Anfangszahl jener Zahlklasse reprasen-
tieren und iiberhaupt die Alephs mit diesen Anfangszahlen identifizieren,
so dafl ¥, das @ und ¥; das £ wire, wenn wir diese Bezeichnungen fiir die
Anfangsglieder der zweiten und dritten Zahlklasse aus dem Schoenfliel-
schen Bericht iiber die Mengenlehre gebrauchen wollen.

Diese Identifizierung der Kardinalzahl mit einer Ordnungszahl findet
sich weder in Cantors Publikationen noch in den bisher verdffentlichten
Briefen 1%%), Wohl aber begegnen wir ihr wieder in einer modernen axioma-
tischen Darstellung der Mengenlehre, der von Abian 1%7). Wir erfahren also
aus dieser Biographie, daff auch Cantor selbst schon diese Definition be-
nutzte.

195) Vgl. dazu S. 110.

188) In dem Brief an Dedekind vom 28. Juli 1899 ([W] S. 443 ff.) wird noch ¥, als
die wq ,zukommende” Kardinalzahl bezeichnet:

Ny = oy

197) Vgl. dazu Kap. XIII und XIV!
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Kowalewski schitzte den Begriinder der Mengenlehre als einen ,Mann von
iiberragender Bedeutung” und als einen Menschen ,von ganz seltenen
Charaktereigenschaften”. Es gefiel ihm besonders, daf8 Cantor ,sich nicht
scheute, kleine menschliche Schwichen, die auch ihm anhafteten, freimiitig
zu bekennen”.

Dazu erzihlt er, wie Cantor die Verleihung der Sylvester-Medaille durch die
Royal Society in London aufnahm. Es war damals die Zeit der Burenkriege,
und Cantor stand ~ wie wohl die meisten Deutschen jener Tage — ganz auf
Seiten der Buren. Er sprach nur mit Abscheu von den Englidndern. Aber als
man ihm zu dieser Medaille gratulierte, sagte er mit verlegenem Licheln:
»Ja, meine Herren, mir ist im Zusammenhang mit dieser Ehrung etwas
Merkwiirdiges passiert: Ich fiihlte, daB ich die Englinder nicht mehr so
hassen kann wie friiher. So sind wir Menschen.”

Kowalewski sagt dazu 198):

Mir imponierte dieses Bekenntnis ganz auBerordentlich. In der Art, wie
Cantor es herausbrachte, lag so unendlich viel. Ich habe immer wieder
daran denken miissen. Wie schon wire es, wenn alle sich dieser bescheide-
nen Aufrichtigkeit befleiigen méchten!

1%8) [B 4] S. 107.
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X. Antinomien

1. Die beiden Cantorschen Antinomien

Wir haben im Kapitel VII Sitze iiber Ordnungszahlen und iiber Mengen
von Ordnungszahlen bewiesen. U. a. haben wir die Menge aller Ordnungs-
zahlen von der Michtigkeit ¥, untersucht. Es liegt nahe, auch einmal die
Menge W aller Ordnungszahlen iiberhaupt zu betrachten. W ist (wie jede
Menge von Ordnungszahlen) wohlgeordnet und hat eine Ordnungszahl «:
W=q.

Nach Satz VII 7 ist « grofer als alle Elemente von W, also gréfler als alle
Ordnungszahlen iiberhaupt. Das ist aber ein Widerspruch, da ja « selbst
eine Ordnungszahl ist und zur Menge W aller Ordnungszahlen gehoren
miifite.

Wir konnen dieses drgerliche Ergebnis auch so formulieren: Unsere Anti-
nomie behauptet, daf8 eine Aussage (x € W) und gleichzeitig die Negation
dieser Aussage gelten soll:

x €W, ~1(x€W). (1)

Wir wollen die Antinomie (1) die erste Cantorsche Antinomie nennen.
Cantor hatte sie im Jahre 1895 entdeckt und 1896 in einem Brief Hilbert
mitgeteilt. Unabhiingig davon ist Burali-Forti auf diesen Widerspruch ge-
stofen und hat ihn 1897 verdffentlicht 199). Die Antinomie (1) heifit deshalb
auch die Burali-Fortische Antinomie.

Auch aus den Sitzen iiber die Michtigkeiten kann man eine dhnliche Anti-
nomie deduzieren. Cantor hat iiber sie (W] S. 448) am 31. August 1899 in
einem Brief an Dedekind berichtet.

Es sei (& die Menge aller Mengen. Jede Menge M mit einer beliebigen

Meichtigkeit a ist also in 7 als Element enthalten: M € = . Denken wir
uns nun zu jeder Kardinalzahl a einen ,Reprisentanten” M, ausgewihlt
und betrachten wir die Vereinigungsmenge

T =UM,. )
199) Rendic. Palermo 11, S. 154-194.
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<C selbst muB auch eine Michtigkeit haben, etwa ay. Nun ist nach S. 85 stets
a, = 2% >q,. Dabei ist q,” = 2% die Michtigkeit der Menge aller Teil-
mengen einer Menge M von der Michtigkeit a,. Da in (2) iiber alle Michtig-
keiten summiert wird, muf auch ein Reprisentant M, in dieser Vereini-
gungsmenge vorkommen. M,/ ist also eine Teilmenge von=C , und wir
haben deshalb a,” < q,. Die beiden Aussagen

4y > ay, Ay < 0y (3)
bilden wieder eine Antinomie, die 2. Cantorsche Antinomie.

Wir haben hier fiir die ,Vielheiten” (=¥ und “C_ ganz unbeschwert den
Namen ,Menge” gebraucht. Nach der allgemeinen Definition der
~Menge” 209) ist das ja auch berechtigt. Jetzt aber, wo sich herausstellt, da8
iiber & und <C in sich widerspruchsvolle Aussagen méglich sind, miissen
wir die Mengenbildung offenbar auf irgendeine Weise einschrinken. Cantor
machte das so ([W] S. 443): Er spricht von , Vielheiten” (oder ,Systemen”,
,Inbegriffen”) und unterscheidet konsistente und inkonsistente Vielheiten.
Eine Vielheit kann nimlich so beschaffen sein, dal die Annahme eines ,Zu-
sammenseins” aller ihrer Elemente auf einen Widerspruch fiihrt, so da8 es
unméglich ist, die Vielheit als eine Einheit, als ,ein fertiges Ding” aufzu-
fassen. Solche Vielheiten nenne ich absolut unendliche oder inkonsistente
Vielheiten.

Diese inkonsistenten Vielheiten sollen nicht mehr als Mengen bezeichnet
werden. Mengen: Das sind die konsistenten Vielheiten.

Ubrigens hat Cantor den Begriff des Absolut-Unendlichen schon friiher ein-
gefithrt. In den Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten unterscheidet
er 201) das ,nur in Deo realisierte Absolut-Unendlich” und das Transfinite,
das allein Gegenstand seiner Theorie sein soll. Es scheint, daf8 sich fiir ihn
die beiden an verschiedenen Stellen eingefiihrten Begriffe ,, Absolut-Unend-
lich” nicht decken. Es sieht weiter so aus, als ob er das Auftreten der Anti-
nomien nicht sehr tragisch genommen hat. Er versucht jedenfalls noch Aus-
sagen zu machen iiber die in sich widerspruchsvollen ,inkonsistenten”
Systeme. Auf einer Seite eines Briefbuches findet sich eine (offenbar an
keiner Stelle veroffentlichte) Notiz:
Bis uns das Gegenteil bewiesen wird, halten wir folgenden Satz fiir richtig:
Satz: Die inconsistenten Vielheiten sind alle aequivalent, so daf8 es aus-
geschlossen ist, sie als Grundlage fiir eine Zahlbildung zu benutzen; der
Grund hierfiir diirfte in der jhnen wesentlich zukommenden Zersplitterung
zu suchen sein.

200) Vgl. S. 70.
201) [W] S. 378; vgl. auch S. 111.
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Hier konnen wir Cantor nicht folgen. Man soll das Auftreten von Anti-
nomien nicht auf die leichte Schulter nehmen. Man kann mit den Mitteln
der mathematischen Logik heute leicht folgendes zeigen: Lift man in einem
Axiomensystem einen Satz A und die Negation non A (im Zeichen: 1 A) zu,
s0 ist jede beliebige Aussage B beweisbar 202). Dann wird also jede Aussage
unsinnig, und man tut gut, auf jede Aussage iiber ,inkonsistente Viel-
heiten” zu verzichten.

Es scheint, daB nach Verdffentlichung der ersten Antinomie durch Burali-
Forti die Mathematiker diese ,Panne” nicht sehr ernst nahmen. Man hoffte,
durch eine Variation der Definitionen und der Beweisfiihrung solche &rger-
lichen Konsequenzen ausschlieSen zu kénnen. Erst die Russellsche Anti-
nomie hat die Mathematiker und die Philosophen aufgescheucht.

Bevor wir dariiber berichten, wollen wir uns iiber die hier benutzte Termino-~
logie einigen. Gelegentlich braucht man in der mathematischen Literatur die
Begriffe Antinomie und Paradoxie synonym. Wir meinen: Das ist nicht
zweckmiRig. Man beraubt sich damit wichtiger Aussageméoglichkeiten.

Man bezeichnet doch auch solche Sitze als ,paradox”, die gar nicht in sich
widerspruchsvoll sind, sondern nur dem Anfinger (der unzulidssig ver-
allgemeinert) falsch zu sein scheinen. Ein Musterbeispiel fiir eine Paradoxie
(in diesem Sinne) ist der Satz iiber die eineindeutige Zuordnung der natiir-
lichen Zahlen zu den geraden Zahlen:

(4)

Q<> W\
N>

1 2 3 4
!ttt
2 4 6 8 10 12...

Durch die Zuordnung (4) kann man die Menge N der natiirlichen Zahlen auf
eine echte Teilmenge (die Menge der geraden Zahlen) abbilden. Diese Zu-
ordnung (4) heift die Galileische Paradoxie. Was ist an dieser Abbildung
»paradox”? Fiir den, der nur mit endlichen Mengen umgegangen ist, er-
scheint es ,unglaubwiirdig”, da man eine Menge auf einen echten Teil
dieser Menge abbilden kann. Fiir den, der sich mit den Anfangsgriinden der
Mengenlehre befaf8t hat, ist es eine Trivialitit, und er mag sich wundern
iiber die Bezeichnung , Paradoxie”.

Irgendwo sind wir aber alle ,Anfinger”, und so gibt es gerade in der
Mengenlehre Sitze, richtige Sitze, die falsch zu sein scheinen, wenn man un-
zulissig verallgemeinert. Im Kap. XI 4 wird eine Paradoxie behandelt wer-
den, die auch manchen geschulten Mathematikern schwer eingeht.

202y Vgl. dazu Meschkowski [C 31], S. 64 ff.
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Wir wollen also die Bezeichnung Paradoxie benutzen fiir richtige Sitze, die
dem Anfinger falsch zu sein scheinen. Die Aussage: Satz A ist paradox ist
also eine psychologische, keine mathematische Feststellung. Dagegen be-
hauptet eine Antinomie die Giiltigkeit eines Satzes A und die der Negation
non A. Paradoxien sind bedeutsam fiir die Bildung des Menschen durch die
Beschiftigung mit der Mathematik 203), Antinomien bringen Unheil: Wenn
man These und Antithese gelten 138t, hort jedes verniinftige SchlieSen auf.

Die von Cantor angegebenen Schliisse fiihren auf echte Antinomien, ebenso
die Russellsche Deduktion.

2. Die Antinomien von Russell und Shen Yuting

Es gibt Mengen, die sich selbst als Element enthalten, z. B. die Menge aller
abstrakten Begriffe oder die Menge aller Mengen. Die Mengen aber, mit
denen es der Mathematiker gewshnlich zu tun hat, haben diese Eigenart
nicht. Eine Menge von Punkten (Zahlen) ist etwas anderes als ein Punkt
(eine Zahl), und so gehoren alle diese Mengen zur Russelschen Menge (2 :

Das ist die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten.
Nehmen wir nun an, daf (2 sich selbst als Element enthalte:
R e R (5)

(R ist nach Definition aber gerade die Menge der Mengen, die sich nicht
selbst als Element enthalten. Aus (5) folgt deshalb

1 (R e R). 6)

Da (5) zu (6) im Widerspruch steht, ist die Annahme (5) falsch. Nehmen
wir also an, (6) sei richtig. Da ¢& nach Definition alle die Mengen umfassen
soll, die sich nicht selbst als Element enthalten, muf (&2 dazu gehoren: Aus
(6) folgt (5).

Es gibt mancherlei scherzhafte Einkleidungen der Russellschen Antinomie,
die wir hier nicht darstellen wollen 204), Aber iiber eine neue, erst in jiingster
Zeit gefundene mengentheoretische Antinomie wollen wir berichten.

203) Weiteres zum Thema Paradoxie und Antinomie findet man im Kapitel III
meiner Schrift Mathematik als Bildungsgrundlage [C 32].

204y Man findet sie z. B. in Meschkowski: Wandlungen des mathematischen Den-
kens [C 31].
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Shen Yuting 205) nennt eine Menge M grundlos (,,ungrounded”), wenn es
eine Folge(nicht notwendig verschiedener) Mengen A,, A, A; . . . gibt, fiir die

L €AEA €A EM

gilt. Jede andere Menge heiflt eine Grundmenge (,grounded”). Eine Menge,
die sich selbst als Element enthilt, ist gewi8 grundlos, denn wir haben ja
..EMEMEME M. Es sei nun g die Menge aller Grundmengen.

Wir fragen: [st g grundlos? Nehmen wir an, das sei der Fall. Dann gibt es
also eine Folge von Mengen A, mit der Eigenschaft

LLEAEAEA € .

Nach dieser Darstellung ist aber auch A; eine grundlose Menge. Sie ist in
g als Element enthalten. Das ist aber ein Widerspruch, da g genau alle
Grundmengen umfassen sollte. Also ist g eine Grundmenge. Nach Defi-
nition ist g aber die Menge aller Grundmengen. Sie muf8 also auch sich
selbst als Element enthalten: g € g . Dann haben wir aber

..egeded,

und damit ist gezeigt, daf3 g doch grundlos ist.

3. Auswege

Seit der Versffentlichung Russells im Jahre 1903 ist viel iiber Antinomien
der Mengenlehre von Mathematikern und Philosophen geschrieben wor-
den 208),

Cantor selbst hat zu diesem Thema nichts mehr veréffentlicht, aber wir
wissen aus seinem Briefwechsel z. B. mit Jourdain, daf er sich ernstlich mit
dem Antinomienproblem beschiftigte. Man versuchte, die ,inkonsistenten”
Mengen zu erkennen und zu charakterisieren, wohl in der Meinung, daf8
man getrost wie bisher argumentieren kénne, wenn man nur jene Mengen
ausschliefe, die zu Antinomien Anlaf8 geben. Jourdain wollte (vgl. Brief-
anhang Nr. 19) die zur Menge aller Ordnungszahlen 4dquivalenten Mengen
als ,inkonsistent” etikettieren.

205) The Journal of math. Logic, 18, Nr. 2, 1953.

206) Ausfithrliche Literaturhinweise zum Antinomienproblem findet man bei
Fraenkel-Bar-Hillel [C 16].
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Aber ist damit das Problem gelost? Wer sagt uns, daff es nicht noch ganz
andersartige in sich widerspruchsvolle Begriffsbildungen geben kann?

Schoenflief versuchte, das Problem allgemeiner anzupacken. Er argumen-
tierte 207) so: :

Nach dem Satz vom Widerspruch ist von den beiden Sitzen
(A) Dem Begriff A kommt die Eigenschaft B zu
(B) Dem Begriff A kommt die Eigenschaft B nicht zu

stets genau einer richtig. Der Satz (B) gilt als bewiesen, wenn die An-
nahme (A) auf einen Widerspruch fiihrt. Das ist das Prinzip des indirekten
Beweises.

Was aber, wenn beide Sitze, (A) und (B), auf Widerspriiche fithren? Dann
ist nur der Schlufl méglich, dafl der Begriff U in sich widerspruchsvoll ist. Da
man sich in der Mathematik normalerweise nicht mit solchen Begriffen be-
fafdt, kommen solche Antinomien nicht vor. Sie sind aber denkbar, und man
miifite beim Auftreten einer Antinomie den Schluf ziehen, da8 der Begriff A
inkonsistent (in sich widerspruchsvoll) ist. Da8 solche Begriffsbildungen aus-
geschlossen sind, liegt fiir die Mengenlehre schon in der Cantorschen Forde-
rung 2%) begriindet, da8 die Mengen ,wohldefiniert” sein sollen. In sich
widerspruchsvolle Begriffe sind eben nicht ,wohldefiniert”.

Um die Uberlegungen von Schoenflief zu verdeutlichen und um der schwer
attackierten Mengenlehre zu Hilfe zu kommen, wollen wir in einer klassi-
schen Disziplin der Mathematik eine Antinomie aufbauen.

Man nennt bekanntlich 299) ein schlichtartiges Polyeder P regulir, wenn in
jeder Ecke gleich viel Kanten zusammenstofen und die Polygone (auch
,Flichen” genannt) von P gleich viel Ecken haben. Es wird nicht gefordert,
daB die Seiten und Winkel gleich seien. Ein Beispiel fiir ein regulires Poly-
eder ist das in Abb. 10 dargestellte Hexaeder (Sechsflach). Nach dem Euler-
schen Polyedersatz gilt fiir alle schlichtartigen Polyeder

e—k+f=2. @)

207) Die logischen Paradoxien der Mengenlehre. Jahresber. DMV XV, 1906,
S.19-25.

208) Vgl. die Definition auf S. 70.

209) Die hier benutzten Definitionen und Lehrsitze findet man in Meschkowski:
Grundlagen der euklidischen Geometrie, Bl-Taschenbuch, Mannheim 1966.
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Dabei sind ¢, k und f die Anzahlen der Ecken, Kanten und Flichen des Poly-
eders. Fiir regulire Polyeder gibt es natiirliche Zahlen ¢ und ¢, die die Be-
ziehungen
fro=2k, (8)
ece=2k 8"

~N——

erfiillen. Dabei ist ¢ die Zahl der Kanten, die zu einer Fliche des Polyeders
gehoren, ¢ entsprechend die Zahl der Kanten, die in einer Ecke zusammen-
stofen. Fiir das Hexaeder z. B. ist ¢ = 4, ¢ = 3. Die Beziehungen (8) und (8")
driicken aus, dafl jede Kante zu zwei Flichen bzw. zu zwei Ecken gehort.
f- @ bzw. e - ¢ ist daher gerade die doppelte Kantenzahl.

Wir wollen nun fiir das reguléire Fiinfflach den folgenden Satz beweisen:
(A) Fiir das regulire Fiinfflach ist k = 9.
Aus (7) folgt ndimlich im Falle f = 5:

k=e+3. ©)
Setzen wir (9) in (8') ein, so folgt:
6
=5 10
e=__3 (10)

Da e und ¢ natiirliche Zahlen 2 3 sind, kommen nur die beiden Lésungen
von (10) in Betracht:

1. e=4,e=3,
2. e=3, e=6.

Der Fall 1. scheidet aus, da es ein Fiinfflach mit 3 Ecken nicht gibt. Es bleibt
also (wegen (9)):

e=3,e=6 k=09,

Damit ist (A) bewiesen.
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Wir beweisen jetzt:  (B) Fiir das reguliire Fiinfflach ist k =F 9.

Setzt man nimlich k = 9 in (8) ein, so folgt 5 - ¢ = 18.

Das ist aber unmdglich, da ja ¢ eine ganze Zahl ist. Damit haben wir die
beiden sich widersprechenden Aussagen (A) und (B) bewiesen.

Jeder, der die elementare Theorie der Polyeder kennt, kann einwenden, daf§
das ein fauler Trick sei: Es gibt ja gar kein reguliires Fiinfflach. Aus (7), (8)
und (8’) kann man beweisen, da88 nur die fiinf Platonischen Kérper
Tetraeder, Hexaeder, Oktaeder, Dodekaeder, Ikosaeder

reguldr sind; andere gibt es nicht. Der Begriff ,regulires Fiinffla
sich widerspruchsvoll.

“ ist in
Gerade darauf kommt es uns an. Mit in sich widerspruchsvollen Begriffen
kann man Antinomien herzaubern. Es gibt Fille, in denen die Inkonsistenz
eines Begriffes sofort ersichtlich ist (in unserem Beispiel fiir jeden, der iiber
die Grundlagen der Geometrie gut Bescheid weif}); in anderen Fillen (z. B.
im Neuland der Mengenlehre) ist die Inkonsistenz eines Begriffes nicht sofort
zu erkennen. Sie erweist sich durch das Auftreten von Antinomien.

In der Geometrie kénnen wir (z. B. mit Hilfe des Hilbertschen Systems) aus
den Axiomen der Anordnung und Verkniipfung beweisen, dafl es nur die
oben genannten fiinf reguliren Kérper gibt. Man braucht also nicht auf das
Auftreten von Antinomien zu warten, um die Inkonsistenz des ,reguliren
Fiinfflachs” zu erkennen.

Die Schwierigkeit fiir die Mengenlehre lag damals gerade darin, da88 es noch
kein axiomatisches Fundament fiir die neue Disziplin der Mathematik gab.
Es wird jedenfalls deutlich, daB die allzu allgemeine Definition des Begriffes
Menge (vgl. 5. 70) bedenklich ist.

Soll man wirklich alle ,Objekte der Anschauung oder des Denkens” als
Mengen zulassen und dann spiter, wenn sich Widerspriiche zeigen, einer
Vielheit das Recht, ,Menge” zu sein, aberkennen? Das ist doch kein fiir die
Mathematik geeignetes Verfahren.

Stellen wir zundchst einmal fest, welche (bisher als Mengen bezeichneten)
Vielheiten die ,biirgerlichen Ehrenrechte” in der Mathematik verlieren
miissen. Aus den beiden Cantorschen und der Russellschen Antinomie folgt,
daf die folgenden Mengen inkonsistent sind :

1. Die Menge aller Mengen (M,),

. die Menge aller Ordnungszahlen (M),
. die Menge aller Kardinalzahlen (M,),

. die Russellsche Menge (CXR),

. die Menge g aller Grundmengen.

K o W N
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Wie steht es nun mit den folgenden Mengen:

6. die Menge aller zu einer gegebenen unendlichen Menge M iquiva-
lenten Mengen (M),

7. die Menge aller Ordnungszahlen von Mengen der Machtigkeit %,
(M5)?

Man kann leicht zeigen, daf§ auch die unter 6. genannte Menge M, inkonsi-
stent ist. Man kann nimlich eine Teilmenge dieser Menge der inkonsistenten
Menge aller Mengen M, zuordnen. Dazu bilde man die Vereinigungsmenge

Mpu* =M {m}. (11)

Dabei soll m alle Elemente von M, (also alle Mengen iiberhaupt) durch-
laufen. Ist M eine unendliche Menge von der Michtigkeit a, so ist auch M
eine Menge mit der Machtigkeit 0, da wir ja nur ein Element m hinzu-
gefiigt haben. Durch (11) ist aber eine eineindeutige Abbildung zwischen
{Mm}mem CM, und M, hergestellt.

Wenn die ,Menge aller Mengen” kein Heimatrecht in der Mathematik hat,
dann muf man es auch jeder ,Menge aller zu einer Menge M iquivalenten
Mengen” versagen. Dieses Beispiel macht klar, da man unter Umstinden
auch auf solche ,Mengen” verzichten muf, denen man die Inkonsistenz nicht
sofort ansieht.

Die unter 7. genannte Menge (die Menge der Zahlen der zweiten Zahl-
klasse) spielt in der Cantorschen Theorie eine grofie Rolle. Bisher hat das
Arbeiten mit dieser Menge nie zu einem Widerspruch gefiihrt. Aber woher
wissen wir, daB8 das auch in aller Zukunft nicht geschehen kann?

Cantor selbst sagt dazu 219):

... Wire es nicht denkbar, dal schon diese 2!1) Vielheiten ,inkonsistent”
seien, und dass der Widerspruch der Annahme eines ,, Zusammenseins aller
ihrer Elemente” sich nur noch nicht bemerkbar gemacht hitte? Meine Ant-
wort ist, dass diese Frage auf endliche Vielheiten ebenfalls auszudehnen ist
und dass eine genaue Erwigung zu dem Resultat fiihrt: sogar fiir endliche
Vielheiten ist ein ,Beweis” fiir ihre ,Konsistenz” nicht zu fiithren. Mit
anderen Worten: Die Tatsache der ,Konsistenz” endlicher Vielheiten ist
eine einfache, unbeweisbare Wahrheit, es ist ,Das Axiom der Arithmetik”
(im alten Sinne des Wortes). Und ebenso ist die ,Konsistenz” der Viel-
heiten, denen ich die Alephs als Kardinalzahlen zuspreche ,das Axiom der
erweiterten transfiniten Arithmetik”.

210) In einem Brief an Dedekind vom 28. August 1899, [W] S. 447.
211y Gemeint sind die Cantorschen Alephs.
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Cantor hat mit diesem Briefabschnitt Uberlegungen vorweggenommen, die
die Mathematiker im 20. Jahrhundert noch intensiv beschiftigen sollten.
Wenn nun einmal durch die Entdeckung der Antinomien die Frage der
Widerspruchsfreiheit gestellt wird, kann sie fiir alle Teile der Mathematik
gestellt werden. Cantor wehrt sich mit einigem Recht dagegen, daB seine
junge Theorie mit mehr Mifftrauen behandelt wird als die klassischen
Disziplinen der Mathematik.

Immerhin erscheint der Aufbau eines Axiomensystems fiir die Mengenlehre
angebracht. Die Schwierigkeit ist dabei folgende: Man muf8 auf irgendeine
Weise festlegen, welche Mengen Gegenstand der Theorie sein sollen. Man
darf den Rahmen nicht zu eng wihlen: sonst ist die Theorie nicht leistungs-
fihig. Man darf aber auch nicht zu grofziigig sein; sonst hat man doch
wieder ,inkonsistente” Mengen dabei.

Wir werden iiber die Axiomatisierung der Mengenlehre (die nicht mehr
durch Cantor selbst erfolgte) noch zu berichten haben 212), An dieser Stelle
mag der Hinweis geniigen, daf8 die Entdeckung der Antinomien in der
Mengenlehre zu intensivem Arbeiten an den Grundlagenfragen gefiihrt hat.

Es war vor allem David Hilbert, der Vorschlige fiir eine Metamathematik,
eine Theorie des mathematischen Schliefens, gemacht hat. Er will die Mathe-
matik so weit formalisieren, dafl Beweise fiir die Widerspruchsfreiheit eines
Axiomensystems moglich werden. Wie ein solcher Beweis gefiihrt werden
kann, hat er (u. a.) fiir die Aussagenlogik an einem System von 5 Axiomen
gezeigt.

Auch die Mengenlehre will er in dieser Weise gesichert sehen. In seinem
Aufsatz , Uber das Unendliche” 213) sagt er dariiber:

Fruchtbaren Begriffsbildungen und Schluweisen wollen wir, wo immer nur
die geringste Aussicht sich bietet, sorgfiltig nachgehen und sie pflegen,
stiitzen und gebrauchsfihig machen. Aus dem Paradies, das Cantor uns
geschaffen, soll uns niemand vertreiben kénnen.

Zwei Jahre spiter sagt er iiber die Einfithrung neuer, ,idealer Elemente” in
der Mathematik:

Freilich eine Bedingung, eine einzige, aber auch unerldgliche, ist stets an die
Anwendung idealer Elemente gekniipft; diese ist der Nachweis der Wider-
spruchsfreiheit.

Die Mathematiker des 20. Jahrhunderts, die sich aus dem Cantorschen Para-
dies nach dem Wort von Hilbert nicht vertreiben lassen wollen, muflten also

212) Sjehe Kap. XIII!
218) Math. Ann. 95, 1926, 5. 161-190.

153



ihre SeBhaftigkeit durch eine axiomatische Fundierung der Mengenlehre
rechtfertigen. Wir werden noch dariiber berichten, wie das geschehen ist.

An dieser Stelle wird aber schon deutlich, da gerade durch die genialen
Forschungen Cantors ein Grundzug seiner eigenen Weltsicht in Frage gestellt
wurde: der Einbau der Mathematik in ein metaphysisches System, die Mog-
lichkeit ,gemischter, mathematisch-metaphysischer Beweisfiihrung 21%).

In der modernen Mathematik geht es (nach einem Wort von Hilbert 216))
nicht um Wahrheit, sondern um Sicherheit, um die Sicherheit nimlich, da88 in
einer mathematischen Theorie niemals die Aussage A und ihre Negation
non A abgeleitet werden konnen. Fiir diese Sicherheit ist der moderne Mathe-
matiker bereit, einen hohen Preis zu zahlen: Er verzichtet (wie Reidemeister
sagt) auf den ,,Glanz des Seins”, der deutlich iiber dem Denken Platons und
seiner Nachfahren lag. Auch bei Cantor geht es immer wieder um das
,Seiende”, um Hilfsdienste fiir eine als Ontologie verstandene Metaphysik,
die womdglich noch Hilfswissenschaft einer Theologie sein kann 217).

Diese Wandlung des Denkens ist nicht das Ergebnis einer nihilistischen
Laune. Sie ist ein Ergebnis konsequenter intellektueller Redlichkeit. Sie ist
fundiert in den Ergebnissen der modernen Grundlagenforschung in Mathe-
matik und Physik. Damit ist nicht gesagt, da8 jede metaphysische Frage-
stellung a priori sinnlos sei 28). Probleme dieser Art kénnen aber jedenfalls
nicht mit den Methoden der exakten Forschung gelost werden, auch nicht mit
»gemischt mathematisch-metaphysischen” Beweisfiihrungen.

Wir kénnen an dieser Stelle keine ausfiihrliche Eréterung iiber die Grund-
lagenforschung des 20.Jahrhunderts unterbringen 2!?). Schliefen wir mit
einem bemerkenswerten Gesprich zwischen Gerhard Kowalewski und Georg
Cantor. Wir erinnern uns: Nach dem Bericht von Kowalewski waren fiir
Cantor die aufsteigenden Kardinalzahlen ,etwas Heiliges, gewissermaflen
die Stufen, die zum Throne der Unendlichkeit emporfiihren”. Ahnliches 138t
sich dann wohl auch iiber die Ordnungszahlen sagen. Jetzt aber tritt hier
eine (die erste Cantorsche) Antinomie auf.

214) Uber das Unendliche, Ges. Abh. Bd. 3, Berlin 1935.

215) Vgl. den Brief von Cantor an P. Esser in [B 7] und den Brief Nr. 14 im Anhang.
218) In der unter 2!*) genannten Arbeit.

217) Vgl. dazu S. 111 £.

218) Man lese dazu Stegmiiller: Metaphysik, Wissenschaft, Skepsis. Frankfurt-
Wien 1954.

219) Niheres findet man z. B. bei Kleene [C 24]. Eine erste Einfiihrung gibt [C 31].
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Da erinnerte ihn Kowalewski 229)

an eine Stelle aus den Reden Salomons bei der Einweihung des Tempels
(2. Chronik 6, Vers 18, und 1. Kén. 8, Vers 27): ,,Denn sollte in Wahrheit
Gott bei den Menschen auf Erden wohnen? Siehe der Himmel und aller
Himmel Himmel konnen dich nicht fassen.” ,, Aller Himmel Himmel“ —~ er-
innert das nicht stark an ,aller Mengen Menge”? Was Salomo sagt, lautet,
ins Mathematische iibersetzt: Gott, das héchste Unendliche, kann iiber-
haupt nicht erfalt werden, weder durch eine Menge noch durch die Menge
aller Mengen.

Kowalewski berichtet, da8 ,Cantor solche religiosen Gedanken sehr liebte”.
Wir erfahren aber leider nicht, was er geantwortet hat. Wenn Cantor ,solche
Gedanken liebte”, hitte er sich vielleicht auch mit der Tatsache abfinden
konnen, daff der Briickenschlag von der Mathematik zur Metaphysik, daf8
auch eine rationale Fundierung religidser Aussagen nicht gelingen kann.
Kowalewski hat dem Auftauchen der Antinomien eine religitse Deutung ge-
geben, die iibrigens gut zu der frommen Resignation von Cantors Vater
paBlte 221). Wir haben aber keinerlei Zeugnisse dafiir, da8 Georg Cantor
selbst und aus sich heraus dhnliche Einsichten vertrat. Es scheint, daf er bis
in seine spiten Jahre an jedem , Quentchen Metaphysik” festhielt.

220) [B 4], . 120.
221) Vgl. dazu das Zitat auf S. 142!

155



XI. Der Wohlordnungssatz

1. Das Auswahlaxiom

Es gibt nur wenige Begriffe und grundlegende Sitze der Mengenlehre, die
nicht auf Georg Cantor selbst zuriickgehen. Der Cantor-Bernsteinsche Satz
(S. 74) ist zuerst von Cantor ausgesprochen, doch von Bernstein bewiesen
worden. Ahnlich steht es mit der Aussage, daf8 mit den Cantorschen Alephs
alle Michtigkeiten von Mengen erfafit sind. Cantor hat das mehrfach be-
hauptet; er glaubte schon, einen Beweis zu haben (vgl. S. 140), muflte aber
dann doch einsehen, daf er sich geirrt hatte.

Der Beweis der fiir Cantor so wichtigen These gelang erst (im Jahre 1904)
Ernst Zermelo, der spiter auch die erste Axiomatisierung der Mengenlehre
versuchte.

Er legte seinem Beweis das Auswahlaxiom zugrunde, das wir in seiner ein-

fachsten Fassung so formulieren konnen:

A.| Zu jedem Mengensystem M= {M}, das nur nichtleere paarweise

il disjunkte Mengen M enthiilt, existiert eine Auswahlmenge A, die von
jedem M € W genau ein Element m € M enthilt.

Das Axiom erscheint einleuchtend : Denkt man sich als ,Mengensystem” die
Mengen der wahlberechtigten Menschen eines Wahlkreises, so kann man
doch aus jedem , Wahlkreis” einen ,Reprisentanten” ins ,Parlament”, d. h.
in die ,Auswahlmenge” A schicken. Aber das Zermelosche Axiom bezieht
sich nicht nur auf endliche Mengen. Es behauptet die Existenz einer , Aus-
wahlmenge” fiir beliebige Systeme von (disjunkten, nichtleeren) Mengen.
Es wird nicht gesagt, da8 es in jedem Fall méglich sein wird, eine solche Aus-
wahl effektiv zu vollziechen. Das Axiom behauptet nur, dafl eine solche
Menge existiert. Wer in der Mathematik reine Existenzaussagen ablehnt und
nur ,konstruktive” Aussagen zulassen will, diirfte gegen das Zermelosche
Axiom Einwendungen erheben. Wir werden auf diese Bedenken noch zuriick-
kommen (Kap. XV), wollen zunichst aber die Deduktionen Zermelos dar-
stellen.
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Bemerken wir zuerst, da man dem Axiom noch eine andere Fassung geben
kann:

fA l M = {M} sei eine Menge von nichtleeren Mengen. Dann gibt es eine
%] Funktion E, die jeder Menge M aus 9% ein bestimmtes Element ay der

Menge UM so zuordnet, daf fiir jedes M € M gilt
MeEM

E(M)=ay € M.
Entscheidend ist bei dieser neuen Fassung, daf8 nicht mehr gefordert wird,

da8 die Mengen des Systems M disjunkt seien. Die beiden Fassungen des
Auswahlaxioms sind gleichwertig:

(A4
Daf8 E aus @ folgt, ist fast trivial. Die Menge der Bildwerte

{au} = {F (M)} ist ja die (in m A genannte) Auswahlmenge, die gewifs
auch dann existiert, wenn die Mengen von Mt disjunkt sind.

Aber auch die Umkehrung (@ = @) ist richtig.

Um das einzusehen, betrachten wir die Menge der Paare
NM)={M,a)}, a € M, M € .
Zwei Paare (M, a) und (M,, b) gelten dann und nur dann als gleich, wenn
M, =M, a=b
ist. Wir wenden nun das Axiom 7117' auf das Mengensystem
N ={NM)uem o
an. Die Mengen dieses Systems sind offenbar paarweise disjunkt. Sind nim-
lich die Mengen N (M,) und N (M,) verschieden, so sind M, und M, und da-

mit auch alle Paare (M;, a) und (M,, b) verschieden (selbst wenn a=>b
ist!).

Auf N konnen wir jetzt A; anwenden und gewinnen damit eine Auswahl-
menge A, die diesmal eine Menge von Paaren ist. Aus jeder der Mengen
N (M) wird dabei ein Paar ausgewihlt, das wir mit (M, au) bezeichnen
kénnen:

A={(M, au)}, M €M. -

Diese Menge ist aber die Funktion F, von der in l A, t die Rede ist:
F: M- ay, oder
FM)=ay, ay € M.

157



Das Zermelosche ,,Auswahlaxiom” wird im Englischen auch als ,multiplicate
axiom” bezeichnet. Um diese Sprechweise verstindlich zu machen, wollen
wir das schon in Kap. VI eingefiihrte kartesische Produkt in seiner allgemei-
nen Form definieren.

Es seien T eine Menge und f: f (£) = M; eine Funktion, die den Elementen
t € T Mengen M; eines Mengensystems I = {M;}; ¢ r zuordnet. Dann
bedeutet
P 2))? =]1 Mt
teET
die Menge, deren Elemente alle moglichen Mengen (, Komplexe”) sind, die
genau ein Element aus jeder der Mengen M; enthalten. Fiir T = {1, 2} hat
man dann wieder die Menge der Paare; im allgemeinen Fall schreibt man

auch
PM=Mg X My XM X...

Ist eine der Mengen M; leer, so ist natiirlich auch das kartesische Produkt
gleich der leeren Menge. Nun kennt man ja aus der Algebra solche Ringe
(von gewissen Restklassen z. B.), in denen ein Produkt gleich 0 ist, ohne daf8
einer der Faktoren verschwindet. Der Ring der ganzen, der Ring der ratio-
nalen und der Ring der reellen Zahlen sind dagegen ,nullteilerfrei”. Hier gilt
der Satz: Ist ein Produkt gleich Null, so ist einer der Faktoren gleich Null.

Fragen wir uns, wie es mit den kartesischen Produkten in der Mengenlehre
steht. Ist es denkbar, daf§

PM=0
ist, ohne daf eine der Mengen M; die leere Menge ist? Das wiirde doch be-

deuten: Es gibt keine ,Komplexe”, keine Mengen, die aus jeder der
Mengen M; genau ein Element enthalten.

Das Zermelosche Axiom besagt, daf8 das nicht moglich ist. Wir konnen es
deshalb auch so formulieren:

Das kartesische Produkt P W = II M; eines disjunkten Mengensystems MM
teT
ist nur dann die leere Menge, wenn einer der Faktoren M; die leere Menge

ist.

2. Anwendungen

Es ist niitzlich, an dieser Stelle an den Unterschied zwischen der , klassischen”
und der ,formalistischen” Auffassung vom Wesen der Axiome zu erinnern.
Der moderne Formalist setzt seine Axiome, und es wird nicht gefragt, woher
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er sie hat. Es kommt nur darauf an, daf sie widerspruchsfrei sind und ge-
eignet, eine fiir den einen oder anderen Zweck brauchbare Theorie aufzu-
bauen.

Nach klassischer Konzeption waren die Axiome ,ewige” Wahrheiten, die
das selbstverstindliche Fundament der logischen Schliisse des Mathematikers
bildeten. Die Axiomatisierung einer Theorie (etwa der euklidischen Geo-
metrie) bedeutete dann, daf man sich die Grundlagen der Geometrie bewuft
machte und in ein paar Sitzen zusammenfafSte.

Ahnlich waren die ersten Schritte zur Axiomatisierung der Mengenlehre.
Cantor hatte keine Axiome. Zur Deduktion des wichtigen Wohlordnungs-
satzes schien es Zermelo richtig, die Grundlage seines Beweises durch ein
Axiom festzulegen. Er hatte bei seiner ersten Verdffentlichung 1904 noch
kein komplettes Axiomensystem; nur die Grundlage seines Beweises fiir die
Maéglichkeit der Wohlordnung sollte bewuft gemacht werden.

Um spiter die Einwinde gegen das Zermelosche Axiom besser wiirdigen zu
kodnnen, wollen wir uns klarmachen, daf man in den iiblichen Beweisen der
klassischen Analysis dieses Zermelosche Axiom schon lingst benutzt hatte,
ohne es freilich als Grundlage des Schliefens ausdriicklich zu formulieren.
Nehmen wir als Beispiel den Satz: h sei ein Hiufungspunkt einer Menge M
von reellen Zahlen. Dann kann man aus M eine Folge {m,} auswihlen, die
gegen h konvergiert.

Zum Beweis betrachtet man etwa die Folge {J,} der Intervalle (h - 717, h+ %)

Da h Hiufungspunkt von M ist, gibt es in jedem der Intervalle (mindestens)
ein Element von M. Wir wihlen eine solche Folge {m,} aus; sie konvergiert
gegen h. Die Auswahl erfolgt aus den Mengen der Durchschnitte MM Jy.

Sie sind nicht disjunkt, aber nach 1712—’ gibt es eine ,Auswahlfunktion”, die

uns die gewiinschte Folge liefert. Dieser Satz der Analysis ist eine reine
»Existenzaussage”. Wir haben ja kein konstruktives Verfahren, nach dem
man in jedem Fall die Auswahl vollziehen kénnte.

Es ist nicht schwer, weitere Beweisfiihrungen in der klassischen Analysis
zusammenzutragen, die — ohne daf8 man sich das in jedem Fall bewuft
macht — das Auswahlaxiom benutzen. Unter diesen Umstinden erscheint es
durchaus angemessen, wenn diese SchluBweise jetzt auch in der allgemeinen
Mengenlehre angewandt wird.
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3. Der Wohlordnungssatz
Wir beweisen nun den wichtigen und umstrittenen
Satz von Zermelo: Jede Menge kann wohlgeordnet werden.

Dieser Satz ist eine Existenzaussage; es wird kein konstruktives Verfahren
zur Herstellung der Wohlordnung angegeben. Deshalb sollte man zur Ver-
meidung von MiBSverstindnissen den Satz eher so formulieren:

Zu jeder Menge M existiert eine wohlgeordnete Menge W, die dieselben
Elemente hat wie M.

Zum Beweis dieses Satzes bezeichnen wir mit ¥ die Menge der nichtleeren
Teilmengen M’ von M (M’ C M).
Gewisse Teilmengen M’ lassen sich wohlordnen, z. B. die endlichen Teil-

mengen. Es sei nun A eine nichtleere wohlgeordnete Teilmenge von M. Ist
a € A, so soll A, wieder (vgl. S. 101) den durch a gegebenen Abschnitt von

A bedeuten 222). Nach dem Axiom W gibt es eine Auswahlfunktion, die

jeder Teilmenge M" C M eines ihrer Elemente zuordnet: m” = f (M’). Wir
interessieren uns nun insbesondere fiir Teilmengen des Typs M — Ag. Dabei
ist A irgendeine wohlgeordnete Teilmenge von M. Man beachte, daf8 a4 nicht
zum Abschnitt Aq gehort, wohl aber zur Komplementirmenge M — Ag; es
istalsostetsa € M — Aa.

Wir nennen nun eine wohlgeordnete Teilmenge A C M regulir, wenn

f(M—Ag)=a ®
gilt fiir alle 2 € A. Da a € M — Ag ist, kann es durchaus regulire Teil-
mengen geben.

Tatsichlich ist die aus dem einen Element m mit der Eigenschaft 223)
m = f (M) gebildete Teilmenge A® = {m} regulir. Fiir A® = {m} ist doch

A die leere Menge, und wir haben tatsichlich die Bedingung (1) erfiillt:
fM—ARD)=fM—P)=fM)=m.
Es sei nun f (M — {m}) = m, und
A(Z) = {m, ml},
dann ist auch A®@ wieder eine regulire Menge. Denn wir haben
fM—A?)=mund
fM—AD)y=fM—(m}) =m,.

22) Ist b das erste Element von A4, so ist Ay = (. Auch die leere Menge gilt als
~Abschnitt”.

223) Auch M selbst (M C M!) mu8 ja durch f ein Bild f (M) zugeordnet werden.
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Man konnte sich vorstellen, da man Teilmengen von M auf verschiedene
Weise regulidr ordnen konnte. Immer mufl jedenfalls m = f (M) das erste
Element sein. Ist nimlich a das erste Element der regulir geordneten Teil-
menge A, soist A;= @, und nach (1) wirda=f (M — Ag) =f (M) =m.

Wir behaupten nun: Jede Teilmenge von M lift sich auf héchstens eine
Weise reguliir ordnen.

Es sei A eine regulidre wohlgeordnete Teilmenge von M und A’ eine durch
Umordnung von A entstehende Teilmenge, die ebenfalls regulir ist. A ent-
hilt also dieselben Elemente wie A, ist aber auf andere Weise so wohl-
geordnet, dal (1) erfiillt ist. Dann ist die wohlgeordnete Menge A einem
Abschnitt von A’ dhnlich (oder umgekehrt) oder es gilt A~ A’. Nehmen wir
an, A sei einem Abschnitt A;” von A" dhnlich. Dann wird jedenfalls bei dieser
Zuordnung das Element m auf sich selbst abgebildet, da ja m in jeder regulir
geordneten Menge das erste Element ist. Es sei nun p das erste Element von
A, das bei der Ahnlichkeitsabbildung A <> A, nicht auf sich selbst ab-
gebildet wird, etwa auf ein Element g 5 p.

Die vor p bzw. g stehenden Elemente in den beiden wohlgeordneten Mengen
Aund A’ stimmen dann iiberein, und wir haben A, = A,'. Daraus folgt aber
nach (1)

p=fM—A)=fM—A/)=gq,
entgegen der Annahme p = g. Daraus folgt, daR A und A’ identisch sind.

Wenn also eine wohlgeordnete Teilmenge A C M iiberhaupt regulir ge-
ordnet werden kann, dann ist das nur auf eine Weise méoglich. Wir wollen
im folgenden in allen Teilmengen A C M, die regulir geordnet werden kon-
nen, diese Ordnung als gegeben voraussetzen.

Aus unserer Schluweise folgt dann weiter:

Von irgend zwei verschiedenen reguliren Teilmengen A und B von M ist
eine ein Abschnitt der anderen.

Nach den allgemeinen Sitzen iiber wohlgeordnete Mengen ist immer eine
(sagen wir hier: A) einem Abschnitt der anderen (hier: B) oder der anderen
selbst dhnlich. Nach der eben durchgefithrten Uberlegung ergibt sich fiir
reguldre Mengen, dal dabei jedes Element von A auf sich abgebildet wird.
Da A von B verschieden sein sollte, ist A tatsachlich ein Abschnitt von B.

Es sei nun Z die Menge der Elemente von M, die in mindestens einer regu-
liren Menge von M vorkommen. Sie ist gewif nicht leer, da ja m = f (M)
dazu gehért. Wir wollen nun die Menge Z ordnen. Dazu benutzen wir ein-
fach die in den reguliren Mengen auftretende Ordnung. Es seien t und u
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Elemente von Z, A und B regulire Teilmengen, in denen t bzw. u vorkommt.
Wie eben festgestellt wurde, ist A ein Abschnitt von B oder umgekehrt.
Nehmen wir an, es sei A C B. Haben wir t € A, u € B, so ist dann auch
t€ B. In dieser regulidren Menge sei etwa t < u. Dann soll diese Ordnung
auch fiir Z gelten.

Die so definierte Ordnung von Z ist offenbar eine Wohlordnung, da sie ja
von gewissen wohlgeordneten Mengen iibernommen wurde. Wir zeigen
nun, daf} die Menge Z sogar eine regulire Menge ist: Es sei z irgendein Ele-
ment von Z, A eine regulire Teilmenge von M, die z enthilt. Nach der Defi-
nition der Ordnung fiir Z ist dann A; = Z,, und aus

fM—Z)=fM—A)=z
folgt, da Z regulir ist.
Wir behaupten jetzt, da Z = M gilt.
Wire es nicht so, so wire die Menge M — Z nicht leer; a sei ihr ,ausgezeich-
netes” Element: f (M — Z) = a,a ¢ M — Z. Wir bilden nun die Menge
A=Z\{a}.

Diese Menge ist wohlgeordnet, wenn wir vorschreiben, da8 alle Elemente
von Z vor a stehen. Sie ist sogar regulir. Da die Abschnitte von Z die Regu-
laritdtsbedingung erfiillen, haben wir das nur noch fiir den durch a gegebe-
nen Abschnitt nachzuweisen. Und da haben wir tatsichlich

fM—=(ZAia))a)=f(M—2)=a.
Dann gehort aber auch a einer reguliren Menge an, miifte also zu Z gehdren.
Aus diesem Widerspruch folgt tatsichlich: M = Z.

4. Folgerungen, Einwinde

Die fiir die Cantorsche Theorie wichtigste Folgerung aus dem Beweis von
Zermelo ist der

Satz: Je zwei Miichtigkeiten sind vergleichbar.

Da jede Menge wohlgeordnet werden kann, ist ihre Michtigkeit gleich der
einer Ordnungszahl. Die zu den Ordnungszahlen gehdrenden Michtigkeiten
sind aber die Cantorschen Alephs (5. 79). Fiir irgend zwei dieser Kardinal-
zahlen ¥ und %” gilt aber ¥’ <<%”, ¥ = ¥” oder ¥’ > %", Damit ist auch der
beim Beweis des Bernsteinschen Satzes (S. 74 f.) noch offengebliebene Fall
geklart: Es gibt keine nicht vergleichbaren Mengen.

Damit ist ein wichtiges bis zum Jahre 1904 noch offenes Problem der Mengen-
lehre gelost.
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Weit ist heute das Feld der Anwendungen des Zermeloschen Axioms in der
allgemeinen Mengenlehre, in der Theorie der Halbordnungen, in der Geo-
metrie der Punktmengen. Es kann nicht unsere Aufgabe sein, dariiber an
dieser Stelle ausfiihrlich zu berichten. Nur ein ~ im allgemeinen als ,para-
dox” angesehenes - Ergebnis der Mengengeometrie soll hier Beachtung fin-
den, weil es fiir die Diskussion um die ,Geltung” des Auswahlprinzips von
Bedeutung ist.

Man nennt zwei Punktmengen M und N des dreidimensionalen euklidischen
Raumes endlich-iquivalent, wenn es méglich ist, M und N je in n disjunkte
Teilmengen zu zerlegen derart, daff die Teilmengen von M denen von N
paarweise kongruent sind :

M=M\ M. ..MM, M,AM, = fiir v+ 4,
N=N;VN;\“...\“' Nu, NNAN, = Ffiir v F p, )
M, =N, fir v=1,2,3,...,n.

Dabei heifen zwei Punktmengen A und B kongruent, wenn es moglich ist,

A durch eine Bewegung (Drehung, Parallelverschiebung, Spiegelung) auf B
abzubilden.

Man beachte, da88 von den Punktmengen nicht verlangt wird, da8 sie Kérper
im Sinne der Elementargeometrie seien. Man kann ja den hier gegebenen
Kongruenzbegriff auf beliebige Punktmengen des Ry anwenden.

Dann gilt der folgende, zuerst von Hausdor{ff bewiesene Satz 224):

Die Oberfliche einer Kugel vom Radius 1 ist zur Oberfliche von zwei Kugeln
vom Radius 1 endlich-dquivalent.

Mit dhnlichen Mitteln kann man auch noch beweisen:

Sind M, und M, zwei Punktmengen des R,, die eine Vollkugel enthalten, so
sind sie endlich-dquivalent.

Diese beiden Sitze erscheinen auch erfahrenen Mathematikern ,paradox”.
An dieser Stelle wird deutlich, da88 wir gut tun, die Begriffe ,Paradoxie” und
»Antinomie” zu unterscheiden. Eine Antinomie liegt hier nicht vor. Man
kann ja nicht etwa beweisen, daf8 die Negation der hier genannten Sitze
richtig sei. Aber was heiflt es dann, daf8 die Sitze paradox sind? Es heifit,
daBl sie uns unglaubwiirdig zu sein scheinen, wenn wir von den fiir die
Kérper der Elementargeometrie giiltigen Sitzen ausgehen.

Man kann nach dem zweiten der zitierten Sitze sagen, daf8 jeder Wiirfel
jedem Tetraeder endlich-iquivalent ist, aber man darf dabei natiirlich nicht

224) Der Beweis steht z. B. bei Meschkowski: Ungeldste und unlésbare Probleme
der Geometrie, Braunschweig 1960.
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fordern, dafl die in (2) auftretenden Teilmengen wieder Polyeder seien.
Dann wire der Satz gewif8 nicht richtig. Wir sind aber alle geneigt, zu ver-
allgemeinern. Das Galileische Paradoxon (5. 146) galt deshalb als paradox,
weil die entsprechende Aussage fiir endliche Mengen falsch wire. Ahnlich
ist es hier: Da wir uns im allgemeinen nur mit sehr einfachen Punktmengen
befassen (,,Korpern” der Elementargeometrie), kénnen wir uns nicht leicht
vorstellen, daf fiir die allgemeineren Punktmengen andere Gesetzlichkeiten
gelten. Das kann man paradox nennen. Aber die Begegnung mit solchen
Paradoxien ist iiberaus niitzlich: Sie zeigt uns, daf wir nicht unzulissig ver-
allgemeinern diirfen.

Mit diesen Bemerkungen iiber die Paradoxie haben wir zugleich einem Ein-
wand widersprochen, der gelegentlich gegen die Giiltigkeit des Auswahl-
axioms erhoben wird: Es fiihrt zu paradoxen Ergebnissen.

Es tut dem Menschen gut, wenn er hdufig mit Paradoxien konfrontiert wird,
und fiir den Mathematiker gehort das einfach zu seiner Ausbildung.

Wesentlich gewichtiger ist ein anderer Einwand: Das Auswahlaxiom ist nicht
»konstruktiv”. Es wird kein Verfahren angegeben, nach dem man die Aus-
wahl effektiv vollziehen kann, und infolgedessen kann man auch die in den
beiden zitierten Sitzen der Mengengeometrie auftretenden Teilmengen nicht
effektiv angeben. Man kann nur — mit Hilfe des Auswahlaxioms — beweisen,
da8 es sie ,gibt”.

Es ist durchaus sinnvoll zu fragen, wie man die Mathematik ,konstruktiv”
aufbauen kann. Man muf8 dann natiirlich Schwierigkeiten in der Beweis-
fithrung und manchen ,Substanzverlust” hinnehmen. Es gibt mancherlei
Ansitze zu einer ,konstruktiven” Mathematik 225),

Aber das Interesse fiir konstruktive Methoden schlielt doch die Berechtigung
einer axiomatisch fundierten Mathematik nicht aus, in der auch reine ,Exi-
stenzsitze” bewiesen werden.

In der Theorie der analytischen Funktionen gab es zu Anfang dieses Jahr-
hunderts viele reine Existenzaussagen (z. B. iiber Moglichkeiten der kon-
formen Abbildung), die erst spater konstruktiv (durch Berechnung von
Abbildungsfunktionen z. B.) belegt wurden. Die Beschrinkung der Mathe-
matik auf das, was aus dem Begriff der ganzen Zahlen aufgebaut werden
kann, erscheint schon mit Blick auf die Vielzahl der Anwendungen ver-
schiedenartiger Strukturen nicht mehr angemessen. Lassen wir doch das
schone Wort Cantors gelten: Das Wesen der Mathematik liegt in ihrer
Freiheit.

225) Vgl. dazu Kap. XV.
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XII. Die spiten Jahre

1. Der Heidelberger Kongre8

Schon 1897 in Ziirich stand die Cantorsche Theorie im Vordergrund des
Sffentlichen Interesses. In noch stirkerem Mafle war das 1904 bei der inter-
nationalen Mathematiker-Tagung in Heidelberg der Fall. Hatte Ziirich
freundliche Anerkennung gebracht, so brachte diesmal ein Referat eine
Widerlegung der grundlegenden Ansichten Cantors.

Der als ,duflerst scharfsinnig und absolut zuverldssig” 22%) geltende Professor
Julius Kénig aus Budapest bewies, daf die Michtigkeit % des Kontinuums,
die nach Cantors (immer noch nicht bewiesener) Vermutung gleich der Mach-
tigkeit N; der ersten Zahlklasse sein sollte, unter den Alephs iiberhaupt nicht
vorkomme.

Die Horer Kénigs kannten den auch noch im Jahre 1904 verdffentlichten Be-
weis von Zermelo fiir die Moglichkeit der Wohlordnung jeder Menge noch
nicht. Sie fanden beim ersten Horen keinen Fehler in den Deduktionen und
sahen durch den Budapester Mathematiker die Grundvorstellungen Cantors
widerlegt: Die Michtigkeit % des Kontinuums war nach Kénig von ®; ver-
schieden; es war deshalb auch nicht méglich, fiir ein Kontinuum eine Wohl-
ordnung herzustellen.

Diese Feststellungen waren die Sensation des Kongresses. Selbst die sonst
gegeniiber mathematischen Tagungen so zuriickhaltenden Tageszeitungen
berichteten dariiber, und der Grofherzog lie8 sich (durch Felix Klein) infor-
mieren.

Uber die Haltung Cantors nach diesem Vortrag gehen die Berichte von Teil-
nehmern an der Tagung auseinander. Schoenflief schreibt in seinem Nachruf
»Zur Erinnerung an Georg Cantor” 2%), , daf er von vorne herein das Kénig-
sche Resultat trotz seiner exakten Beweisfithrung nicht fiir richtig hielt”. ,Er
pflegte scherzweise zu sagen, er hege kein MifStrauen gegen den Kénig, nur
gegen seinen Minister”.

220) [B 4], . 201.
227) [B 11], S. 100.
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Kowalewski berichtet aber (S. 202):

Cantor ergriff damals das Wort in tiefer Bewegung. Es kam darin auch ein
Dank gegen Gott vor, da8 er ihm vergdnnt habe, diese Widerlegung seiner
Irrtiimer zu erleben.

Am nichsten Tag freilich stellte sich schon heraus, daf8 der Kénigsche Beweis
falsch war. ,Zermelo, ein #uflerst scharfsinniger und rasch arbeitender
Denker, machte diese wichtige Feststellung.”

Schoenflief weil noch von einem ,Nachkongref” in Wengen zu erzihlen,
auf dem sich Hilbert, Hensel, Hausdorff und Schoenflief zusammenfanden.
Auch Cantor kam noch dazu, und es war ,geradezu ein dramatischer Augen-
blick, als Cantor eines Morgens in dem Hotel erschien, in dem Hilbert und
ich wohnten, im Friihstiicksaal geraume Zeit auf uns wartete, um iiberreif
zur Aussprache, wie er war, uns und der Umwelt sofort eine neue Wider-
legung des Kénigschen Theorem vorzufiihren”.

Die Berichte von Kowalewski und SchoenfliefS decken sich nicht in allen
Einzelheiten. Aber es wird doch durchaus klar, da8 die Mengenlehre zu Be-
ginn des 20.Jahrhunderts im Vordergrund des Interesses fiir viele Mathe-
matiker stand. Man erkannte die Bedeutung der Cantorschen Ideen, und
jiingere Mathematiker sahen ihre Aufgabe darin, das Werk Cantors fortzu-
setzen.

Das erste Ergebnis dieser Bemiithungen war der von Zermelo gefundene Be-
weis des Wohlordnungssatzes (Kap. XI); es folgten dann die mancherlei
Versuche zur Axiomatisierung der Mengenlehre, von denen noch zu reden
sein wird (Kap. XIII).

2. Mathematische Gesellschaften

Es diirfte kaum einen Mathematiker geben, der so wie Georg Cantor das Ge-
sprich zwischen den Mathematikern gesucht und geférdert hat. Als Student
war er Mitglied des damals jungen ,Mathematischen Vereins” in Berlin; ein
Jahr lang war er ihr Vorsitzender. Mit seinem Freund Mittag-Leffler iiberlegte
er, wie man die Diskussion zwischen den Mathematikern verschiedener
Sprache (durch die Acta Mathematica) f6rdern konne (vgl. auch Brief Nr. 9).

In seinem Kopf entstand der Plan, eine ,Deutsche Mathematiker-Vereini-
gung” zu griinden. Es gelang ihm, die Widerstinde zu iiberwinden. Der
~Heidelberger Aufruf” von 1889 (anliflich der 62. Versammlung Deutscher
Naturforscher und Arzte) hatte Erfolg. Am 18. September 1890 kommt es
zur Griindung, und Cantor wird bis zum Jahre 1893 der Vorsitzende der
neuen Vereinigung. Er ist an der Herausgabe der ,Jahresberichte” beteiligt,
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und der erste Band bringt seinen Vortrag ,Uber eine elementare Frage der
Mannigfaltigkeitslehre” ([W] S. 278-281), in dem er zum ersten Male sein
berithmtes , Diagonalverfahren” benutzt, um den Teilmengensatz zu be-
weisen.

1893 legt er aus Gesundheitsriicksichten den Vorsitz nieder. Aber ihm bleibt
die Kommunikation unter den Mathematikern ein Anliegen. Er hat in diesen
Jahren viel Korrespondenz mit Kollegen anderer Linder, und er versucht,
einen Zusammenschluf8 der Mathematiker auf internationaler Basis zu er-
reichen. Den ersten Schritt sollen allgemeine Kongresse bilden, und er ist be-
miiht, Poincaré dafiir zu gewinnen, dafl die Mathematiker seines Landes den
ersten Schritt tun.,Er will den Franzosen die Initiative dadurch erleichtern,
daf er die Wahl von Paris als Tagungsort in Aussicht stellt.

Tatsichlich fand der erste internationale Kongre 1897 in Ziirich statt. Paris
ist der Ort fiir die nichste Tagung im Jahre 1900; vier Jahre spiter war dann
in Heidelberg jene Tagung, in der Kénig seinen erregenden Vortrag hielt. Es
folgten dann die Kongresse in Rom (1908) und Cambridge (1912). Der fiir
1916 vorgesehene Kongref (Stockholm) kam nicht zustande, des Krieges
wegen.

Cantor hat an diesen Kongressen nicht mehr teilgenommen. Uber die Tagung
in Rom erhielt er von Zermelo einen interessanten Bericht (siche Briefanhang,
Nir. 20). Dieses Schreiben spiegelt die Meinungskimpfe wider. Aus diesem
Bericht wird erkennbar, wie die Cantorschen Theorien sich gegen manche
Widerstinde 228) langsam unter den Mathematikern durchsetzen. Es waren
in jenen Jahren vor allem Forscher des Auslandes, die die Bedeutung der
Mengenlehre erkannten. ,Mit Vergniigen und Stolz” erinnert sich Gutz-
mer 22%) anlifllich der Cantor-Feier im Jahre 1915 an eine Bemerkung eines
(von ihm nicht genannten) italienischen Kollegen wihrend der Rom-Tagung
1908: ,Sie sind ja jetzt in Halle, da haben Sie auch Cantor. Cantor ist einer
der schénsten mathematischen Képfe Deutschlands.”

Schon vorher hatten englische und norwegische Wissenschaftler die Be-
deutung der Forschung Cantors gewiirdigt: Georg Cantor wurde 1901 Ehren-
mitglied der London Mathematical Society und erhielt im Jahre 1904 von der
Royal Society die Sylvester-Medaille. In der Wiirdigung heifit es:

~Georg Cantor, for his brillant researches in the theory of aggregates and
of sets of points of the arithmetic continuum, of transfinite numbers, and
Fourier’s Series.”

228) Vor allem Henri Poincaré hatte einige Einwénde.
229) [B 5] S. 270.
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Er wurde Mitglied der Mathematischen Gesellschaft zu Charkow und korre-
spondierendes Mitglied des R. Instituto Veneto de Science, Lettere ed Arti.
Er wurde Ehrendoktor von Christiania (1902) und St. Andrews (1912) 230),

3. Arbeit an zahlentheoretischen Problemen

In den meisten Wissenschaften ist zdher Fleiff die Voraussetzung fiir den
Erfolg. Der Naturforscher kann oft erst nach langwierigen Versuchen mit
vielen Mefireihen ein Ergebnis registrieren. Anders ist es in der Mathematik.
Hier kann ein genialer Einfall die Tiir zu neuen Welten 6ffnen. Die Arbeit
Cantors ist ein schones Beispiel dafiir. Seine Idee, durch die eineindeutige
Zuordnung Ordnung zu schaffen unter den mancherlei unendlichen Mengen,
erwies sich als iiberaus fruchtbar. Das Gleiche gilt fiir den Einfall, der dem
Diagonalverfahren zugrunde liegt.

Man kann also ein bedeutender Mathematiker werden, wenn man Phantasie
hat. Es hat in der Tat grofle Mathematiker gegeben, deren schopferische
Leistung in der Fihigkeit zu mathematischer Intuition lag. Ziher Fleif§ und
Kleinarbeit lag ihnen nicht.

Es erscheint durchaus bemerkenswert, da Georg Cantor nicht nur geniale
Einfille hatte; er konnte auch ausdauernd arbeiten und monatelang sich mit
elementaren Rechnungen herumplagen, wenn er einem mathematischen Ge-
setz auf der Spur war. Er interessierte sich in seinen spiteren Jahren wieder
verstirkt fiir die Zahlentheorie. Insbesondere nahm ihn die Goldbachsche
Vermutung gefangen. Nach Goldbach soll jede gerade Zahl als Summe zweier
Primzahlen darstellbar sein:

2N=x+y. (68
Tatsédchlich hat man bisher keine gerade Zahl gefunden, fiir die der Satz
falsch wire. Es stellt sich sogar heraus, daf die Zahl der méglichen Zer-
legungen (1) bei mancherlei Schwankungen mit wachsendem N immer grofler
wird. Cantor nahm diese Feststellung zum Anla8, um die Gesetzlichkeiten
der durch n =y (N) = y* (2 N) gegebenen Anzahlfunktion v bzw. y* zu
untersuchen, Dabei ist @ (N) die Anzahl der verschiedenen Zerlegungen (1),
ohne Riicksicht auf die Reihenfolge. Die Zerlegungen n=x+y=y+x
sollen also einfach gezihlt werden.
Fiir 2 N = 84 hat man z. B. die 9 Zerlegungen

84=1+83=5+79=11+73=13+71=17+ 67 =

=23+ 61 =231+ 53=37+47 =41 + 43,

alsoyp (42) = 9.

230) Nach Auskunft der Universitit St. Andrews fand die Ehrenpromotion 1912
statt, nicht (wie bei Fraenkel [W] S. 473) angegeben, 1911.
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Cantor hat in seiner Arbeit [A 31] die Zerlegungen der geraden Zahlen bis
1000 mitgeteilt. Er gibt fiir jede dieser geraden Zahlen den Summanden x in
der Zerlegung (1) an und den Wert von y (N). Bei 84 steht entsprechend

84 1,5,11,13,17,23,31,37,41 9
Wir geben im folgenden eine Tabelle fiir n =y (N) = * (2 N) fiir die ge-
raden Zahlen 2 N von 2 bis 120.

Tabelle zur Goldbachschen Vermutung

2N| 2 4 6 8| 10| 12| 14| 16 | 18| 20| 22| 24

n 1 2 2 2 2 2 3 2 3 3 3 4

2N|26 | 28| 30| 32| 34| 36| 38| 40| 42| 44| 46| 48

n 3 2 4 3 4 4 3 3 5 4 4 6

2N|50 | 52| 54| 56 | 58| 60 | 62| 64| 66| 68| 70 | 72

n 4 3 6 3 4 7 4 5 6 3 5 7

2N|(74 | 76 | 78| 80| 82| 84| 86| 88| 90| 92| 94| 96

n 6 5 7 5 5 9 5 4| 10 4 5 7

2N|98 |100 |102 {104 |106 |108 |110 |112 {114 |116 |118 |120

n 4 6 9 6 6 9 7 7| 11 6 6| 12

Eigenartigerweise ist diese Arbeit von Zermelo nicht in die , Gesammelten
Schriften” Cantors aufgenommen worden. Vielleicht erschien ihm diese Fleif3-
arbeit nicht bedeutsam genug?

Cantor erwihnt, da8 er sich 10 Jahre lang mit der Berechnung dieser Tabelle
(und auch mit dem Studium ihrer Gesetzlichkeiten) beschiftigt hat, also seit
1884 231),

In der Arbeit [A 31] teilt Cantor nur die Ergebnisse seines Rechnens mit. Tat-
sichlich hat er versucht, aus dieser Tabelle Gesetzlichkeiten der Funktion
v herauszufinden. Das geht aus seinen Briefen an Hermite vom 30. No-

21) Das ist das Jahr mit der ersten gesundheitlichen Krise und der Auseinander-
setzung mit Kronecker. Vielleicht hat Cantor in der harten und niichternen
Arbeit des Rechnens Ablenkung gesucht.
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vember 1895 (Briefanhang Nr. 16) und an Laisant vom 25. April 1895
hervor.

Er teilt Laisant die Ergebnisse fiir die Zahlen 20, 22, 24, . . . bis 120 mit und
weist darauf hin, daff immer bei den Vielfachen von 6 relative Maxima 232)
liegen. ’

Abb. 11 zeigt die Abhingigkeit von w* (2 N) = w (N) von 2 N fiir die Zahlen
von 76 bis 120.

Y(2N)
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5+ Abb. 11
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Auch in dem Brief an Hermite weist Cantor darauf hin, da8§, von N =9 an,
,»ohne Ausnahme”, die Maxima jene Stellen sind, fiir welche

N=0mod 3
gilt.
Fiir die Funktionswerte v (3 N) findet er (,ohne Ausnahme”) die relativen
Maxima bei den Zahlen N, fiir die

N=0mod 5
gilt. Die relativen Maxima von v (3 - 5+ N) findet Cantor ,,ausnahmslos” bei
Zahlen N mit

N=0mod 7,
und er vermutet den Satz:

Sind 3,5,7,11,..., p alle ungeraden Primzahlen bis p und ist q die
niichste grofere Primzahl, setzt man das Produkt 3-5-7-...p=P,
so sind die Stellen, fiir welche p (P - N) ein relatives Maximum wird,
diejenigen, fiir welche N = 0 mod q ist.

232) N gilt als relatives Maximum von vy (N), wenn
yIN—D)Zyp®N), pWN+DZw(N) ist.
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Um diese Vermutung zu priifen, betrachten wir in Abb. 12 die graphische
Darstellung einiger Ergebnisse der Cantorschen Rechenarbeit. Hier ist
p (3 N) = y* (3- 2 N) als Funktion von 6 N dargestellt. Tatsichlich haben
wir fast immer fiir die Vielfachen von 30 (also fiir die Zahlen mit
N =0 mod 5) relative Extrema. Der Satz stimmt aber nicht fiir N = 155,
6 N = 930. Hier liegt kein Extremum vor, und andererseits haben wir rela-
tive Extrema auch fiir 6 N = 828, 858, 882, 924, 966.

" (6N) ®
50 -

4+

30+

et

810 840 870 900 930 960 990 6N

Abb.12

Ahnliche Feststellungen kann man fiir die Vielfachen von 30 machen. Tat-
sdchlich liegen die Extrema mehrfach (aber nicht immer) an den von Cantor
vermuteten Stellen. Mit dieser Feststellung wird die Arbeit Cantors nicht
entwertet. Das erste Gesetz iiber die Extrema gilt ja auch nur fiir die Zahlen
mit N = 9. Es erscheint durchaus méglich, daff das von Cantor vermutete all-
gemeine Gesetz iiber die Extrema eine hinreichende Bedingung enthilt fiir
geniigend grofle Zahlen N.

Im Nachla8 Cantors findet sich noch ein weiterer Beleg fiir das zahlentheore-
tische Interesse Cantors und seine Fahigkeit zu zihem Durchhalten im nume-
rischen Rechnen. Ein Diarium (mit dem Datum 30t Oct. 1897) enthilt die
Berechnung der (periodischen) Kettenbriiche, die zu den Quadratwurzeln

V101, V102, ..., V307

gehdren. Man kann interessante Gesetzlichkeiten in den Perioden dieser
Kettenbriiche erkennen, aber in diesem Buch sind nur die reinen Rechnungen
festgehalten, und es wird nicht ersichtlich, welches Ziel Cantor mit dieser
Fleifarbeit verfolgte.
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An dieser Stelle wollen wir auch Cantors Interesse fiir die Shakespeare-For-
schung registrieren. In jenen Jahren wurde von den Anglisten die Theorie
diskutiert, daB die unter dem Namen Shakespeares bekannten Dramen von
Sir Francis Bacon verfaBt seien.

Man fragt sich zunichst verwundert, woher Cantors Eifer fiir die Losung
eines Problems kommt, das so véllig abseits von seiner Facharbeit liegt. Wir
finden die Antwort in einem Brief 23%) an Pater Jeiler (Brief Nr. 15). Cantor
glaubt nach der Lektiire des Glaubensbekenntnisses von Sir Francis Bacon
([A 37]), daB der als Vorkdmpfer modernen naturwissenschaftlichen Denkens
geschitzte ,kings solliciter” auch ein ernsthafter Christ war. Cantor sieht
hier so etwas wie eine Geisterverwandtschaft und beschiftigt sich eingehen-
der mit den Schriften dieses umstrittenen Mannes. Er findet in einem Leip-~
ziger Antiquariat in einer alten Schrift die von Rawley herausgegebenen Ge-
dichte auf den Tod von Sir Francis Bacon 4). Es fillt ihm auf, daf Bacon
hier mehr als ,,Poet” denn als Mann der Wissenschaft gefeiert wird. Liegt es
an der blumenreichen Sprache dieser Dichter-Amateure, oder ist Bacon tat-
sichlich ein Dichter, dessen Werk filschlich einem anderen zugeschrieben
wird? Cantor findet, daB die Verfechter der Bacon-Shakespeare-Theorie doch
Recht haben, trotz des Widerspruchs vieler Fachgelehrter.

Cantor nimmt nun den Kampf fiir seine ,Entdeckung” auf. Er verdffentlicht
das Glaubensbekenntnis von Bacon ([A 37]) und die Rawleyschen Gedichte
([A 38]). Es ficht ihn nicht an, daf} er damit auf einem Gebiet, in dem er nicht
zu Hause ist, gegen die Mehrzahl der Fachgelehrten steht. Er setzt als Motto
iiber das Vorwort zur Rawleyschen Sammlung ein Wort von Tertullian:

Nullus sapiens, nisi seculo stultus fiat.

Heute wird die Shakespeare-Bacon-Theorie von den Anglisten allgemein ab-
gelehnt. Damals schien sein Kampf nicht ganz so aussichtslos. Wir diirfen ihn
jedenfalls als einen Beweis fiir seine stindige Bereitschaft werten, unbekiim-~
mert um die Meinung anderer das als richtig Erkannte zu vertreten.

4. Das letzte Jahrzehnt

Es leben heute nur noch wenige Menschen, die personliche Erinnerungen an
Georg Cantor haben. Auch die meisten Wissenschaftler aus der Generation
seiner Schiiler sind in den letzten Jahren gestorben. Wir fragten Lord Russell
nach seinen Kontakten mit Georg Cantor. Er hat Cantor in seinen ,Portraits

233) Noch viele andere Briefe Cantors zeugen von seinem Eifer fiir die Bacon-
Shakespeare-Theorie.

234y Vgl. dazu sein Vorwort zu [A 38].
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from Memory” ([B 10]) gewiirdigt, hat aber leider Cantor nicht personlich
kennengelernt 23%). Ein Treffen war gelegentlich eines England-Besuches ver-
abredet, kam aber nicht zustande, weil Cantor der Krankheit eines Sohnes
wegen seine Reise vorzeitig abbrechen mufte.

Einige der heute noch lebenden Enkel Cantors erinnern sich zwar aus ihrer
frithen Kindheit an die imponierende Gestalt ihres berithmten Grofvaters,
kénnen aber kaum zu seiner Wiirdigung aus eigenen Reminiszenzen bei-
tragen. Da war schon ein Gesprich mit Frau Dr. Loeschke, einer Nichte
Cantors, ergiebiger.

Sie war in der Zeit vor dem Weltkrieg Gast im Hause ihres Onkels. Cantor
war gerade von einem Sanatoriumsaufenthalt zuriickgekehrt. Er war eine in
Halle iiberall bekannte und geachtete Personlichkeit, und es war fiir das
junge Midchen eine freundliche Erfahrung, wenn ihr Onkel bei Spazier-
gangen durch die Stadt von allen Seiten respektvoll gegriift wurde. Er war
nicht sehr gesprichig, schien meist in Gedanken versunken zu sein. Immer
aber war er liebenswiirdig und hoflich zu seiner jungen Nichte, besonders
aber zu seiner Frau, der er nach dem Essen mit einem Handkuf$ dankte.

Dieser Bericht wird ergidnzt durch briefliche Mitteilungen von Frau Alice
Guttmann, einer Nichte von Cantors Frau Vally. Auch sie war viele Jahre
hindurch mehrere Wochen zu Gast im Hause ihres Onkels.

Ich sah ihn kaum, nur zu den Mahlzeiten, wo wir Jungen das Wort fiihrten.
Mein Onkel saf immer schweigend da, tief in Gedanken verloren. Ich habe
ihn nie ein Wort sprechen héren. Meine Tante schien stets sehr bedriickt.
Einer kleinen Sache bei Tisch erinnere ich mich: wenn die Schiissel herum-
gereicht wurde und zu ihm gelangte, nahm er zerstreut, abwesend, wie
mechanisch von dem Gericht, immer wieder, bis meine Tante, die ihn zu
beobachten schien, sagte: ,Georg, ich glaube, Du hast genug”, denn sein
Teller war bedenklich voll! Er schien nicht zu wissen, was er tat!

Mein Onkel war vergraben in seinem enorm grofSen Studierzimmer, das alle
4 Winde mit Biichern bededkte, vom Fuflboden bis zur Decke. Dort schien er
sein Leben zu fiihren, fiir sich allein, abgesondert auf seinem eigenen Pla-
neten, uns iibrigen unbekannt. Wie sehr ich es wiinschte, ihn wirklich ge-
kannt zu haben ~ doch er war ja nie sichtbar. In meinem Elternhaus fing
ich hin und wieder Bemerkungen auf, dafs mein Vater 23) (sein Schwager)
den Charakter meines Onkels sehr hoch stellte, seine Reinheit und Giite,
und daB seine Geistesgréfe ihn ungeheuer beeindruckte. Mein Vater schien
meinen Onkel zu vergdttern. Dann wurde auch von seinen tagelangen,
periodischen Abwesenheiten vom eigenen Heim in Halle gesprochen, das
er plotzlich ,auf eigenem Fuf}’, so zu sagen, verlie. Danach brachte man ihn

2%5) Nach einem Brief an den Vf. vom 26. Februar 1966.
236) Dr. Paul Guttmann, Direktor des Moabiter Krankenhauses in Berlin.
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in ein Krankenhaus und danach kam er zuriik und alles schien wieder
seinen gewohnten Gang zu nehmen; bis zum nichsten Mal. Ich machte mir
ein Bild von seinen iiberreizten, exaltierten Stimmungen, doch méchte ich
mir kein Urteil erlauben, kénnte es ja auch nicht.”

Falls dieser Bericht iiber den in sich gekehrten und geistesabwesenden Cantor
der Frau eines Mathematikers unter die Augen kommt, kénnte er Erinnerun-
gen wecken: Es kommt hiufig vor, daB der intensiv mit dem Problem be-
schiftigte Forscher ein schweigsamer und nur mit Vorsicht ansprechbarer
Tischgenosse ist. Aber in dem Bericht der Nichte Cantors ist wieder von
seinen Depressionszustinden die Rede, bei denen die Deutung durch die Last
der Forschungsarbeit unzulinglich erscheint.

Seit dem fiir Cantor so erregenden Jahr 1884 traten sie immer wieder auf
und waren wohl auch der Anlaf§ fiir seine vorzeitige Emeritierung im Alter
von 60 Jahren. Wir haben auch aus seinem letzten Jahrzehnt keine grofen
Veroffentlichungen mehr.

Als ihm im Jahre 1912 die Ehrendoktorwiirde von St. Andrews angetragen
wurde, muflite Frau Vally Canfor den schottischen Kollegen leider mit-
teilen 2%7), daf8 ihr Gatte von seiner Erkrankung noch immer nicht ganz
wiederhergestellt sei, so daf} es dem behandelnden Arzt zweifelhaft erschien,
»ob er es wagen darf, die grofe Reise nach Schottland im Juli zu unter-
nehmen”.

Nach Auskunft von Dr. Stahl, einem Schwiegersohn Cantors, ist dann Cantor
doch in Begleitung seiner Tochter Marie nach St. Andrews gereist. Er berich-
tet dariiber: ,Die denkwiirdige Reise nach St. Andrews war fiir meine Frau
mit der immerwihrenden Sorge um krankhafte Erregungen des Vaters iiber-
schattet, verlief aber ohne die befiirchtete Storung”.

Die Frage nach dem Charakter dieser Erkrankung ist heute schwer zu be-
antworten. Schoenflief hat versucht 2%), sie aus der intensiven Arbeit am
Kontinuumproblem und der Enttiuschung iiber die Gegnerschaft Kroneckers
zu deuten. Es bleibt die Frage offen, ob damit die die letzten Jahrzehnte des
genialen Mathematikers iiberschattenden Krankheitszustinde ausreichend
motiviert sind.

Geben wir zu dieser Frage einem Enkel Cantors das Wort, dem Mediziner
Prof. Dr. Ulrich Schneider. Er schreibt am 22. Februar 1966 an den Verfasser:

Unser Groflvater diirfte ein cyclothymer Typ gewesen sein, der in seinen
Aufbau- und Bliitejahren wie so viele Menschen hohe und gedriickte Ge-
miitslagen hatte, und zwar innerhalb noch als ,gesund” zu bezeichnender

237) In einem Brief am 20. Mai 1912.
238) [B 12] S. 16.
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Streuungsbreite. Ja, die Hochphasen der Enthemmung kénnen sogar seinem
Gedankenflug in geistiges Neuland behilflich gewesen sein. Ich kannte hier
noch Caratheodory, der solches ebenfalls fiir méglich erachtete angesichts
der Kiihnheit der geistigen Vorstéfe ... Ich stimme Ihnen zu, da auch der
Gegenstand seiner geistigen Arbeit eine Art von Erschdpfung bei ent-
sprechender Disposition zu geistig-gemiitsmifliger Unzuverladssigkeit be-
giinstigen konnte. Eine befriedigende, wirklich vertretbare und publizier-
bare Auffassung werden wir, d. h. Sie als Autor und ich als Nachkomme,
nicht erwarten konnen.
Lassen wir es also mit dieser Feststellung bewenden.

Ein Hohepunkt in den letzten Lebensjahren war die Feier seines 70. Geburts-
tages am 3. Mirz 1915. An diesem Tage wurde deutlich, daf Cantor jetzt auch
in Deutschland einen gro8en Kreis von Freunden und Verehrern hatte. Bei
einem Festakt in Halle wurde sein Werk in einer Ansprache von Gutzmer,
dem Rektor der Universitit gewiirdigt. Wilhelm Lorey berichtete ([B 4]) iiber
den Plan einer Georg-Cantor-Ehrung durch den Kreis der Freunde und
Schiiler. Man hatte geplant, einen Aufruf in vier Sprachen an Mathematiker
und Philosophen aller Kulturnationen zu schicken mit der Bitte, sich an
einer Ehrung des Schopfers der Mengenlehre zu beteiligen. Man war von
einem glianzenden Erfolg dieses Planes iiberzeugt. Aber der Weltkrieg zwang
den Freundeskreis, sich auf Deutschland und Usterreich zu beschrinken.
»Diese Georg-Cantor-Ehrung, die Schiiler und Freunde Ihnen zum 70. Ge-
burtstag darbringen wollen, soll eine Marmorbiiste werden, die von Kiinst-
lerhand gefertigt in der Universitit ihren Platz finden soll, um kommenden
Geschlechtern die Ziige des grofien Hallischen Mathematikers zu bewahren.”
Diese Biiste steht noch heute in der Hallischen Universitat 239).
SchlieBen wir den Bericht iiber diesen Ehrentag Cantors mit einem Satz aus
dem Brief, den Constantin Caratheodory zu diesem Tag im Namen der
mathematischen Gesellschaft in Gottingen schrieb 24%) :
... wiirden wir IThren Werken nicht gerecht werden, wollten wir sie nur an
der GroRe ihrer Wirkung oder als Mittel zu Mehrung der Wissenschaft
beurteilen. Nein! Wer in Ihre Lehre einzudringen getrachtet hat, der hat
etwas an sich Erhabenes geschaut, das seinen unermeflichen Wert in sich
selber trigt.

5. Internationale Wiirdigung

Georg Cantor starb am 6. Januar 1918 in Halle. Von den vielen Wiirdigun-
gen Cantors nach seinem Hinscheiden ist ein Brief Hilberts an Else Cantor
(die dlteste Tochter) besonders bemerkenswert 241) ([B 8], 5. 55):

239) Ein Foto dieser Biiste zeigt die Tafel neben dem Titelblatt.
240) Vgl. auch das Schreiben von E. Landau (Brief Nr. 22).
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.. 0Obwohl das Leben lhres Vaters, unseres lieben Georg Cantors, ab-
geschlossen war, so beriihrt und ergreift mich doch aufs tiefste die Todes-
nachricht. Ist es doch nicht blo8 der grofe Gelehrte und Forscher von einzig
dastehender Originalitit, sondern auch der grofiziigige Mensch und treue
anhingliche Freund, den wir nicht mehr haben, der aber desto fester in
unserem Gedéchtnis leben wird. Gerade vor einigen Tagen hatte ich Ge-
legenheit zu erfahren, wie stark die LehrenIhres Vaters auf eine kongeniale
Natur wirken. Ich setzte Einstein auf meinem Besuch bei ihm in Berlin das
klassische Verfahren auseinander, wie Ihr Vater die Unmdglichkeit be-
wiesen hat, die irrationalen Zahlen ,abzuzdhlen” usw. Und Einstein, der
alles sofort erfate, war ganz iiberwiltigt von der Grofartigkeit dieser
Gedanken...

Wenn bessere Zeiten gekommen sein werden, hoffe ich sehnlichst, Sie ein-
mal wiederzusehen, damit wir uns der vergangenen Zeiten erinnern —

Ihr getreuer D. H.

Cantor hatte das Schicksal, das groflen Denkern nur selten erspart bleibt:
In den Jahren ihres Schaffens fehlt ihnen die ermutigende Anerkennung der
Zeitgenossen, die auf dem Wege ins Neuland nur zégernd folgen wollen. Die
Wiirdigung Cantors setzte erst in den Jahren ein, in denen seine Schaffens-
kraft schon gehemmt war. Die volle Bedeutung seiner Arbeit aber wurde
erst Jahre und Jahrzehnte nach seinem Tode von der Mehrzahl der Mathe-
matiker anerkannt.

Es waren der Schwede Mittag-Leffler, spiter franzésische und angelsachsische
Mathematiker, die zuerst die Bedeutung des Cantorschen Werkes erkannten.

Von der Freundschaft mit Mittag-Leffler war schon ausfiihrlich die Rede.
Fiigen wir hier noch eine Bemerkung Cantors iiber Hermite hinzu, der Cantor
besonders in den letzten Jahren seines Lebens verbunden war. Er schreibt an
W. H. Young 24):

During the last ten years of his life, I was on terms of intimate friendship
with Hermite, for whom I have an unbounded respect. Hermite and Weier-
stral 24?) also had entirely overcome their earlier prejudices systematically
stimulated by Kronecker. The praises Hermite pours out to me in his letters,
which I still possess, on the subject of the Mengenlehre, are so great, and
in my eyes, so undeserved, that I should not like to publish them for fear
of incurring the reproach of being myself dazzled by them.

Wir wollen noch eine weitere Stelle aus dem (im Jahre 1908 geschriebenen)
Brief an W. H. Young zitieren, die Cantors Enttduschung iiber das geringe

241) Der Originalbrief Cantors ist uns nicht erhalten. Young gibt in [B 16] eine
Ubersetzung des Cantorschen Briefes.

242) Vgl. dazu Kap. XI!
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Interesse der deutschen Mathematiker an der Mengenlehre zum Ausdruck

bringt:
I shall always remain gratefull to the London Mathematical Society for
having made me one of his members, as well as to the Royal Society for the
award of the Sylvester Medal, three-and-a-half years ago. You are quite
right when you suggest in your letter that the recent great development of
mathematics in Great Britain is heartily welcome to me. My greatest wish
is to be able myself to see that country 243), with whose high-minded inha-
bitants I feel myself at one; quite otherwise is it with the Germans, who
do not know me, also I have lived among them fifty-two years.

Es konnte sein, da die Anerkennung seines Werkes bei der Feier seines
70. Geburtstages im Jahre 1915 ihn einigermaflen versohnt hat. Es bleibt
aber die Tatsache bestehen, daB8 Cantor zu Lebzeiten auBerhalb Deutschlands
mehr Verstidndnis fand als im eigenen Land. Die Rede Youngs vom 13. No-
vember 1924 (,Presidential Adress”, siche [B 16]) berichtet von dem voll-
stindigen Wandel in der Beurteilung der Mengenlehre in den letzten Jahren.
Wihrend frither die meisten Mathematiker die ,Mengenlehre” als einen
vorwiegend fiir die Philosophen interessanten Versuch ansahen, haben nun
die meisten ihre Bedeutung fiir die moderne Analysis erkannt. Young weist
auf die neue Zeitschrift ,Fundamenta Mathematica” hin, die ausschlieflich
dem Gebiet der Mengenlehre gewidmet ist, und er betont, da8 jeder Forscher
auf dem Gebiet der Analysis jetzt (1924) , direkt oder indirekt” die Begriffe
und selbst die Sdtze der Mengenlehre benutzt.

Young hat also schon im Jahre 1924 die Bedeutung der Mengenlehre fiir die
moderne Analysis erkannt. 40 Jahre spiter lesen wir in einigen wichtigen
Lehrbiichern der Mengenlehre 244) die folgende Definition der Mathematik:
»Mathematik ist Mengenlehre”.

Wir wollen versuchen—um die Wirkung Cantors zu verdeutlichen—den Weg
zu dieser Konzeption verstindlich zu machen. Es wurde schon im Vorwort
gesagt, dal wir in dieser Darstellung eine Auswahl aus der Fiille der mo-
dernen Publikationen zur Mengenlehre treffen miissen. Nicht iiber alle wich-
tigen Ergebnisse kann berichtet werden. Wir wollen aber zeigen, wie intuitive
Vorstellungen Cantors Jahrzehnte spiter durch eine exakte axiomatische
Fundierung der Theorie gerechtfertigt wurden.

Wenden wir uns also zunichst der Axiomatisierung der Mengenlehre zu!

243) Das ist spiter geschehen. Cantor war noch mehrfach in England u. a. auf dem
Wege nach St. Andrews zum Empfang des Ehrendoktor-Diploms, vgl. S. 174.

24) 7. B. in [C 23].
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XIII. Axiomatisierung der Mengenlehre

1. Das System von Zermelo

Im Jahre 1899 hatte Hilbert seine ,Grundlagen der Geometrie” vertffent-
licht. Er hat damit der klassischen Elementargeometrie ein solides Fundament
gegeben. Aber damit ist die Bedeutung dieses Werkes nicht erschopft: Hilbert
verzichtete auf alle Ontologie der geometrischen Grundbegriffe und bezeich-
nete die Punkte, Geraden und Ebenen der Geometrie als ,Dinge” von drei
Systemen, deren gegenseitige Beziehungen durch die Axiome (und nur durch
die Axiome!) festgelegt sind. Er konnte auf diese Weise einen widerspruchs-
freien 245) Aufbau der Geometrie leisten.

Es lag nahe, mit solchem formal-axiomatischen Verfahren auch die Mengen-
lehre zu fundieren. Es war nicht zufriedenstellend, wenn man zunichst die
Mengenbildung (nach der allgemeinen Cantorschen Definition) 246) unbe-
schrinkt zulief und dann jene Begriffsbildungen nachtriglich ausschlo8, die
auf Widerspriiche fiihrten. Man wollte die Bildung von Mengen durch ein
geeignetes System von Axiomen unter Kontrolle bringen.

Die ersten Versuche dieser Art stammen von Zermelo 247) und Russell 248).
Sie sind in den letzten Jahren vielfach weitergefiihrt, erginzt und variiert
worden. Wir werden iiber diese Entwicklung der Axiomatik berichten, wollen
aber eines der Systeme ausfiihrlicher behandeln. In dieser Schrift geht es ja
um das Werk Georg Cantors, und so kann man nicht erwarten, da8 hier eine
Darstellung der modernen Mengenlehre gegeben wird. Wir wollen eines der
Systeme so weit entwickeln, da8 wir daran dies zeigen konnen: Die Cantor-
schen Begriffsbildungen haben sich bewihrt. Was zu Beginn unseres Jahr-
hunderts manchen Kritikern eine gewagte Begriffsbildung schien (die Kardi-
nalzahl, die Ordnungszahl), war jetzt durch den Einbau in ein Axiomen-
system in dhnlicher Weise fundiert wie etwa die ,,Objekte” der klassischen
Analysis.

245) Die Widerspruchsfreiheit der Geometrie ist zuriickgefiihrt auf die der Arith-
metik.

246) Vgl. S. 70.
247) Zermelo [3].
248) Russell [2].
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Wir wollen hier eingehender das Axiomensystem behandeln, das zuerst von
Zermelo angegeben wurde. Schoenflief3, Fraenkel und (in neuerer Zeit) Abian
haben es weiter entwickelt. Auch das von Kuratowski benutzte Axiomen-
system geht auf Zermelo zuriick, so dafl es berechtigt erscheint, an diesem
System die Bedeutung der Axiomatisierung fiir die Mengenlehre zu verdeut-
lichen.

Zermelo betrachtet einen Bereich beliebiger Objekte. ,Es kann vorkommen,
dal zwischen zwei seiner Objekte x und y eine Beziehung von der Form
x € y besteht; wir sagen dann, x sei ein ,Element” von y, und y sei eine
~Menge”.”

Ist jedes Element einer Menge M zugleich auch Element einer Menge N, so
daB aus x € M stets x € N gefolgert werden kann, so heifit M eine Unter-
menge von N, im Zeichen 24) M C N.

Hier wird also nicht mehr definiert, was eine Menge sei. Es wird die durch
das Zeichen € dargestellte Relation zwischen ,Objekten” eingefithrt, und
die Eigenschaften dieser Relation werden nun durch einige Axiome festgelegt.
Die Analogie dieses Starts zu dem Hilberts in seinen ,Grundlagen” ist nicht
zu verkennen.

Und nun die sieben Axiome 25%) Zermelos:

‘ 71| Ist jedes Element einer Menge M gleichzeitig Element von N und um-
—! gekehrt, ist also gleichzeitig M CN und N C M, so ist immer M= N.
Oder kiirzer: Jede Menge ist durch ihre Elemente bestimmt.
' Z2 ‘ (Axiom der Elementarmengen) Es gibt ein (uneigentliche) Menge,
L—1 welche gar keine Elemente enthilt, die ,Nullmenge” .
Ist a irgendein Ding des Bereiches, so existiert eine Menge {a}, welche
a und nur a als Element enthilt. Sind a, b irgend zwei Dinge des Be-

reiches, so existiert immer eine Menge {a, b}, welche sowohl a als auch
b, aber kein von beiden verschiedenes Ding x als Element enthiilt.

‘_Zg] (Axiom der Aussonderung) Ist die Klassenaussage € (x) definit fiir alle

L Elemente einer Menge M, so besitzt M immer eine Untermenge Mg ,
welche alle diejenigen Elemente x von M, fiir welche € (x) wahr ist,
und nur solche als Elemente enthilt.

' 74 | (Axiom der Potenzmenge) Jeder Menge T entspricht eine zweite
L1 Menge Ul T (die ,Potenzmenge” von T), welche alle Untermengen von
T und nur solche als Elemente enthiilt.

249) Wir benutzen hier das heute iibliche Zeichen fiir die Teilmengeneigenschaft,
ebenso spiter () (statt 0) fiir die leere Menge.

250) Wir zitieren sein System im folgenden als System =<.
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I 75| (Axiom der Vereinigung) Jeder Menge T entspricht eine Menge & T
(die ,,Vereinigungsmenge” von T), welche alle Elemente der Elemente
von T und nur solche als Elemente enthiilt.

Wenn zum Beispiel T drei Elemente A, B, C enthilt, und wenn A die
beiden Elemente a und «’, ferner B die beiden Elemente b und b’,
schliefllich C die Elemente ¢ und ¢’ enthilt, so hat die Menge & T sechs

’

Elemente: a, b,c,a’,b’, c’.

W (Axiom der Auswahl) Ist T eine Menge, deren simtliche Elemente von

L1 @ verschiedene Mengen und untereinander elementefremd sind, so
enthilt ihre Vereinigung mindestens eine Untermenge S,, welche mit
jedem Element von T ein und nur ein Element gemein hat.

1—27' (Axiom des Unendlichen) Der Bereich enthiilt mindestens eine Menge

‘-~ Z, welche die Nullmenge als Element enthiilt und so beschaffen ist, daf8
jedem ihrer Elemente a ein weiteres Element der Form {a} entspricht,
oder welche mit jedem ihrer Elemente a auch die entsprechende Menge
{a} als Element enthiilt.

Durch das Axiom ‘ z7 l ist tatsichlich die Existenz mindestens einer unend-

lichen Menge gesichert, nimlich der Menge mit den Elementen

D, (), {pH, {H{pH, ...

Noch einige Bemerkungen zu den Axiomen IZ 1/, |Z 2' und iZ 3| I Esist

iiblich, die Mengen (wenn mdglich) durch Angabe ihrer Elemente zu charak-
terisieren. So bedeutet z. B.

M= {ul bl C}I
daf die Relationen 2 € M, b € M und ¢ € M (und keine weitere Relation
d € M) gelten. Nach Axiom {Z 1 ! istdann z. B.
A={1,2}={2,1,1}={2,1}.

Man kann aber diese Menge A auch so definieren: A ist die Menge der Null-
stellen der Gleichung

22—3x+2=0.

’

Die Form der Beschreibung einer Menge ist also unwesentlich. Die Menge ist
durch ihre Elemente festgelegt.

Die Aussagen des Axioms [Z 2! kann man (wie noch gezeigt wird) durch
schwichere Aussagen ersetzen. Entscheidend ist dafiir die Moglichkeit der
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Mengenbildung nach Axiom |23‘. Hier liegt eine gewisse Schwiche im

ersten Ansatz zur Axiomatisierung: Was eine definite Klassenaussage ist,
wird nicht gesagt. Durch die Methoden der formalen Logik kann man hier zu
einer prizisen Fassung des ,Axioms der Aussonderung” kommen.

Gegen Zermelos Axiomatisierung der Mengenlehre hat Poincaré Bedenken
erhoben. Da seine in den , Letzten Gedanken” angemeldeten Einwinde charak-
teristisch sind fiir konservatives Denken in der Mathematik, wollen wir
ihnen hier Raum geben. Poincaré behilt in der Originalfassung seiner ,Der-
niéres Pensées” das deutsche Wort ,,Menge” bei. Zermelo lehnt ja die an-
schauliche Cantorsche Definition des Begriffes Menge ab, und Poincaré
nimmt an, daf8 das franzdsische Wort ,ensemble” diese anschauliche Be-
deutung ,gebieterisch hervorruft”. Poincaré gesteht Zermelo zu, dal seine
ersten 6 Axiome als evident betrachtet werden kénnen, wenn man nur eine

endliche Anzahl von Elementen zuld8t: Die Art, wie durch ’ zZ7 l die Existenz

einer unendlichen Menge postuliert wird, erscheint ihm ,recht absonderlich
und kiinstlich”. Aber das ist nicht sein entscheidendes Argument.

Zermelo lehnt ein Axiom
8. Beliebige Objekte bilden eine Menge

ab. Aus guten Griinden: Sonst hitten wir ja die Antinomien erneut zu-
gelassen. Aber Poincaré fragt nun (S. 128): ,Warum schwindet die Evidenz
des Axioms (8), sobald es sich um unendlich viele Objekte handelt, wihrend
die Evidenz der ersten sechs bestehen bleibt?”

Das ist — so meint Poincaré — deshalb erstaunlich, weil die Axiome doch
»~ohne Ausnahme nur eine einzige Sache lehren”: daf nimlich die nach be-
stimmten Gesetzen erfolgte Zusammenfassung von Dingen eine Menge
,bildet”. Warum wird das 8. Axiom verworfen, wihrend die ersten sechs
anerkannt werden? Das geschieht — Zermelo spricht das offen aus — um
einem Widerspruch zu entgehen.

Poincaré hilt also die Zermeloschen Axiome in ihrer Gesamtheit keineswegs
fiir ,evident”, jedenfalls so weit sie sich auf unendliche Mengen beziehen.
Und er ist auch nicht bereit, Zermelo das Recht zu einer formalistischen Be-
trachtungsweise zuzugestehen, wie sie Hilbert in der Geometrie eingefiihrt
hat. Poincaré beschreibt das Hilbertsche Verfahren (a. a. O., S. 122) so:

Hilbert fiihrt zu Beginn seiner Geometrie ,Dinge” ein, die er Punkte, Ge-
raden und Ebenen nennt und indem er fiir einen Augenblick den gemeinen
Sinn dieser Worte vergifit oder zu vergessen vorgibt, stellt er zwischen
diesen ,, Dingen” gewisse Beziehungen fest, die jene definieren.
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Damit dies berechtigt ist, ist es notwendig zu zeigen, da8 die so eingefiihrten
Axiome nicht zu Widerspriichen fiithren, und Hilbert ist dieser Nachweis
beziiglich der Geometrie vollkommen gelungen, weil er die Methoden der
Analyse als bereits gegeben voraussetzt und sich ihrer daher fiir diesen
Nachweis bedienen konnte. Zermelo hat nicht nachgewiesen, daf seine
Axiome Widerspriiche ausschlieflen. . .

Aus diesen Zeilen spricht das Mifltrauen gegen das Neue. Poincaré lifit
Hilbert hochstens fiir einen Augenblick den offenbar absolut festliegenden
gemeinen Sinn der geometrischen Grundbegriffe vergessen. Und solche Ver-
geBlichkeit wird immerhin gerechtfertigt durch den Nachweis, da8 das for-
male System Hilberts widerspruchsfrei ist. Dabei ist Poincaré ohne weiteres
bereit, die Widerspruchsfreiheit der Analysis als selbstverstiandlich gesichert
gelten zu lassen.

Wir kénnen heute riickschauend sagen, daf das , Vergessen” des gemeinen
Sinnes der geometrischen Grundbegriffe in der modernen Mathematik doch
tiefer reicht und linger dauert als Poincaré damals annehmen mochte. Vor
allem aber ist zu fragen, weshalb wir uns denn auf die Widerspruchsfreiheit
der Analysis verlassen kénnen. Bewiesen ist sie bis heute nicht. Und es hat
im 19. Jahrhundert mancherlei SchluBweisen in der Infinitesimalrechnung ge-
geben, aus denen man jede gewiinschte Antinomie hitte deduzieren kénnen.
Natiirlich wuflten Mathematiker von Rang, dal man — um ein Beispiel fiir
Trugschliisse zu nennen — nicht jede konvergente unendliche Reihe von
Funktionen ohne weiteres gliedweise differenzieren darf. Aber es gab und es
gibt keinen Beweis dafiir, daf8 die nach den anerkannten Regeln verfahrende
Analysis niemals auf einen Widerspruch fiithren kann. Weshalb will man
einer jungen mathematischen Disziplin nicht die Arbeitsbedingungen zu-
gestehen, die man fiir die klassischen in Anspruch nimmt? Tatsichlich hat
erst die Axiomatisierung der Mengenlehre (insbesondere die Einfiihrung des
Auswahlaxioms) dazu gefiihrt, da8 man sich iiber die Grundlagen der
Analysis klar wurde. In den Beweisen der Infinitesimalrechnung wird an
mehreren Stellen das Auswahlaxiom benutzt 251). Es ist durchaus niitzlich,
wenn durch die Bemithungen um eine Fundierung der Mengenlehre klar
wird, dafl umstrittene Sitze dieser Theorie de facto schon lange Bestandteile
unserer Beweise in der Analysis sind. Es ist eigenartig, daff das Bewuf3t-
machen dieser Grundlagen so viel Widerspruch hervorrief. Der schwiichste
Punkt im Zermeloschen System scheint uns die vage Formulierung des

Axioms IZ 3 ' zu sein. Es erscheint nétig, den Begriff , Klassenaussage € (x)“

priziser zu fassen. Wir miissen uns versagen, simtliche Versuche einer

1) Vgl. dazu S. 159.
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Weiterfithrung der Ideen Zermelos hier zu registrieren 252). Wir wollen eine
moderne Fassung des alten Systems ausfiihrlicher behandeln, um die Recht-
fertigung Cantors durch die moderne Axiomatik nachzuweisen.

Wir werden dabei das Axiom mit der ,Klassenaussage € (x)” durch eine Aus-
sage iiber Funktionale ersetzen. Es erscheint deshalb zweckmi8ig, diesen Be-
griff vorher zu definieren und geeignete Beispiele zu geben.

2. Pridikate und Funktionale

In der ,naiven” Mengenlehre haben wir im allgemeinen die Mengen mit
groflen lateinischen Buchstaben, A, B, C, . . ., die Elemente mit kleinen latei-
nischen Buchstaben g, b, ¢, . . . bezeichnet. Fiir Mengen von Mengen schlie3-
lich benutzten wir meist deutsche Buchstaben W}, 6, . . .

Fiir die axiomatische Theorie ist eine solche Unterscheidung nicht zwedk-
miBig. Wir werden oft damit zu rechnen haben, dal eine Menge oder gar ein
Mengensystem in einer anderen Menge wieder Element ist; deshalb bezeich-
nen wir alle ,Dinge” unserer Mengenlehre jetzt mit kleinen lateinischen
Buchstaben. 4, b, ¢, . . . sind also beliebige ,Objekte” des Zermeloschen ,Be-
reichs” (vgl. 5. 179). Solche Objekte 4, fiir die a € b (fiir irgendein b) gilt,
fiir die aber kein c existiert mit ¢ € g, heiflen auch ,Individuen”. Zusammen-
fassend bezeichnen wir alle ,Objekte” der Theorie (4, b, c, . . .) als,, Mengen”.
a € b wird bei Zermelo formal gedeutet; man liest a ist in b enthalten.

X, Y, 2,..., %, Y1, 24 - - . sind Mengenvariable, die sich zu den Mengen ver-
halten wie Zahlvariable zu Zahlen. Die Mengen und Mengenvariable werden
auch als Terme bezeichnet. Fiir das Folgende ist der Begriff der Formel wich-
tig. Wir erklédren:

Definition 1

1. Sind f, und t, Terme, soist ; € f, eine Formel.

2. Sind A, B, C, ... Formeln, so ist jede aussagenlogische 253) Verkniipfung
dieser Formeln wieder eine Formel.

3. Ist P (x, y) eine Formel, die die Variablen x und y enthilt, so sind auch
VP(x,y), VP(x,y), AP(x,y), AP(x,y)
x v x Yy

Formeln.

252) Niheres findet man dariiber z. B. bei Fraenkel und Bar-Hillel [C 16].

283) Es sei an die Bemerkung im Vorwort erinnert, da wir hier die Elemente der
formalen Logik voraussetzen und die Symbole so benutzen, wie sie im Mathe-
matischen Begriffswirterbuch des Verfassers eingefiihrt sind.
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Wir geben einige Beispiele fiir Formeln 254):

ach, (ct¢d)=(@acb),

(@a €b)N(bEc)=(d€e), (a€b)V(bEa),

Az€x)V(z€y), V(xdy)N(x€a).

Wir benutzen Definition 1, um durch eine Formel die Gleichheit von Mengen
zu erkldren:

Definition 2

Zwei Mengen a und b heiflen gleich (@ =b), wenn sie dieselben Elemente
haben 255):

(a=b)=[A{(x€a) & (x€D)} ] @

Nach dieser Definition kdnnen wir auch a = b als Formel ansehen: es ist ja
nur eine abgekiirzte Schreibweise fiir die Aussage, die in der eckigen Klam-
mer von (1) steht. Mit dieser Definition wird das erste Zermelosche Axiom
iiberfliissig. Wir werden es in der Tat (vgl. S. 187) durch eine andere Aus-
sage ersetzen.

Man sagt von einer Variablen x, da sie in einer Formel gebunden vor-
komme, wenn sie zu einem Quantor (V oder A) gehort; sonst gilt sie als
frei. In den Formeln

V@@Ex) N\ (x€y), AyEx),
VVIEeyNzEy)]

ist jedesmal die Variable x gebunden und die Variable y frei. Eine Formel,
in der x als freie Variable vorkommt, bezeichnet man durch F (x), P (x) usw.;
Formeln mit zwei freien Variablen werden entsprechend durch F (x,y),
P (x,y), ... charakterisiert. Man bezeichnet solche Formeln auch als Pridi-
kate mit einer, zwei usw. Veranderlichen.

Wir wollen im folgenden Pridikate P (x), F (x, ¥), . . . fiir die Elemente ge-
wisser vorgegebener Mengen betrachten. Dabei soll feststehen, ob die Aus-
sage P (a) (fiir ein bestimmtes a) wahr ist oder falsch. Wie wir zu dieser
Entscheidung (wahr oder falsch) kommen, ist dabei uninteressant. Wir kon-
nen etwa als Beispiel Relationen in der elementaren Arithmetik betrachten

254) Fiir 1 (a € b) stehtaucha ¢ b.
255) A = B steht fiir die Aussage: A ist durch B definiert. Man schreibt dafiir auch

A&SB.
—(H”
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oder aber fiir gewisse Elemente 4, b, ¢, . .. einfach durch eine Tabelle fest-
setzen, welche Aussagen a € b, b € ¢ usw. wahr, welche falsch sein sollen.
Es kommt uns darauf an, gewisse Typen von Priadikaten (fiir unsere Axio-
matik) zu charakterisieren.

Dabei machen wir von der Tatsache Gebrauch, daB die Relation a € b fiir
uns vorldufig ohne jeden Inhalt ist. Wir kdnnen sie fiir gewisse Beispiele
definieren, wie wir wollen. Zum Verstindnis der grundlegenden Definition
des Funktionals geben wir einige Beispiele.

Beispiel (1)

Gegeben sei die Menge M = {2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} von natiirlichen Zahlen.
Die Relation a € b soll die Bedeutung haben a | b: a ist ein Teiler von b. Wir
betrachten die Formel

F(xr,y): x€15Ax€yN15¢yAx=Fy. )

Setzen wir fiir x alle Zahlen von M ein und priifen wir, ob die jeweils ent-
stehende Aussageform mit der freien Variablen y fiir irgendwelche Zahlen y
der Menge M zu einer wahren Aussage wird.

Das Ergebnis: Setzt man fiir x eine der Zahlen 2, 6, 10, 15 oder 30 ein, so ist
F (x, y) falsch 25%), welche Zahl y man auch wihlt. Fiir

x=3, y=6;

x=5,y=10
ist F (x, y) aber wahr.

Zu jedem x unserer Menge M gehort also hichstens ein y, fiir das (2) wahr
ist.

Ersetzen wir nun (2) durch

F(xy: x€15Ax€yNx=Fy. 2"
Jetzt gehoren zu x = 3 die Werte y = 6, y = 15 und y = 30, fiir die F’ (x, )
wabhr ist.
Beispiel (I1)

Wir betrachten die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen: {0, 1,2, 3, ...}
und deuten x € y durch x<]y.

256) Wir verwenden hier und im folgenden eine praktische aber nicht ganz korrekte
Formulierung: Deutet man x und y als Variable, so ist F (x,y) eine Aussage-
form und kann deshalb weder wahr noch falsch sein. Gemeint ist die jeweils
aus F (x,y) bei Ersetzung von x und y durch Elemente von M entstehende
Aussage.
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Das Pridikat

P(x,y): x€4Nx€yNy€2 (3)
kann dann auch so geschrieben werden:

P(xy: x<y<a. 3)
Es ist wahr fiir x = 0, y = 1 und nur fiir diese Werte.
Beispiel (I1I)

Gegeben seien die Mengen 4, b, ¢; die Giiltigkeit der Relation x € y werde
durch folgende Tabelle festgelegt:

E,abcr
alf wf
bt f w (4)
cif f f

Es soll also z. B. a € b wahr, c € b falsch sein, usf. Die Tabelle (4) ist z. B.
realisiert, wenn wir fiir 4, b und ¢ die Mengen

a=A, b={AB}, ¢c={{AB}}

setzen und das Zeichen € im Sinne der ,naiven” Mengenlehre deuten. Be-
trachten wir jetzt das Pradikat

fry): [(@€x)=(x€)]N(x€y). )
Es ist wahr fiir x = aund y = b und y = ¢; fiir x = c ist es immer falsch.
Definition 3

m sei eine Menge. Ein zweistelliges (binidres) Pradikat F (x, y), bei dem zu
jedem x € m hochstens ein y existiert, fiir das F (x, y) wahr ist, heifit ein
Funktional in x fiir die Menge m.

Gibt es zu vorgegebenem x € m ein solches y, so heilt dieses der Partner
von x.

Die durch (2), (3) und (5) gegebenen Pridikate haben offenbar (fiir die je-
weils betrachteten Mengen) den Charakter von Funktionalen; dagegen ist
(2') kein Funktional, da ja zu x = 3 drei y-Werte gehoren.

Fiir die Funktionale (2), (3) und (5) kénnen wir jeweils die Menge der Partner
notieren. Es sind dies die Mengen

{6,103}, {1}, {b,c}.
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Es wird in der Definition 3 nicht verlangt, dafl auch die Partner y zur Menge
m gehoren. Wir geben noch ein Beispiel, bei dem das nicht der Fall ist. Es sei

m={x,x", "}, t={{x,a}, {x", b}, {x'”, b}}.
Dann ist 257)

x€mAN{x,y} €t
ein Funktional; die Menge der Partner ist offenbar u = {a, b}.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die durch Abian angegebene mo-
derne Fassung des klassischen Systems von Zermelo verstehen.

3. Das Axiomenystem ﬂ

Wir wollen das System &£ nun durch eine moderne Fassung G4 er-

setzen 2*8). Wir benutzen dabei die Sprache der formalen Logik neben der
Umgangssprache.

l Al’ (Existenzaxiom) Es gibt mindestens zwei Mengen a und b, die in der
L1 Relation a € b stehen 259)

VV(a€b). )
ab
lA—ZI (Axiom der Extensionalitit) Gleiche Mengen sind Elemente derselben
L1 Mengen.
ANEx=y)=A[(x€2z)= (y€2)] (7)
xy z

‘ A 3| (Axiom der Ersetzung) Fiir jede Menge s und jedes biniire Pridikat
L1 F(x,y), das Funktional in x fiir die Menge s ist, existiert die Menge
der Partner 260)

257) Das Zeichen € wird dabei im Sinne der naiven Mengenlehre verstanden.

258) Es geht im wesentlichen auf Abian zuriick. Bei Abian fehlt aber das Existenz-
axiom. Vgl. dazu S. 189.
Es erscheint zweckmiBig, simtliche Axiome des Systems zunichst geschlossen
aufzufiihren. Dabei treten in den Axiomen 6 und 7 Begriffe auf (die leere
Menge ¢, die Vereinigungsmenge x\_{x}, disjunkte Mengen), die erst mit
Hilfe der vorhergehenden Axiome definiert werden.

25%) D. h., es gibt mindestens eine Menge, die nicht Individuum ist (ndmlich b).
Vgl. S. 189.

260) Die erste Zeile der Formel (8) besagt doch, dal F (x,y) Funktional in x ist.
Die zweite Zeile behauptet dann die Existenz einer Menge ¢, zu der gerade die
Partner von x in bezug auf das Funktional F (x, y) gehdren.
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[4]

AAAA{[(xEs) NF(x,y) NF(x,2)] = (y=2)}=
s XY z (8)
=>YA{(y€t)<:>V[(xES)/\F(x,y)]}>-

y x

(Axiom der Potenzmenge) Fiir jede Menge s existiert die Menge ihrer
Teilmengen 261)

AVAEEH) S (xCs). 9)

s tx

(Axiom der Summe) Fiir jede Menge s existiert die Menge aller Ele-

L1 mente der Mengen von s 262)

AVA[xE) &SV (zE€s Nx€2)]. (10)

s t x z

(Unendlichkeitsaxiom) Es gibt eine Menge w mit den beiden Eigen-
L1 schaften 283)

1. O € w.
2. Wenn x € w, dann gilt auch x\~ {x} € w.

VIdEw A A {(x€w) = {(xwfx} €w)}]. (11)

(Auswahlaxiom) Fiir jede disjunkte Menge s, die nicht die leere Menge

Lt gls Element enthilt, existiert eine Auswahlmenge t von s 264)

AAA{(zEs) N (y€Es) N (zF y)]=

s zy

Ve ANA{(vdz)V (0éy) )= (12)
VA((zEs)=>AV{[(xEH A (xE€D]ES (x =w)}).

281) x ( s (x ist Teilmenge von s) ist in XIII 1 definiert.

262) Man schreibt dafiir auch
t=Us=0Uz (10)

z€s

263) Vgl. S. 192 ff.

284) In der ersten Zeile der Formel (12) kommt zum Ausdruck, daB sich die Aus-
sage in der zweiten Zeile auf verschiedene Elemente von s bezieht. Die zweite
Zeile besagt, da diese verschiedenen Elemente weder leer sind noch ein ge-
meinsames Element enthalten, sie sind disjunkt. Die dritte Zeile schlieBlich
behauptet die Existenz der Auswahlmenge t, zu der aus jeder Menge z von s
genau ein Element gehort.
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4. Elementare Sitze

Aus unseren Axiomen folgt, da man Mengen auch durch einstellige (mona-
dische) Pridikate P (x) charakterisieren kann:
Satz 1 (Separationssatz)

Fiir jede Menge s und fiir jedes monadische Priidikat P (x) existiert die Menge
aller x (x € s), fiir die P (x) gilt.

Zum Beweis braucht man nur mit Hilfe von P (x) ein binires Pridikat zu
definieren. Das Pridikat

Flr,y): (x=9ANP(y) (13)

ist offenbar ein Funktional in x fiir die Menge s. Danach ist wegen IA 3|
eine Definition einer Menge durch

t={x/x€sN\ P(x)} (14)
gerechtfertigt.
Satz 2

Es gibt genau eine Menge (O, die keine Elemente hat und Teilmenge jeder
Menge ist.

Zum Beweis gehen wir von der Menge b aus, deren Existenz durch das
Axiom |A_1! gesichert ist 265). Nach Satz 1 existiert dann die Menge

t={x/x€bA (x +2)h (15)
Da es kein x mit x == x gibt, ist die durch (15) gegebene Menge t leer. Wir
bezeichnen sie mit Q.

Sie ist in jeder Menge als Teilmenge enthalten, denn die Definition des Ent-
haltenseins () lautet doch so: -

xCy=A@zEx)=(z€y).

Fiir x= @ ist die Pramisse falsch, und da eine falsche Aussage jede Aus-
sage impliziert, haben wir in der Tat A @ C y. Aus der Definition der Gleich-

y
heit von Mengen folgt, daf es nicht mehr als eine Nullmenge geben kann.

265) Bei Abian fehlt das hier lAl l genannte Existenzaxiom. Deshalb scheint uns

der Beweis der Existenz von () dort unvollstindig. Allerdings wird spiter die
Existenz einer unendlichen Menge postuliert, die ¢ als Element enthilt. Aber
die Axiome der Mengenlehre sollen doch (um Zirkelschliisse zu vermeiden) nur
die Existenz solcher Mengen postulieren, deren Elemente als existent vor-
gegeben sind. Deshalb halten wir das Axiom ‘ Al ’ fiir unvermeidlich. Es findet

sich iibrigens auch bei Kuratowski.
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Satz 3
Es gibt eine Menge mit den 26%) Elementen

o, (@}, HDI.

Zum Beweis gehen wir von der Potenzmenge der Nullmenge aus, die ja nach

Axiom lA 41 existiert. Das ist die Menge (mit einem Element!)

B(D)={D}.

Wir kénnen weitere Potenzmengen bilden und erkennen so zunichst die
Existenz der folgenden Mengen:

BIB@ON=BDOH={D,{D}},

PERB@N=BD,{O}})= (16)
={0, (D}, {D} (D, {PH).

Nach Axiom |A 3| existiert dann auch die Menge
Pr={x/xEBP[BDONDA (xF{D,{DI}H}, (17)

also

Pr={D,{D}, {1} (18)
Satz4
Sind a, b, c beliebige Mengen, so existiert auch die Menge

m=1{a, b, c}.
Zum Beweis bilde man das Pradikat
fay: [=PNy=alV [(x={OHA (y=b)]V
ViE={dMH AN Ew=0l
Es ist Funktional in x fiir die Menge P*. Nach Axiom W existiert dann
auch die Menge der Partner dieses Funktionals. Das ist gerade die Menge m.

Wir wollen jetzt noch zeigen, welche Bedeutung die Vorschrift im Axiom ‘ A3 }
hat, da F (x, y) Funktional sein muf3.

260) Man kann leicht zeigen (durch Wiederholung der hier benutzten SchluSweise),
daB auch fiir jede (fest vorgegebene) natiirliche Zahl k die Menge

(DD}, .. {D}}
existiert. Dabei steht { }z flir {...{...}...} mit k Klammern. Wir ver-
meiden solche Schliisse, weil wir den Begriff der natiirlichen Zahl hier nicht
voraussetzen wollen; er soll ja erst mengentheoretisch begriindet werden (Ab-
schnitt XIII 5).
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Beachten wir zunichst, daf8 das Pridikat x C y kein Funktional fiir die Menge

Pr={0,{D}, {D}}}
ist. Setzt man namlich x = @), so hitte man z. B. x C{}} und x ({{D}}; es
gibt also fiir x = ¢ mindestens zwei zugeordnete Mengen y. Setzen wir uns
einmal fiir einen Augenblick iiber diesen Umstand hinweg. Dann k&nnte
man folgende Schliisse ziehen : Die Menge

u={yIVxc{pNn(@xy)}

existiert. x ist aber die leere Menge, und die ist nach Satz 2 in allen Mengen
als Teilmenge enthalten. u wire also die Menge aller Mengen! Wir hitten
dann

A(yCu).

y

Nach dem Separationssatz (Satz 1) existiert dann aber auch
n={y/(ycu)\(y¢y)

n ist offenbar die Russelsche Menge (vgl. S. 147). Wir haben dann
yEnsyty

und gewinnen fiir y = n die bekannte Antinomie. Zur Vermeidung dieser

Schliisse ist in das Axiomensystem die Sicherung eingebaut, da88 F (x, y)
Funktional sein muf 2¢7),

Wir wollen an dieser Stelle nicht die Elemente der Mengenlehre vollstindig
aus dem Axiomen des Systems =4 entwickeln. Bemerken wir abschlieend

nur noch, da (nach Axiom IA 5 l ) die Existenz von Vereinigungsmengen und
Durchschnitten von Mengen gesichert ist. Sind etwa 7, s, t gegebene Mengen,

50 existiert nach ’A 5 ‘ die Vereinigungsmenge

v=U(r,s,t),

nach Satz 1 aber auch
d=N(r,st)={x/(x€) N (x€r) N\ (x€s) N\ (xE1)}. (10"
Im allgemeinen Fall hat man (vgl. (10%))
d=f\s=2z={x/xEUsAA[(z65)<:>(sz)]}. (10")

267) Damit ist freilich nur gezeigt, daB die Russellsche Menge auf diesem Wege
nicht in die Theorie eindringen kann. Will man die Mengenbildung durch eine
axiomatische Vorschrift einschrinken, so kann man dem System@4 noch ein
»Regularitdtsaxiom” hinzufiigen, das alle Mengen ausschlieft, die sich selbst
als Element enthalten. Vgl. dazu [C 1], S. 120.

191



5. Die natiirlichen Zahlen

Schon Cantor selbst hat versucht, die Theorie der natiirlichen Zahlen mengen-
theoretisch zu begriinden. Sein Verfahren ist von Zermelo (bei der Heraus-
gabe seiner gesammelten Werke) als inkonsequent kritisiert worden (vgl.
S. 88). Es erscheint deshalb bedeutsam, daf aus den Axiomen des
Systems&4 auch die Axiome fiir das Rechnen mit natiirlichen Zahlen dedu-
ziert werden konnen.

Die hier gegebene Definition der natiirlichen Zahlen geht auf J. v. Neumann
zuriick; er hat diesen Ansatz zuerst im Jahre 1923 in einem Brief an Zermelo
mitgeteilt und dann in seinen Arbeiten zur Axiomatisierung veréffentlicht.

Die Grundlage fiir die Theorie der natiirlichen Zahlen ist das Unendlichkeits-
axiom ‘ A6! . Danach gibt es eine Menge w, die u. a. die folgenden Elemente
enthilt:

O, D AP ={p}L {DI{DH={D,{D}},

{D, {1 {D, (O} ={D, {D}L{D,.{D}}},

Das brauchen aber noch nicht alle Elemente von w zu sein. Ist jedenfalls m
irgendeine Menge, die zu w gehdrt, dann gehort auch m\“{m} dazu. Es ist
deshalb fiir die weiteren Aussagen niitzlich zu erkliren:
Definition 4
Fiir irgendeine Menge x heif8t

x=x\Hx}
der unmittelbare Nachfolger von x.

Satz 5
Es gibt eine einzige Menge w mit den Eigenschaften

O€w (18)
und

(x € w)=(@E" € w), (19)

die zugleich Teilmenge jeder Menge h mit den Eigenschaften ¢ € h und
(y€ h)y= (y* € h)ist.

Zum Beweis gehen wir aus von einer Menge w, die die Bedingungen (18) und
(19) erfiillt. Sie existiert nach Axiom |A6/|. P (w) sei die Potenzmenge von

w und g die Menge aller Teilmengen h von w, die die Bedingungen (18) und
(19) erfiillen. Jede Menge h hat also die Eigenschaften

G €Eh, (x€h) = (x*€h).
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g existiert als Teilmenge von P (w) nach Satz 1. Es ist ja

g=1{h/h€Pw) AN (P EN N xER=atER)).
Nach unseren Bemerkungen iiber den Durchschnitt existiert dann auch die
Menge

w="Ng=h.
heg

Wir haben nun zu zeigen, da8 w die Bedingungen (18) und (19) erfiillt.

Da ¢ zu jeder Menge von g gehért, gehort ¢ auch zum Durchschnitt dieser
Mengen. Ist x € w,sogiltx € hfiir alle h € g Dann gilt auch x* € h fiir alle
h € g; deshalb haben wir auch x* € w. Es sei nun v eine beliebige Menge,
die die Bedingungen (18) und (19) erfiillt. Dann hat offenbar w ™ v diese
Eigenschaft. Nach Definition des Durchschnitts ist also

wNo Cw Cw.
® M v ist also eine Menge h € g. Nach Definition von w gilt daher
o oo
alsoauchw C v.
Nehmen wir nun an, daf§ es eine zweite Menge w* mit den Eigenschaften von
o gebe. Dann haben wir nach der Definition von w (bzw. w¥):
o Cw*, o* C o,
also w = w*.
Diese Menge w wird nun als die Menge der natiirlichen Zahlen 288) erklirt:
Definition 5

Die Elemente von w heifSen natiirliche Zahlen. Es sind die folgenden Bezeich-
nungen iiblich:

0= 0,

1={p}=1{0},
2={Q,{p}=1v{1}={0,1},

3={0, {0}, {p,{D}}=2v{2}={0,1,2},
4=3{3}=1{0,1,2,3},

5=4{4}={0,1, 2, 3,4},
6=5{5=1{0,1,2,3,4,5},

(20)

268) Hier wird auch 0 als natiirliche Zahl bezeichnet. Sonst ist es oft iiblich, nur die
Zahlen1, 2, 3, ... als natiirliche Zahlen gelten zu lassen.
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Weiter ist nach Definition 4:

1=0% 2=1% 3=2%... (21)
Nach Satz 5 existiert dieMenge w aller natiirlichen Zahlen, weiter die Potenz-
menge von @ (Axiom M ) und die nach Satz 1 méglichen Teilmengen.

Wir wollen nun zeigen, da8 fiir die Menge w die bekannten Peanoschen
Axiome erfiillt sind.

Satz 6
Ist N eine Teilmenge von w mit den Eigenschaften:
® €N, (xEN) = (x* € N), (22)
soist N = w.
Das ist das Prinzip der vollstindigen (finiten) Induktion. Da fiir die Menge N

(22) gilt, ergibt sich nach Satz 5 w C N. Wegen der Voraussetzung N C @
ist tatsdchlich w = N.

Aus (20) erkennt man sofort:

Satz7

Jedes Element einer natiirlichen Zahl ist eine natiirliche Zahl. Keine natiir-
liche Zahl enthilt sich selbst als Element.

Weiter zeigen wir:

Satz 8

Jedes Element einer natiirlichen Zahl n ist Teilmenge dieser natiirlichen Zahl:
Almen)= (m Cn)l. (23)

Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir die vollstindige Induktion (Satz 6).
Es sei N die Menge der natiirlichen Zahlen n, fiir die (23) richtig ist.

Natiirlich gehort 0 zur Menge N, da ja fiir die leere Menge @ die Primisse
von (23) falsch, die ganze Aussage also richtig ist.

Es sei nun n € N. Wir wollen zeigen, da8 dann auch n* € N, Es sei x irgend-
ein Element von n*. Dann ist x € n oder x = n. Wenn x € n ist, dann haben
wir nach (23) xC n und a fortiori x Cn'\Y {n}. Ist andererseits x =1, so
haben wir wieder x Cn\~ {n}. Deshalb gehort auch n* zu N und nach Satz 6
ist N = w.

Satz 9

Sind die unmittelbaren Nachfolger zweier natiirlicher Zahlen gleich, so sind
die natiirlichen Zahlen selbst gleich:

(n*=m*)= (n=m). (24)
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Schreiben wir die Priamisse von (24) ausfiihrlich:
n\{n} =m\{m}, (24"
und nehmen wir an, es sei n == m.

Danach ist n € m und m € n. Das sieht man so ein: n ist ja Element der
linken Seite der Gleichung (24"), muf also (nach Definition der Gleichheit)
auch Element der rechten sein. Wir haben also

n€ modern € {m},d. h.n=m.
Der zweite Fall sollte ausgeschlossen sein. Wir haben also n € m und ent-
sprechend m € n. Nach Satz 8 ist also auch n C mund m C n, alson=m.
Satz 10
Keine natiirliche Zahl hat den Nachfolger 0.

Wire niamlich n* = 0= @, so hitte n* keine Elemente. n* hat aber das Ele-
ment n.

Definition 6
Eine natiirliche Zahl m heift unmittelbarer Vorginger %) von n, wenn
m*=m\v{m}=n (25)

ist; im Zeichen: m =n".

Satz 11
Jede von Null verschiedene natiirliche Zahl hat genau einen unmittelbaren
Vorginger.

Zum Beweis bemerken wir zunichst, dal 0 gewifl keinen Vorginger hat
(Satz 10), wohl aber die 1; es ist ja 1~ = 0. Sei nun M die Menge der natiir-
lichen Zahlen, die einen unmittelbaren Vorginger haben, und N = M\~ {0}.
n =F 0 sei ein Element von N. Dann gibt es eine Zahl m, so dal m* = n ist. Es
ist aber (m*)* = n*. n* hat also einen unmittelbaren Vorgédnger (ndmlich m*)
und gehort damit zu N. Da auch 0 zu N gehort, ist nach Satz 6 N = w.

Fiir jede von Nuli verschiedene natiirliche Zahl n gilt offenbar
(n) =n.

Die bisher bewiesenen Sitze schliefen aber die bekannten Peanoschen
Axiome?27) fiir die natiirlichen Zahlen ein. Damit ist eine mengentheoretische

269) Vgl. dazu S. 100. Die hier gegebene Definition des Vorgédngers kann natiirlich
in die allgemein fiir geordnete Mengen giiltige eingeordnet werden.

210) Vgl. z. B. Lenz [C 28].
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Begriindung fiir das Rechnen mit natiirlichen Zahlen gegeben. Sie hat den
Vorteil, daB es nach dem Axiomensystem (4 nur eine Menge w geben
kann.

Natiirlich hat das hier durchgefiihrte Verfahren auch didaktische Nachteile.
Diese mengentheoretische Fundierung des Rechnens ist gewif§ nicht fiir den
Anfangsunterricht in der Grundschule geeignet. Man mag da ein operatives
Verfahren #1) vorziehen. Aber es erscheint doch bedeutsam, daf es iiber-
haupt moglich ist, das Rechnen mit natiirlichen Zahlen in eine Theorie hin-
einzunehmen, die praktisch das Fundament fiir jede der modernen mathe-
matischen Disziplinen liefern kann. Wir werden auf diesen Umstand noch
eingehen.

6. Unendliche Mengen
Durch das Unendlichkeitsaxiom ist die Existenz zunichst einer unendlichen
Menge gesichert. Aber durch Anwendung von |A4l (Axiom der Potenz-

menge) und des Separationssatzes kann man weitere unendliche Mengen ge-
winnen.

Fiir spitere Anwendungen wollen wir noch erwihnen, daff mit Hilfe der
Axiome I_A_6i und lA3| auch eine Verallgemeinerung des Satzes 4 mdg-
lich ist.

Satz 12

Sind

ay, ag, Ag, « »
beliebige Mengen, so ist auch
A={a;, a5 ay...}
eine Menge.

Ohne das Unendlichkeitsaxiom konnten wir schon die entsprechende Aus-
sage fiir endlich viele Mengen a, begriinden 272). Die Existenz der Menge A
(Satz 12) ergibt sich jetzt einfach aus der Existenz der Menge w der natiir-

lichen Zahlen unter Benutzung des Axioms der Ersetzung ( A3 ‘ ) :
F(n,y): n€EwoNy=uay

ist offenbar ein Funktional in # fiir die Menge w, und A ist die Menge der
Partner.

21) Z. B. nach Lorenzen.
272) Vgl. Satz 3 und die Fufinote!
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Durch Anwendung von Satz 12 erkennt man sofort die Existenz der Menge

B={w, P (w),..., P (w),...}.
Dabei sind die Mengen B (w) erklidrt durch

PO (@) = w, PO (w) = P (PN (w)).
Thre Existenz ist durch iA 6 ’ und |A4| gesichert.

7. Das kartesische Produkt

Wir haben schon in Kap. IV 3 das kartesische Produkt zweier Mengen x
und y (im Zeichen: x X y) als die Menge der geordneten Paare (4, b) (a € x,
b € y) eingefiihrt. Wir miissen jetzt, bei der axiomatischen Fundierung der
Mengenlehre, die ,Existenz” dieser Menge (bei gegebenen Mengen x und y)
nachweisen. Dabei ist ein Existenzbeweis in der axiomatischen Theorie keine
ontologische Deduktion im Sinne Cantors. Es geht nur um den Nachweis,
daB unser Axiomensystem (¢ so eingerichtet ist, da8 es die Bildung der ge-
nannten Menge geordneter Paare zuldfit.

Wenn wir aber unsere Theorie auf der Relation des Enthaltenseins griinden
wollen, ist schon der Begriff des ,geordneten” Paares (g, b) problematisch.
Sind a und b Mengen (oder ,Objekte” im Sinne Zermelos, vgl. 5. 179), so
existiert auch die Menge {a, b} (vgl. Satz XIII 4). Wir haben aber vorliufig
keine Mdglichkeit, die Reihenfolge der Elemente zu unterscheiden. Es ist ja

{a,b} ={b,a}={a,a,b}={b, a, b, a} usf.
Wir erkldren deshalb:
Definition 7
Die Menge
(x, y) = {a}, {x, y}}
heiflt das geordnete Paar von x und y.

x ist jetzt vor y ausgezeichnet dadurch, daf {x} als Element in der Menge
(x, y) vorkommt. Es kann als das ,erste” Element angesprochen werden,
auch dann, wenn man (was ja zulissig ist) (x, y) so schreibt:

(x, y) = x, v}, {23}
Satz 13
Aus (x, y) = (u, v) folgt x = u, y = v.
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Nehmen wir zunichst an, daf u v sei. Wegen {x} € {{u}, {u, v}} folgt
dann {x}={u}, also x=u. Weiter ist {u,v} € {{x}, {x,y}}. Wegen
{x} == {u, v} ist {u, v} = {x, y}. Aus x = u schliefen wir dann sofort auf
y=o.

Im Falle # = v haben wir

{{u}, {u, v}} = {u}, {w, u}} = {u}}.

Daraus folgt dann {x} = {x, y} = {1}, also x = y = u. Wir halten aus dieser
Uberlegung noch fest, da8 (x, x) = {{x}} ist.

Um nun die Definition des kartesischen Produktes vorzubereiten, beachten
wir zunichst, da aus x € g, y € b folgt, daB die in (x, y) = {{x}, {x, y}}
auftretenden Mengen Teilmengen der Vereinigungsmenge a‘\~’b sind. Wir

haben deshalb:

{x}€P (awb), {x,y} €B (a\wDb).
Danach gilt fiir das geordnete Paar (x, y):

(x, y) CP (a2b), (x,y) €P (P (a2D)).

Jetzt kdnnen wir das kartesische Produkt als Teilmenge von P (a\~ b) nach
Satz 1 definieren:

Definition 8
Das kartesische Produkt zweier Mengen a und b ist gegeben durch
aXb={w/w P (P (@~ b)NC (w)}. (26)
Dabei ist das Pradikat C (w) die Aussageform
C(w): w= (x,y) fiir irgendeinx € 4,y € b. 27)
Wir kénnen (27) auch so formulieren:
Cw): V Vw={{x}, {x y} (27 2)
x€a y€b

Damit ist die Existenz von a X b (bei gegebenen a und b) gesichert.

Wir haben fiir das im Ersetzungsaxiom l A3 ‘ auftretende Funktional gefordert,

daB es durch das Zeichen € und durch logische Symbole definiert sei. Da die
Aussagen und Aussageformen, die die Zeichen = und C benutzen, auf
Formeln mit logischen Zeichen und dem Zeichen € zuriickgefiihrt werden
konnen, sind auch Formeln mit diesen Symbolen zulissig. Wir konnen jetzt
hinzufiigen, daB auch das Zeichen fiir das kartesische Produkt zur Definition
von Funktionalen verwandt werden kann. '

198



Wollte man auf solche Hilfsmittel zur Beschreibung der Funktionale ver-
zichten, so miifite man seitenlange und uniibersichtliche Formeln in Kauf

nehmen.

MitHilfe des kartesischen Produktes kénnen nun Relationen und Funktionen
definiert werden. Eine Relation in einer Menge m ist bekanntlich 273) eine
Teilmenge des kartesischen Produktes m X m. Wir wollen uns diesen Sach-
verhalt an einem einfachen Beispiel klarmachen. Fiir die Menge w der natiir-
lichen Zahlen ist ja #74) n<m erfiillt, wenn n € m gilt. Die Menge k der ge-
ordneten Paare (n, m), fiir die n<m richtig ist, ist eine wohlbestimmte
Teilmenge von w X w:

(nmckSnCoAmEw An€m.

Eine Teilmenge o eines cartesischen Produktes m X m heif8t allgemein eine
Ordnungsrelation, wenn fiir diese Teilmenge die Ordnungsaxiome erfiillt
sind. Wenn wir in VII 3 2 <<b durch (g, b) € o ersetzen, so kénnen wir sie
so formulieren:

(a,b)€0 & (b,a) ko,

2
(a,b)€o N (b,c)€o=(a,c)€o0. (28)
Die Aussage:
G (m): m ist eine geordnete Menge (29)

kann danach offenbar ,formalisiert” werden zu einer Existenzaussage fiir
eine Teilmenge von m X m, die die durch (28) gegebenen Eigenschaften hat.

Wir wollen darauf verzichten, das Aufschreiben solcher Formeln weiter zu
exerzieren. Begniigen wir uns mit dem Hinweis, daff auch die Funktionen als
Teilmengen kartesischer Produkte eingefiihrt werden kénnen.
Eine Abbildung (syn.: Funktion) f einer Menge a in eine Menge b ist eine
Teilmenge von a X b, die durch folgende Eigenschaften ausgezeichnet ist:

A VixyEf,

x€aych (30)

(LYEfN(x,2)EfDy =2z
Wir sprechen von einer Abbildung (Funktion) von a auf b, wenn f (aufler
(30)) noch die Eigenschaft

A V(xy)€f (31)
y€b x€a

213) Siehe z. B. Meschkowski: Einfijhrung in die moderne Mathematik, Mannheim
1964, S. 98.

*74) Vgl. Satz 4 a von Kapitel XIV!
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hat, wenn also jedes Element von b auch als ,Bild” eines Elementes x € a
vorkommt. Eine Abbildung f von a auf b heiflt eineindeutig, wenn verschie-
denen Elementen von a verschiedene Elemente von b entsprechen:

[(xy 1) € N (x0,¥9) €F A xy F 2] =Yy F Yo (32)

Wir nennen nun auch in der axiomatisierten Theorie zwei Mengen (nach
Cantor) dquivalent (a ~ b), wenn eine eineindeutige Abbildung von a auf b
moglich ist. Zwei geordnete Mengen heiflen ghnlich (a==b), wenn es eine
eineindeutige die Ordnung erhaltende Abbildung von a auf b gibt.

Offenbar sind die Aussagen
a~b, (33a)
a=~b (33b)
formalisierbar: Man kann sie durch solche Sitze iiber Teilmengen des karte-

sischen Produkts a X b ersetzen, die durch das Zeichen € und die Symbole
der formalen Logik ausgedriickt werden kénnen.

Wir wollen dem Leser die Begriindung dafiir iiberlassen, da8 auch die Aus-
sage
W (m): Die Menge m ist wohlgeordnet (34)

formalisierbar ist.
Fassen wir zusammen:

Die Aussagen (30), (33 a), (33 b) und (34) sind formalisierbar und kénnen
daher in Funktionale F (x, y) des Ersetzungsaxioms eingebaut werden.

8. Andere Axiomensysteme

Wir haben unseren Betrachtungen das von Schoenflie, Fraenkel, Kuratowski
und Abian iibernommene und weiter entwickelte Axiomensystem von Zer-
melo zugrunde gelegt. Wir wollen auch auf Grund dieses axiomatischen An-
satzes im nichsten Kapitel eine Definition der Ordnungs- und Kardinal-
zahlen geben und zeigen, wie sich die urspriinglich von Cantor geschaffenen
Begriffe in einem modernen Axiomensystem ausnehmen.

Vorher aber wollen wir wenigstens berichten, daf8 es noch mancherlei andere
Axiomensysteme fiir die Mengenlehre gibt.

Eine Mdglichkeit zur Axiomatisierung der Mengenlehre geht von der Russell-
schen Typenlehre aus. Man kann unterscheiden zwischen den ,Urelementen”
in einer mengentheoretischen Betrachtung (z. B. den Punkten eines Raumes,
den natiirlichen oder rationalen Zahlen) und den Mengen, die diese Objekte
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jeweils zu einem Ganzen zusammenfassen. Schlieflich kann man Mengen
héheren Typus bilden, deren Elemente wieder Mengen (Mengen von Ur-
elementen) sind, usf. Man kann eine Menge homogen nennen, wenn ihre
Elemente entweder Urelemente oder Mengen gleichen Typs sind. So ist z. B.
die Menge {{1, 2}, {3, 4}} homogen, nicht aber die Menge {1, {2, 3}}. Wenn
man nur homogene Mengen zulidfit, sind offenbar die Antinomien aus-
geschlossen, da die in den Antinomien auftretenden Mengen nicht homogen
sind. Von Russell #75) stammt eine Axiomatisierung der Mengenlehre, die
den Typenbegriff benutzt.

Eine andere Mdglichkeit bietet der Klassenkalkiil von J. v. Neumann 278), Er
hat den Begriff der ,zu grofen” Menge eingefiihrt, der ,Unmenge”. Die
+Menge aller Mengen” ist z. B. eine Unmenge. J. v. Neumann vermeidet
die Antinomien, indem er nur die Mengen Elemente von Mengen (oder Un-
mengen) sein 148t; Unmengen dagegen kdnnen nicht Elemente sein.

Bemerkenswert an der Neumannschen Axiomatisierung ist die Tatsache, daf}
hier wohl zum ersten Male eine mengentheoretische Fundierung des Rech-
nens mit natiirlichen Zahlen gegeben wird (vgl. dazu Brief Nr. 23). In der
»~Allgemeinen Mengenlehre” von Klaua wird eine Axiomatik zugrunde ge-
legt, die man als eine Synthese zwischen der Russellschen Typenlehre und
den Methoden von J. v. Neumann deuten kann. Weitere Axiomensysteme
stammen u. a. von Bernays, Ackermann und Thiele #77).

275y Russell [D 22], [D 23].
#16) v, Neumann [1], [2]; vgl. auch den Brief Nr. 23 im Anhang.
217) [C 5], [D 1], [D 8] im Literaturverzeichnis.
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XIV. Moderne Theorie der Ordnungs- und Kardinalzahlen

1. Ordnungszahlen

Wir wollen in diesem Kapitel eine in ihren Grundziigen auf J. v. Neumann
zuriickgehende Theorie der Ordnungs- und Kardinalzahlen darstellen. Sie
liefert axiomatisch fundierte 28) Aussagen iiber jene Begriffe, deren erste
yintuitive” Definition auch Cantor AnlaB zu Kritik gegeben hatte.

Wir setzen dabei den klassischen Begriff der Wohlordnung im Cantorschen
Sinne voraus. Es gelten die fiir die Wohlordnung, aber auch die fiir die Ahn-
lichkeit, den Anfang und den Abschnitt im Kapitel VII gegebenen Definitio-
nen. Wir kénnen auch die grundlegenden Sitze iiber wohlgeordnete Mengen
aus Kapitel VII iibernehmen. Die Sitze VII 1 bis VII 4 sind ja nur einfache
Folgerungen aus den Begriffen der Wohlordnung und der Ahnlichkeit.

Man iiberzeugt sich leicht, dal die hier {ibernommenen Definitionen sich in
den axiomatischen Aufbau der Theorie nach dem System & einfiigen.

Wir werden aber den Begriff der Ordnungszahl (nach ]. v. Neumann) neu
definieren und miissen natiirlich die Aussagen iiber die Ordnungszahlen (von
Kapitel VII) nochmals beweisen.

Definition 1
Eine Menge w heif8it eine Ordnungszahl, wenn w so wohlgeordnet werden
kann, da8 fiir jedes Elementv € w

Ay=m (1)
gilt. Dabei ist A, der durch v bestimmte Abschnitt 279).

Eine Ordnungszahl w ist danach durch die Beziehung des Enthaltenseins ge-
ordnet:

<y&axty, (x€w,ycw).
278) Wir benutzen hier weiter das Axiomensystem 4.

219) Sjehe dazu Kap. VII. Wir benutzen hier die Buchstaben u, v, w, ... fiir Ord-
nungszahlen, nicht mehr (wie in Kap. VII) &, 8,7, ... Dieser Wechsel in der
Bezeichnung soll deutlich machen, daB die Ordnungszahlen hier anders defi-
niert sind.
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Aus x < y folgt namlich x € Ay = y; ist umgekehrt x € y vorausgesetzt, so
folgt x <y aus y = A,.

Nach dieser Definition sind die natiirlichen Zahlen Ordnungszahlen (vgl.
Kapitel XIII). Aber auch die Mengen

w, w* = w\V{w}, (@), ("), ...
haben diese Eigenschaft. Wir geben die Begriindung fiir w* und ordnen dazu
diese Menge so:
0*={0,1,2,3,..., 0k
Offenbar ist dann A, = w. Da die iibrigen Elemente von w* natiirliche Zah-
len sind, haben wir in der Tat fiir alle Elemente v € w*: Ay = v.
Satz 1
Ist w eine Ordnungszahl, so ist auch w* = w'\“{w} eine Ordnungszahl.
Ist niamlich x € w*, soistx € w oder x = w. Wir ordnen nun w* so:
wr={...,wh
Dabei stehen die Punkte fiir die Elemente von w in ihrer Wohlordnung. Jedes
Element von w steht in dieser Ordnung vor w. Es ist also A, = w. Fiir die
Elemente x von w gilt nach Voraussetzung x = A;. Jedes Element von w* ist
demnach gleich dem zugehérigen Abschnitt, und deshalb ist w* eine Ord-
nungszahl.
Satz 2

Jedes Element eines Elementes einer Ordnungszahl w ist auch Element von w
selbst:

xCv NvE€w=x€Cw. (2)

Zum Beweis benutzen wir die Menge w*, die ja nach Satz 1 auch eine Ord-
nungszahl ist. Wegen v € w haben wir in w*: w= Ayp. Aus v € w= A,
folgt also v << w. Weiter folgt aus x € v = A,: x<< v. Wir haben also

r<v<w;
dann gilt aber auch x € Ay =w.
Satz 3
Zwei Ordnungszahlen u und v sind genau dann gleich, wenn sie dhnlich sind.

Daf gleiche Ordnungszahlen ihnlich sind, ist trivial. Zeigen wir also, dafl
schon aus der Ahnlichkeit die Gleichheit folgt! Es sei u ~ v; es gibt dann eine
eineindeutige Abbildung

f: x>f®) =y, x€u,yco,
die die Ordnung erhilt.
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Jede Ordnungszahl w hat als wohlgeordnete Menge ein erstes Element a.
Dieses Element ist die leere Menge (. Gibe es niamlich ein Element b € g,
so wire nach Satz 2 auch b Element der Ordnungszahl w. Aus b€ a € w
folgt aber b~<< a: a wire dann nicht das erste Element von w.

Bei einer die Ordnung erhaltenden Abbildung muff das erste Element der
einen Menge auf das erste der andern abgebildet werden:

b =1(P).
Es gibt also gewif einen Abschnitt Ap der Ordnungszahl u, fiir den f (x) = x
gilt fiir alle x € Ap. Sei f (b) = c. Dann ist (da ja auch v eine Ordnungszahl
ist) c = A¢. Zu Ac gehdren aber die Elemente von v, die vor ¢ liegen. Da die
Ordnung erhalten bleibt, sind das die Elemente f (x) = x mit x € Ap, b € u.
Wir haben also A; = A, nach Definition der Ordnungszahl also ¢ = b.

Nach dem Prinzip der transfiniten Induktion ist dann f (x) = x fiir alle Ele-
mentex € u.

Wir fiihren jetzt eine Ordnung fiir die Ordnungszahlen ein:
Definition 2

Eine Ordnungszahl u heifit kleiner als eine Ordnungszahl v (u<<v), wenn
u einem Abschnitt von v dhnlich ist.

Fiir die so definierte Ordnung gilt nun (in Analogie zu Satz VII 3a fiir die
Cantorschen Ordnungszahlen):

Satz4

Fiir irgend zwei Ordnungszahlen v und w gilt genau eine der drei Aus-
sagen 280);

r<<w, v=w, V>w. (3)

Das folgt sofort aus den allgemeinen Sitzen VII 2 und 3 iiber wohlgeordnete
Mengen.

Wir kénnen noch die Bemerkung hinzufiigen:

Satz4a
Gilt fiir zwei Ordnungszahlen v und w die Aussage v<<w, s0 ist auch

v€w,vCw
richtig. Aus v € w folgt wieder v<<w, aus v C w aber nurv < w.
v € w ergibt sich daraus, da v einem Abschnitt von w #hnlich ist. Ein
solcher Abschnitt ist, wie man sofort aus der Definition 1 erkennt, wieder

280) 5 > 1 steht fiir w < v.
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eine Ordnungszahl. Ahnliche Ordnungszahlen sind aber (Satz 3) gleich.
Jeder Abschnitt A, von w ist aber gleich dem Element a € w. Es gilt also
v € w. Wegen a = A, C w haben wir auch v C w. Ebenso leicht macht man
sich die Umkehrung klar.

Satz 5

Der unmittelbare Nachfolger der Ordnungszahl v ist v* =v'\“{v}.

v* ist nach Definition 1 eine Ordnungszahl, und wegen v € v\~ {v} ist auch
v<v'“{v}. Es kann aber keine Zahl u mit der Eigenschaft v <<u <v* geben.
Aus v<<u folgt namlich v € u. Weiter ist (Satz 2) jedes Element von v dann
auch Element von u. Dann ist aber v\/{v} C u, also v\ {v} < u.

Jede Ordnungszahl hat also einen unmittelbaren Nachfolger, nicht aber un-
bedingt auch einen unmittelbaren Vorginger. Die Vorgdnger der Ordnungs-
zahl w z. B. sind die natiirlichen Zahlen. Aber fiir jede Zahl n<<w gibt es
natiirliche Zahlen m mit der Eigenschaft n <m<<w.

Definition 3

Eine von ) verschiedene Ordnungszahl, die keinen unmittelbaren Vor-

ginger hat, heifSt eine Grenzzahl. Das ist eine Verallgemeinerung der klassi-
schen Definition der Limes-Zahl durch Cantor, vgl. S. 106.

Fiir die weiteren Uberlegungen wollen wir nun den aus der klassischen Ana-
lysis vertrauten Begriff der oberen Grenze fiir beliebig geordnete Mengen
verallgemeinern.

Definition 4
Es sei t eine Teilmenge einer geordneten Menge a: ¢+ C a. Ein Element b € a
heifit eine obere Schranke von t, wenn ¢ <X gilt fiir alle Elemente c € ¢:

b=0S(t&cct=c<b.

b* € aheiflt die kleinste obere Schranke von ¢ (im Zeichen: b* = fin t), wenn
b* < fiir alle oberen Schranken b von #:

P=fint&Sb* =05 (t) A\Ab*<b.
b

Daraus ergibt sich unmittelbar der folgende Satz fiir Ordnungszahlen:

Satz 6
Ist eine Ordnungszahl w eine Grenzzahl, so ist

w = fin w. (4)
Hat w einen unmittelbaren Vorginger w™, so ist
w™ = fin w. 4)
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Satz7
Fiir jede Menge w von Ordnungszahlen v gilt

Vw = fin w. 5)
Zum Beweis dieses Satzes bemerken wir zunichst, daf jede Menge von Ord-
nungszahlen wohlgeordnet ist. Das wurde bereits als Satz VII 6 in der
,maiven” Behandlung der Ordnungszahlen bewiesen. Der Leser iiberzeuge
sich, dal der dort gefiihrte Beweis auch auf die axiomatische Theorie {iber-
tragbar ist 281).

Da die Elemente u von \-’ w Elemente der Ordnungszahlen v € w sind, ist
stets u = Ay.\~ w ist also nach Definition 1 eine Ordnungszahl.

Weiter ist \-’ w eine obere Schranke fiir alle Elemente von w. Aus v € w folgt
ja v (Y w, also nach Satz 4a: v <Y w.\“w ist aber die kleinste obere
Schranke. Sei nimlich x irgendeine obere Schranke von w, so ist doch

v< xfiirv € w.
Die Elemente von'- w sind nun aber die Elemente y irgendwelcher Elemente
v € w:

Cw={yly €vAv€wl

Aus 22) y €p, v C x folgt aber y € x;\“ w ist danach Teilmenge von x:
w Cx,also“ w < x.\Y wist also tatsichlich die kleinste obere Schranke.

Wir kdnnen diesen Satz {iber Mengen von Ordnungszahlen auch auf Ord-
nungszahlen selbst anwenden; jede Ordnungszahl w ist ja gleich der Menge
Ay von Ordnungszahlen.

Nach Satz 6 ist daher

{ w fiir Grenzzahlen w,
Vw=

()

w~ sonst.

Zum Beweis des nachsten Satzes werden wir von dem Ersetzungsaxiom Ge-
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